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При восстановлении нелинейной регрессии рассматривается набор индуктивно порожден-
ных моделей с целью выбора оптимальной. В работе исследуется алгоритм индуктивного
порождения допустимых существенно нелинейных моделей. Предлагается алгоритм, по-
рождающий все возможные суперпозиции заданной сложности за конечное число шагов,
и приводится его теоретическое обоснование. Приводятся результаты вычислительного экс-
перимента по моделированию волатильности опционов.
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Введение
В ряде приложений [1, 2, 3] возникает задача восстановления регрессии по набору

известных данных. При этом предполагается, что модель должна иметь возможность быть
проинтерпретированной экспертом в контексте предметной области.

Одним из методов, позволяющих получать интерпретируемые модели, является сим-
вольная регрессия [4, 5, 6], согласно которой известные данные приближаются некоторой
математической формулой, например, sin x2 + 2x или log x − ex

x
. Эти формулы являются

произвольными суперпозициями функций из некоторого заданного набора. Одна из воз-
можных реализаций этого метода предложена Джоном Коза [7, 8], использовавшим эво-
люционные алгоритмы для реализации символьной регрессии. Иван Зелинка предложил
дальнейшее развитие этой идеи [9], получившее название аналитического программирова-
ния.

Алгоритм построения требуемой математической модели выглядит следующим обра-
зом: дан набор примитивных функций, из которых можно строить различные формулы
(например, степенная функция, +, sin, tan). Начальный набор формул строится либо про-
извольным образом, либо на базе некоторых предположений эксперта. Затем на каждом
шаге производится оценка каждой из формул согласно функции ошибки либо другого
функционала [10] качества. На базе этой оценки у некоторой части формул случайным
образом заменяется одна элементарная функция на другую (например, sin на cos или +
на ×), а у некоторой другой части происходит взаимный попарный обмен подвыражени-
ями в формулах.

Получаемая формула является математической моделью [11] исследуемого процесса
или явления — то есть, это математическое отношение, описывающее основные законо-
мерности, присущие этому явлению.

Целью настоящей работы является теоретическое обоснование алгоритмов индуктив-
ного порождения моделей и анализ этих алгоритмов. Одним из основных результатов яв-
ляется доказательство их принципиальной корректности, то есть, способности породить
искомую формулу.

Алгоритм индуктивного порождения моделей, сформулированный в настоящей работе,
решает некоторые типичные проблемы предложенных ранее методов, упомянутые, напри-
мер, в [9], а именно:
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— Порождение рекурсивных суперпозиций, суперпозиций, содержащих несоответствую-
щее используемым функциям число аргументов, и т. д. — в предложенном алгоритме
эти проблемы не возникают по построению.

— Несовпадение области определения некоторой примитивной функции и области значе-
ний ее аргументов (возможно, тоже некоторых суперпозиций).

— При ограничении числа примитивных функций, участвующих в суперпозиции, а также
при соответствующем задании множества примитивных функций исключается пробле-
ма слишком сложных суперпозиций.

Во второй части данной работы формально поставлена задача построения алгоритма
индуктивного порождения моделей. Затем, в третьей части строится искомый алгоритм
для частного случая непараметризованных моделей и доказывается его корректность, а
затем алгоритм обобщается на случай моделей, имеющих параметры. В четвертой ча-
сти описываются вспомогательные технические приемы, использованные в практическом
алгоритме порождения моделей, описанном в пятой части. Результаты вычислительного
эксперимента приведены в шестой части настоящей работы.

Постановка задачи
Пусть дана регрессионная выборка:

D = {(xi, yi) | i ∈ {1, . . . , N},xi ∈ X ⊂ R
n, yi ∈ Y ⊂ R},

где N — объем регресионной выборки (число объектов), xi — вектор значений независи-
мых переменных i-ого объекта, yi — значение зависимой переменной у i-ого объекта, X —
множество значений независимых переменных, лежащее в R

n, Y — множество значений
зависимой переменной.

Требуется выбрать параметрическую функцию f : Ω× R
n → R из порождаемого мно-

жества F = {fr}, где Ω — пространство параметров, доставляющую минимум некоторому
функционалу ошибки, определяемому ниже.

То есть, если множество всех суперпозиций:

F = {fr | fr : (ω,x) 7→ y ∈ Y, r ∈ N},

то требуется найти такой индекс r̂, что функция fr среди всех f ∈ F доставляет минимум
функционалу качества S при данной регрессионной выборке D:

r̂ = argmin
r∈N

S(fr | ω̂r, D), (1)

где ω̂r — оптимальный вектор параметров функции fr для каждой f ∈ F при данной
регрессионной выборке D:

ω̂r = argmin
ω∈Ω

S(ω | fr, D). (2)

В качестве функционала качества S используется SSE:

S(ω, f, D) =
N∑

i=1

(yi − f(ω,xi))
2 | (xi, yi) ∈ D. (3)

Сформулируем также постановку теоретической задачи. Для этого сначала введем
понятие суперпозиции функций.
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Если множество значений Yi функции fi содержится во множестве определения Xi+1

функции fi+1, то есть
fi : Xi → Yi ⊂ Xi+1, i = 1, 2, . . . , θ − 1,

то функция
fθ ◦ fθ−1 ◦ · · · ◦ f1, θ > 2,

определяемая равенством

(fθ ◦ fθ−1 ◦ · · · ◦ f1)(x) = fθ(fθ−1(. . . (f1(x)))), x ∈ X1,

называется сложной функцией[12] или суперпозицией функций f1, f2, . . . , fθ.
Таким образом, получаем

Определение 1. Суперпозиция функций — функция, представленная как композиция
нескольких функций.

Пусть G = {g1, . . . , gl} — множество данных порождающих функций, а именно, для
каждой gi ∈ G заданы:

— сама функция gi (например, sin, cos, ×),
— арность функции и порядок следования аргументов,
— домен (domgi) и кодомен (codgi) функции,
— область определения Dgi ⊂ domgi) и область значений Egi ⊂ codgi.

Требуется построить упомянутую функцию f как суперпозицию порождающих функций
из заданного множества G.

Поясним различие между последними двумя пунктами. Например, domf показывает,
значения из какого множества принимает функция f (целые числа, действительные числа,
декартово произведение целых чисел и {0, 1}, и т. п.). Область определения же показывает,
на каких значениях из domf функция f определена и имеет смысл. Так, для функции
f(x1, x2) = logx1

x2:
domf = R× R,

codf = R,

Df = {(x1, x2) | x1 ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞), x2 ∈ (0; +∞)},
Ef = (−∞; +∞).

Требуется также:

— построить алгоритм A, за конечное число итераций порождающий любую конечную
суперпозицию данных примитивных функций,

— указать способ проверки изоморфности двух суперпозиций.

Заметим, что мы не требуем для примитивных функций свойства их непорождаемости
в наиболее общей формулировке типа принципиальной невозможности породить в ходе
работы искомого алгоритма суперпозицию, изоморфную некоторой функции из G. Такое
требование является слишком ограничивающим. В частности, невозможно было бы иметь
в G одновременно, например, функции id, exp и log, так как id ≡ log ◦ exp.

В дальнейшем будем также считать, что суперпозиция, соответствующая единственной
свободной переменной (f(x) = xi), полностью эквивалентна функции вида idxi.

Алгоритм индуктивного порождения допустимых суперпозиций
Условимся считать, что каждой суперпозиции f сопоставлено дерево Γf , эквивалентное

этой суперпозиции и строящееся следующим образом:
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— В вершинах Vi дерева Γf находятся соответствующие порождающие функции gs, s =
= s(i).

— Число дочерних вершин у некоторой вершины Vi равно арности соответствующей
функции gs.

— Порядок смежных некоторой вершине Vi вершин соотвествует порядку аргументов
соответствующей функции gs(i).

— В листьях дерева Γf находятся свободные переменные xi либо числовые параметры ωi.
— Порядок вершин Vi в смысле уровня вершин определяет порядок вычисления прими-

тивных функций: дерево вычисляется снизу вверх. То есть, сначала подставляются
конкретные значения свободных переменных, затем вычисляются значения в верши-
нах, все дочерние вершины которых — свободные переменные, и так далее до тех пор,
пока не останется единственная вершина, бывшая корнем дерева, содержащая резуль-
тат выражения.

Таким образом, вычисление значения выражения f в некоторой точке с данным век-
тором параметров ω эквивалентно подстановке соответствующих значений свободных пе-
ременных xi и параметров ωi в дерево Γf выражения.

Заметим важное свойство таких деревьев: каждое поддерево Γi
f дерева Γf , соответ-

ствующее вершине Vi, также соответствует некоторой суперпозиции, являющейся состав-
ляющей исходной суперпозиции f .

Для примера рассмотрим дерево, соответствующиее суперпозиции f = sin(ln x1) +
x3
2

2

(см. рис 1).

Рис. 1. Дерево выражения sin(ln x1) +
x3
2

2

Здесь точками обозначены аргументы функций. Как видно, корнем дерева является
вершина, соответствующая операции сложения, которая должна быть выполнена в по-
следнюю очередь. Операция сложения имеет два различных поддерева, соответствующих
двум аргументам этой операции. Заметим также, что здесь не использованы операции типа
«разделить на два» или «возвести в куб». Вместо этого используются операции деления
и возведения в степень в общем виде, а в данном конкретном дереве соответствующие
аргументы зафиксированы соответствующими константами.

Алгоритм порождения суперпозиций

Сначала определим понятие глубины суперпозиции:
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Определение 2. Глубина суперпозиции f — максимальная глубина дерева Γf .

Теперь опишем итеративный алгоритм A∗, порождающий суперпозиции, не содержа-
щие параметров. Описанный алгоритм породит любую суперпозицию конечной глубины
за конечное число шагов.

Пусть дано множество примитивных функций G = {g1, . . . , gl} и множество свободных
переменных X = {x1, . . . , xn}.

Для удобства будем исходить из предположения, что множество G состоит только из
унарных и бинарных функций, и разделим его соответствующим образом на два подмно-
жества: G = Gb ∪ Gu | Gb = {gb1, . . . , gbk}, Gu = {gu1

, . . . , gul
}, где Gb — множество всех

бинарных функций, а Gu — множество всех унарных функций из G. Потребуем также
наличия id в Gb.

Алгоритм 1. Алгоритм A∗ итеративного порождения суперпозиций.

1. Перед первым шагом зададим начальные значения множества F0 и вспомогательного
индексного множества I, служащего для запоминания, на какой итерации впервые
встречена каждая суперпозиция:

F0 = X,

I = {(x, 0) | x ∈ X}.
2. Для множества Fi построим вспомогательное множество Ui, состоящее из суперпози-

ций, полученных в результате применения функций gu ∈ Gu к элементам Fi:

Ui = {gu ◦ f | gu ∈ Gu, f ∈ Fi}.

3. Аналогичным образом построим вспомогательное множество Bi для бинарных функ-
ций gb ∈ Gb:

Bi = {gb ◦ (f, h) | gb ∈ Gb, f, h ∈ Fi}.
4. Обозначим Fi+1 = Fi ∪ Ui ∪ Bi.
5. Для каждой суперпозиции f из Fi+1 добавим пару (f, i + 1) в множество If , если

суперпозиция f еще там не присутствует.
6. Перейдем к следующей итерации.

Тогда F = ∪∞
i=0Fi — множество всех возможных суперпозиций конечной длины, кото-

рые можно построить из данного множества примитивных функций.
Вспомогательное множество I позволяет запоминать, на какой итерации была впервые

встречена данная суперпозиция. Это необходимо, так как каждая суперпозиция, впервые
порожденная на i-ой итерации, будет порождена еще раз и на любой итерации после i.
Одной из возможностей избежать необходимости в этом множестве является построение
Fi+1 как Fi+1 = Ui ∪ Bi (без Fi), а множества Ui и Bi строить следующим образом:

Ui = {gu ◦ f | gu ∈ Gu, f ∈ ∪i
j=0Fj},

Bi = {gb ◦ (f, h) | gb ∈ Gb, f, h ∈ ∪i
j=0Fj}.

Алгоритм A∗ очевидным образом обобщается на случай, когда множество G содержит
функции произвольной (но конечной) арности. Действительно, для такого обобщения до-
статочно строить аналогичным образом вспомогательные множества для этих функций, а
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именно, для множества функций Gn арности n построим вспомогательное множество Hn
i

вида:
Hn

i = {g ◦ (f1, f2, . . . , fn) | g ∈ Gn, fj ∈ Fi}.
В этих обозначениях Ui ≡ H1

i , а Bi ≡ H2
i .

Тогда множество Fi+1 = Fi∪nmax

n=0 H
n
i , где nmax — максимальное значение арности функ-

ций из G.

Теорема 1. Алгоритм A∗ действительно породит любую конечную суперпозицию за ко-
нечное число шагов.

Доказательство. Чтобы убедиться в этом, найдем номер итерации, на котором будет
порождена некоторая произвольная конечная суперпозиция f . Чтобы найти этот номер,
пронумеруем вершины графа Γf по следующим правилам:

— Если это вершина со свободной переменной, то она имеет номер 0.
— Если вершина V соответствует унарной функции, то она имеет номер i + 1, где i —

номер дочерней для этой функции вершины.
— Если вершина V соответствует бинарной функции, то она имеет номер i + 1, где i =

= max(l, r), а l и r — номера, соответственно, первой и второй дочерней вершины.

Нумеруя вершины графа Γf таким образом, мы получим номер вершины, соответству-
ющей корню графа. Это и будет номером итерации, на которой получена суперпозиция
f .

Иными словами, для любой суперпозиции мы можем указать конкретный номер ите-
рации, на котором она будет получена, что и требовалось. �

В предложенных ранее методах[9] построения суперпозиций необходимо было само-
стоятельно следить за тем, чтобы в ходе работы алгоритма не возникало «зацикленных»
суперпозиций типа f(x, y) = g(f(x, y), x, y). Заметим, что в предложенном алгоритме A∗

такие суперпозиции не могут возникнуть по построению.

Порождение параметризованных моделей
Алгоритм в таком виде не позволяет получать выражения, содержащие численные

параметры ω суперпозиции f(ω,x). Покажем, однако, на примере конструирования мно-
жеств Ui иBi, как исходный алгоритм A∗ может быть расширен с учетом таких параметров
путем введения параметров:

Ui = gu ◦ (αf + β),

Bi = gb ◦ (αf + β, ψh+ ϕ).

Будем обозначать этот расширенный алгоритм как A. Здесь параметры α, β зависят толь-
ко от комбинации gu, f (или gb, f, h для α, β, ψ, ϕ). Соответственно, для упрощения их
индексы опущены.

Иными словами, мы предполагаем, что каждая суперпозиция из предыдущих итераций
входит в следующую, будучи умноженной на некоторой коэффициент и с константной
поправкой.

Очевидно, при таком добавлении параметров α, β, ψ, ϕ мы не изменяем мощности
получившегося множества суперпозиций, поэтому алгоритм и выводы из него остают-
ся корректны. В частности, исходный алгоритм является частным случаем данного при
α ≡ ψ ≡ 1, β ≡ ϕ ≡ 0.

α, β, ψ, ϕ являются параметрами модели. В практических приложениях можно оптими-
зировать значения этих параметров у получившихся суперпозиций, например, алгоритмом
Левенберга-Марквардта [13, 14].
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Заметим также, что такая модификация алгоритма позволяет нам получить единицу,
например, для построения суперпозиций типа 1

x
: 1 = α id x+ β | α = 0, β = 1.

Отдельно подчеркнем, что параметры ω у различных суперпозиций различны. Од-
нако, так как каждый из параметров зависит только от соответствующей комбинации
функций, к которым он относится, конкретные значения параметров не учитываются при
поиске одинаковых суперпозиций. Иными словами, при тестировании суперпозиций на ра-
венство сравниваются лишь структуры соответствующих им деревьев и значения в узлах,
соответствующих функциям и свободным переменным.

Заметим, что и этот алгоритм очевидным образом обобщается на случай множества
G, содержащего функции произвольной арности.

Количество возможных суперпозиций
Посчитаем количество суперпозиций, получаемых после каждой итерации алгоритма

A. Очевидно, с учетом вышеупомянутых оговорок касательно сравнения параметризован-
ных суперпозиций, это количество равно количеству для алгоритма A∗.

Итак, пусть дано n независимых переменных: |X| = n, а мощность множества G распи-
шем через мощности его подмножеств функций соответствующей арности: |G1| = l1, |G2| =
= l2, . . . , |Gp| = lp. На нулевой итерации имеем P0 = n суперпозиций.

На первой итерации дополнительно порождается:

P1 = l1n+ l2n
2 + · · ·+ lnn

p =

p∑

i=1

liP
i
0,

и суммарное число суперпозиций после первой итерации:

P̂1 = P1 + P0 =

p∑

i=1

liP
i
0 + P0.

Как было замечено ранее, суперпозиции, порожденные на k-ой итерации, будут также
порождены и на любой следующей после k итерации, поэтому суммарное число суперпо-
зиций после второй итерации будет равно:

P̂2 =

p∑

i=1

liP̂
i
1.

И вообще, после k-ой итерации будет порождено:

P̂k =

p∑

j=1

liP̂
i
k−1.

Оценим порядок роста количества функций, порожденных после k-ой итерации.

Теорема 2. Пусть в множестве примитивных функций G содержится lp функций ар-
ности p > 1 и ни одной функции арности p + k | k > 0, и имеется n > 1 независимых
переменных. Тогда справедлива следующая оценка количества суперпозиций, порожден-
ных алгоритмом A после k-ой итерации:

|Fk| = O(l
∑k−1

i=0
pi

p npk).
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Доказательство. Оценим сначала порядок роста для случая, когда есть лишь одна m-
арная функция и n свободных переменных.

После первой итерации алгоритма будет порождено nm + n суперпозиций. После вто-
рой — (nm + n)m + nm + n, что можно оценить как (nm)m = nm2

. И вообще, после k-ой
итерации количество суперпозиций можно оценить как nmk

.
Видно, что для оценки скорости роста количества порожденных суперпозиций можно

учитывать только функции с наибольшей арностью.
Рассмотрим теперь случай, когда имеется не одна функция арности m, а lm таких

функций. Тогда на первой итерации порождается lmn
m + n суперпозиций, на второй:

lm(lmn
m + n)m + lmn

m + n ≈ lm+1
m nm2

,

на третьей, с учетом этого приближения

lm(l
m+1
m nm2

)m = lml
m(m+1)
m nm3

= lm
2+m+1

m nm3

.

И вообще, скорость роста количества порожденных суперпозиций можно оценить как:

|Fk| = O(l
∑k−1

i=0
mi

m nmk

).

Таким образом, получаем оценку для случая, когда в множестве G содержится lp функций
арности p и ни одной функции арности p+ k | k > 0:

|Fk| = O(l
∑k−1

i=0
pi

p npk).

�

Множество допустимых суперпозиций
Предложенный выше алгоритм позволяет получить действительно все возможные су-

перпозиции, однако, не все они будут пригодны в практических приложениях: например,
ln x имеет смысл только при x > 0, а x

0
не имеет смысла вообще никогда. Выражения типа

x
sinx

имеют смысл только при x 6= πk.
Таким образом, необходимо введение понятия множества допустимых суперпозиций —

то есть, таких суперпозиций, которые в условиях некоторой задачи корректны.

Определение 3. Допустимая суперпозиция f — такая суперпозиция, значение которой
определено для любой комбинации значений свободных переменных, область значений X

которых определяется конкретной задачей, X ⊂ R
n где n — число свободных переменных.

Одним из способов построения только допустимых суперпозиций является модифика-
ция предложенного алгоритма таким образом, чтобы отслеживать совместность областей
определения и областей значения соответствующих функций в ходе построения супер-
позиций. Для свободных переменных это будет, в свою очередь, означать необходимость
задания областей значений X пользователем при решении конкретных задач.

Заметим, что, хотя теоретически возможно выводить допустимость выражений вида
x

sinx
исходя из заданных условий на свободную переменную (например, что x ∈ (π

4
, π
2
)),

в общем случае это потребует решения неравенств в общем виде, что вычислительно неэф-
фективно.

Таким образом, можно сформулировать очевидное достаточное условие недопусти-

мости суперпозиции:
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Определение 4. Достаточное условие недопустимости суперпозиции f : в соответствую-
щем дереве Γf хотя бы одна вершина Vi имеет хотя бы одну дочернюю вершину Vj такую,
что область значений функции gs(j) шире, чем область определения функции gs(i):

∃i, j : Vi ∈ Γf , Vj ∈ Γf ∧ ∃κ : κ ∈ Egs(j) ∧ κ /∈ Dgs(i).

Говоря, что область значений функции f шире области определения функции g, мы
имеем ввиду, что существует по крайней мере одно значение функции f , не входящее в
область определения функции g.

Подчеркнем, что, хотя свободные переменные могут принимать, например, все зна-
чения из R, выбором множества X можно обеспечить возможность использования их в
качестве аргументов функциям с более узкой, чем R, но не менее узкой, чем X, областью
определения, если это не противоречит данной регрессионной выборке.

Для построения множества допустимых суперпозиций достаточно построить множе-
ство всех возможных суперпозиций при помощи алгоритма A, а затем удалить из этого
множества все суперпозиции, не удовлетворяющие сформулированному признаку.

Алгоритм Левенберга-Марквардта и мультистарт
Алгоритм Левенберга-Марквардта (LM) [13, 14] предназначен для решения задачи

минимизации функции, представляющей из себя сумму квадратичных членов. В частно-
сти, он используется для оптимизации параметров нелинейных регрессионных моделей
в предположении, что в качестве критерия оптимизации используется среднеквадратич-
ная ошибка модели на обучающей выборке:

S(ω) =

N∑

i=1

[yi − f(ω,xi)]
2 → min,

где ω — вектор параметров суперпозиции f .
LM может рассматриваться как комбинация методов Гаусса-Ньютона и градиентного

спуска.
Перед началом работы алгоритма задается начальный вектор параметров ω0. На каж-

дой итерации этот вектор заменяется новой оценкой, ωk+1 = ωk + δk. Для определения
δk = δ используется линейное приближение функции:

f(ω + δ,X) ≈ f(ω,X) + Jδ,

где J — якобиан функции f в точке ω.
Приращение δ в точке ω, доставляющей минимум S, равно нулю, поэтому для нахожде-

ния последующего значения приращения δ приравняем нулю вектор частных производных
S по ω. То есть, в векторной нотации:

S(ω + δ) ≈ ‖y − f(ω)− Jδ‖2.

Дифференциирование по δ и приравнивание нулю приводит к следующему уравнению
для δ:

(JTJ)δ = JT [y− f(ω)].

Левенберг предложил заменить (JTJ) на (JTJ + λI), где λ — некоторый параметр
регуляризации. Марквардт дополнил это предложение с целью более быстрого движения
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по тем направлениям, где градиент меньше. Для этого вместо I используется диагональ
матрицы JTJ, и искомое уравнение на δ выглядит как:

(JTJ+ λdiag(JTJ))δ = JT [y − f(ω)].

Решая это уравнение, получаем окончательное выражение для δ = δk:

δk = (JTJ+ λdiag(JTJ))−1JT [y − f(ω)].

Выбор λ

Для определения параметра регуляризации λ в настоящей работе применяется следу-
ющая эвристика.

В начале работы LM задается некоторое значение λ0, например, 0.01, и фиксируется
коэффициент ν > 1. Затем, на каждой итерации алгоритма вычисляется значение функ-
ционала ошибки для λ = λi и λ = λi

ν
. В случае, если хотя бы одно из этих значений

доставляет функционалу ошибки меньшее значение, чем до этой итерации, то λi+1 при-
нимается равным этому значению. Иначе λi умножается на ν до тех пор, пока значение
функционала ошибки не уменьшится.

Мультистарт
Как и всякий подобный алгоритм оптимизации, LM находит лишь локальный мини-

мум. Для решения этой проблемы применяется метод мультистарта: случайным обра-
зом задается несколько начальных приближений, и для каждого из них запускается LM.
Если найдено несколько различных локальных минимумов, то выбирается тот из них,
в котором значение S(ω) меньше всего.

Алгоритм итеративного стохастического порождения суперпози-
ций
Несмотря на то, что указанный ранее итеративный алгоритм порождения суперпо-

зиций позволяет получить за конечное число шагов произвольную суперпозицию, для
практических применений он непригоден, как и любой алгоритм, реализующий полный
перебор, в связи с чрезмерной вычислительной сложностью. Вместо него можно исполь-
зовать стохастические алгоритмы и ряд эвристик, позволяющих на практике получать
за приемлемое время результаты, удовлетворяющие заранее заданным условиям «доста-
точной пригодности». В данном разделе описывается примененный в настоящей работе
алгоритм.

Сначала опишем вспомогательный алгоритм случайного порождения суперпозиции:

Алгоритм 2. Алгоритм случайного порождения суперпозиции RF .
Вход:

— Набор пороговых значений 0 < ξ1 < ξ2 < ξ3 < 1.
— Максимальная глубина порождаемой суперпозиции Td.

Алгоритм работает следующим образом. Генерируется случайное число ξ на интервале
(0; 1), и рассматриваются следующие случаи:

— ξ 6 ξ1: результатом алгоритма является некоторая случайно выбранная свободная
переменная.

— ξ1 < ξ 6 ξ2: результатом алгоритма является числовой параметр.
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— ξ2 < ξ 6 ξ3: результатом алгоритма является некоторая случайно выбранная унарная
функция, для определения аргумента которой данный алгоритм рекурсивно запуска-
ется еще раз.

— ξ3 < ξ: результатом алгоритма является некоторая случайно выбранная бинарная
функция, аргументы которой порождаются аналогичны образом.

При этом, порождение тривиальных суперпозиций (свободных переменных и пара-
метров) запрещено: на самом первом шаге пороговые значения масштабируются таким
образом, чтобы всегда породилась унарная или бинарная функция. Аналогично при пре-
вышении значения Td пороговые значения масштабируются таким образом, чтобы был
порожден узел, соответствующий свободной переменной или параметру, и алгоритм за-
вершился.

В ходе работы предлагаемого алгоритма каждой суперпозиции f ставится в соответ-
ствие ее качество Qf (иногда будем говорить, что суперпозиция оценивается), рассчи-
тываемое исходя из функции ошибки Sf этой суперпозиции на выборке D и ее сложности
Cf — числа узлов в соответствующем графе Γf , по следующей формуле:

Qf =
1

1 + Sf

(
αQ̂+

1− αQ̂

1 + exp(Cf − τ)

)
, (4)

где Q̂ — минимальная приспособленность суперпозиции из критерия останова, α — неко-
торый коэффициент, 0 ≪ α < 1, а τ — коэффициент, характеризующий желаемую слож-
ность модели. Второй множитель в данной формуле выполняет роль штрафа за слишком
большую сложность суперпозиции.

Таким образом, чем лучше результаты суперпозиции, тем ближе значение ее приспо-
собленности к 1, и, наоборот, чем хуже — тем ближе к 0.

Итак, теперь опишем сам алгоритм:

Алгоритм 3. Итеративный алгоритм стохастического порождения суперпозиций.

Вход:

— Множество порождающих функций G, состоящее только из унарных и бинарных функ-
ций.

— Регрессионная выборка D.
— Nmax — максимальное число одновременно рассматриваемых суперпозиций.
— Imax — максимальное число итераций алгоритма.
— Прочие параметры, используемые в (4) и алгоритме 2.

1. Инициализируется начальный массив Xf суперпозиций. А именно, порождается Nmax

суперпозиций алгоритмом 2.
2. Оптимизируются параметры ω суперпозиций из Xf алгоритмом LM.
3. Вычисляется значение Qf для каждой еще не оцененной суперпозиции f из Xf : для нее

рассчитывается значение функции ошибки Sf согласно (3) на выборке D, и ставится
в соответствие значение Qf в соответствии с (4). Для суперпозиций, при вычислении Qf

которых была хотя бы раз получена ошибка вычислений из-за несовпадения областей
определений и значений, принимается Qf = −∞.

4. Массив суперпозиций Xf сортируется согласно их приспособленности.
5. Наименее приспособленные суперпозиции удаляются из массива Xf до тех пор, пока

его размер не станет равен Nmax.
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6. Отбирается некоторая часть наименее приспособленных суперпозиций из Xf (в данной
работе — 1

3
от числа всех суперпозиций). У этой части происходит случайная замена

одной функции или свободной переменной на другую: генерируются две случайные
величины, одна из которых служит для выбора вершины дерева Γf , которую предстоит
изменить, а другая — для выбора нового элемента для этой вершины. Замена такова,
чтобы сохранилась структура суперпозиции, а именно — в случае замены функции
сохраняется арность, а свободная переменная заменяется только на другую свободную
переменную. При этом исходные суперпозиции сохраняются в массиве Xf .

7. Повторяются шаги 3− 4.
8. Производится случайный обмен поддеревьями наиболее приспособленных суперпози-

ций. Вершины, соответствующие этим поддеревьям, выбираются случайным образом.
При этом исходные суперпозиции сохраняются в массиве Xf .

9. Повторяются шаги 2− 4.
10. Проверяются условия останова: если либо число итераций больше Imax, либо в мас-

сиве Xf есть хотя бы одна суперпозиция с приспособленностью больше, чем Q̂, то
алгоритм останавливается, и результатом является наиболее приспособленная супер-
позиция, иначе осуществляется переход к шагу 2.

Заметим, что выборка D не делится на обучающую и контрольную — контроль каче-
ства оставляется различным стандартным методикам типа скользящего контроля.
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Рис. 2. Изометрическая проекция результирующей суперпозиции

Вычислительный эксперимент

В вычислительном эксперименте восстанавливается регрессионная зависимость вола-
тильности опциона от его стоимости и сроков исполнения [15, 16]. Используются исто-
рические данные о волатильности опционов Brent Crude Oil. Срок действия опциона —
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(a) Граф су-
перпозиции(

1.36
xy

)0.48

(c) Граф супер-
позиции (15.8y +
+ arcsin y)−0.48

Рис. 3. Графы результирующих суперпозиций

полгода, с 02.01.2001 по 26.06.2001, тип — право на продажу базового инструмента. Ба-
зовым инструментом в данном случае является нефть. Использовались ежедневные цены
закрытия опциона и базового инструмета.

Данный инструмент имеет низкую волатильность, вследствие чего среди данных нет
выбросов. В данных имеются пропуски, так как опционы с ценами, далекими от цен ба-
зового инструмента, не торговались сразу после выпуска опционов.
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13 (yx0.882 + arcsin y)−0.482 ≈ 0.0178 10

8 0.125
y

(y2)0.8+y
≈ 0.0171 11

14

3.86·1011+y

y 1.227·1011

xy
−2.46·108

y cos















−5.89·10−3+y

y−5.47·10−3

y cos y
y















yy cos y + xy
≈ 0.0092 42

Таблица 1. Результаты вычислительного эксперимента

В ходе предобработки данных выяснено, что для больших значений волатильности
зависимость принимает существенно неоднозначный характер, поэтому для облегчения
аналитического описания моделировалась зависимость цены от волатильности и времени.

Использованные параметры алгоритма 3: Nmax = 200, Imax = 50, Q̂ = 0.95, τ = 10, α =
= 0.05. При отсутствии улучшения результатов в течение нескольких итераций подряд
алгоритм 3 также завершался.
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Рис. 4. Проекция результирующей суперпозиции

В таблице 1 приведены некоторые из наилучших суперпозиций, порожденных в резуль-
тате работы алгоритма 3, в порядке возрастания их сложности. Указан номер итерации
i, на которой суперпозиция была впервые получена, сама суперпозиция, среднеквадра-
тичная ошибка (Sf ) и сложность в смысле количества узлов в соответствующем графе
выражения. Числовые коэффициенты в приведенных формулах и значения функционала
Sf искусственно округлены до 2 − 3 значащей цифры. В таблице 3 представлены гра-
фы первых двух упомянутых в таблице суперпозиций. На рисунках 2 и 4 отображены

изометрическая проекция и проекция на одну из плоскостей для суперпозиции
(

1.36
xy

)0.48
.

Заключение

В работе исследованы индуктивные алгоритмы порождения допустимых существенно
нелинейных суперпозиций. Предложен переборный алгоритм, порождающий все возмож-
ные суперпозиции заданной сложности за конечное число шагов, и приведено его теоре-
тическое обоснование.

Сформулированный алгоритм индуктивного порождения моделей решает некоторые
типичные проблемы предложенных ранее методов, упомянутые, например, в [9].

Описан стохастический алгоритм индуктивного порождения существенно нелинейных
суперпозиций и приведены результаты его работы для задачи моделирования волатиль-
ности опционов.
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