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Разработан спектрально-аналитический подход к выявлению размытых протяженных повторов 

в геномных последовательностях. Метод основан на разномасштабном оценивании сходства 

нуклеотидных последовательностей в пространстве коэффициентов разложения фрагментов 

кривых GC- и GA-содержания по классическим ортогональным базисам. Найдены условия 

оптимальной аппроксимации, обеспечивающие автоматическое распознавание повторов 

различных видов (прямых и инвертированных, а также тандемных) на спектральной матрице 

сходства. Метод одинаково хорошо работает на разных масштабах данных. Он позволяет 

выявлять следы сегментных дупликаций и мегасателлитные участки в геноме, районы синтении 

при сравнении пары геномов. Его можно использовать для детального изучения фрагментов 

хромосом (поиска размытых участков с умеренной длиной повторяющегося паттерна).  
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ÌÔÒÈ, ÂÌÊ ÌÃÓ

Âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (ÂÒÌ) ñòðîèò èíòåðïðåòèðóåìîå ïðåäñòàâëåíèå êîë-
ëåêöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ, îïèñûâàÿ êàæäûé äîêóìåíò äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà ìíîæåñòâå òåì, êàæäóþ òåìó � äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå òåðìèíîâ.
Ðàññìîòðåí îáîáùåííûé EM-àëãîðèòì ñ ýâðèñòèêàìè ñãëàæèâàíèÿ, ñýìïëèðîâàíèÿ, ðî-
áàñòíîñòè è ðàçðåæèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ýòèõ ýâðèñòèê ïîëó-
÷àòü êàê èçâåñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè PLSA (propabilistic latent semantic analysis), LDA
(latent Dirichlet allocation), SWB (special words with background), òàê è íîâûå. Ïðåäëàãàåòñÿ
óïðîùåííûé ðîáàñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íå òðåáóåò íè äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò, íè õðàíåíèÿ ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ øóìà, è õîðîøî ñî÷åòàåòñÿ ñ ýâðèñòèêîé
ðàçðåæèâàíèÿ. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà äâóõ êîëëåêöèÿõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé, àíãëîÿçû÷íîé
è ðóññêîÿçû÷íîé, ïîäáèðàþòñÿ îïòèìàëüíûå ñî÷åòàíèÿ ñòðàòåãèé ðàçðåæèâàíèÿ è äðóãèõ
ýâðèñòèê. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðîáàñòíàÿ ìîäåëü áåç ñãëàæèâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàçðåæèâàòü
èñêîìûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà 99% áåç óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà (ïåðïëåêñèè) ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, áàéåñîâñêèé âûâîä, ëàòåíòíîå
ðàçìåùåíèå Äèðèõëå, âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç, EM-àëãîðèòì.

EM-like algorithms for probabilistic topic modeling
K.V. Vorontsov, A.A. Potapenko

Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow State University

Probabilistic topic models discover a low-dimensional interpretable representation of text cor-
pora by estimating a multinomial distribution over topics for each document and a multinomial
distribution over terms for each topic. A unified family of expectation-maximization (EM) like
algorithms with smoothing, sampling, sparsing, and robustness heuristics that can be used in
any combinations is considered. The known models PLSA (probabilistic latent semantic anal-
ysis), LDA (latent Dirichlet allocation), SWB (special words with background), as well as new
ones can be considered as special cases of the presented broad family of models. A new simple ro-
bust algorithm suitable for sparse models that do not require to estimate and store a big matrix
of noise parameters is proposed. The present authors find experimentally optimal combinations
of heuristics with sparsing strategies and discover that sparse robust model without Dirichlet
smoothing performs very well and gives more than 99% of zeros in multinomial distributions
without loss of perplexity.

Keywords: probabilistic topic model, bayesian inference, latent dirichlet allocation, probabilistic
latent semantic analysis, EM-alorithm.

Ââåäåíèå

Òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (topic modeling) � îäíî èç ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèé
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ê àíàëèçó òåêñòîâ, àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ ñ êîíöà 1990-õ ãã. Âåðî-
ÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëëåêöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ îïðåäåëÿåò êàæäóþ
òåìó êàê äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå òåðìèíîâ, êàæäûé äîêóìåíò � êàê äèñ-

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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êðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå òåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ �
ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìèíîâ, âûáðàííûõ ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî èç ñìåñè ýòèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, è ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîìïîíåíò ñìåñè ïî âûáîðêå.

Âåðîÿòíîñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà, âû-
ÿâëåíèÿ òðåíäîâ â íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ è íîâîñòíûõ ïîòîêàõ, êëàññèôèêàöèè è êàòåãî-
ðèçàöèè äîêóìåíòîâ, èçîáðàæåíèé, àóäèî- è âèäåîñèãíàëîâ. Ìíîãî÷èñëåííûå ðàçíîâèä-
íîñòè è ïðèëîæåíèÿ ÂÒÌ îïèñàíû â îáçîðå [8]. Áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ðàçðàáàòûâàþòñÿ
íà îñíîâå ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå LDA [5], ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé è áàéåñîâñêîãî âûâîäà. Ýòî ñîâðåìåííûé àêòèâíî ðàçâè-
âàþùèéñÿ âåðîÿòíîñòíûé èíñòðóìåíòàðèé, íàõîäÿùèé ïðèìåíåíèÿ ïîâñåìåñòíî â çàäà÷àõ
àíàëèçà äàííûõ. Îäíàêî â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè îí ïîðîæäàåò äâå ïðîáëåìû.

Âî-ïåðâûõ, àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå íå èìååò ëèíãâèñòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé,
íå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ êàêîãî-ëèáî ÿçûêîâîãî ÿâëåíèÿ, è åãî ïðèìåíåíèå ïðîäèêòîâàíî èñ-
êëþ÷èòåëüíî óäîáñòâîì àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â áàéåñîâñêîì âûâîäå.

Âî-âòîðûõ, îäíîé èç âàæíåéøèõ îòêðûòûõ ïðîáëåì â òåîðèè ÂÒÌ ñ÷èòàåòñÿ ñîâìåùå-
íèå áîëüøîãî ÷èñëà ôóíêöèîíàëüíûõ òðåáîâàíèé â îäíîé ìîäåëè [8]. Îäíàêî áàéåñîâñêèé
ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì äëÿ ñîâìåùåíèÿ áîëåå 2�3 òðåáîâàíèé.

Áîëåå ïðîñòàÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî ëàòåíòíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà PLSA [12] íå ñâÿçàíà ñ êàêèìè-ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêèìè àïðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè. Âàæíîé çàäà÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîèñê îáîáùåíèé èëè ìîäèôèêàöèé PLSA, èìåþ-
ùèõ àäåêâàòíûå ëèíãâèñòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå êà÷åñòâî ìîäåëèðîâàíèÿ
íå õóæå LDA è óïðîùàþùèõ ïîñòðîåíèå ìíîãîôóíêöèîíàëüíûõ ìîäåëåé.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [1, 19] ìû ïðåäëîæèëè îáîáùåííûé àëãîðèòì òåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, ñîâìåùàþùèé ýâðèñòèêè ñãëàæèâàíèÿ, ñýìïëèðîâàíèÿ, ÷àñòîãî îáíîâëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ, ðîáàñòíîñòè è ðàçðåæèâàíèÿ. Êîìáèíèðóÿ ýòè ýâðèñòèêè ïðàêòè÷åñêè
â ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ, âîçìîæíî ïîëó÷àòü êàê èçâåñòíûå ìîäåëè PLSA, LDA, CVB0, SWB,
òàê è íîâûå. Ýâðèñòèêè ðîáàñòíîñòè è ðàçðåæèâàíèÿ èìåþò î÷åâèäíûé ëèíãâèñòè÷åñêèé
ñìûñë è ïîçâîëÿþò îòêàçàòüñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ìîäåëè.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðåæèâàíèå ïîçâîëÿåò îáðàùàòü â íóëü 90%�95% çíà÷åíèé â èñêî-
ìûõ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíåå ðåøàòü çàäà÷è òåìàòè÷å-
ñêîãî ïîèñêà è êëàññèôèêàöèè áîëüøèõ êîëëåêöèé òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ. Äàííàÿ ðàáîòà
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé è ñîäåðæèò ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïðåäëàãàþòñÿ ñòðàòåãèè ïîñòåïåííîãî ðàçðåæèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå äîñòèãàòü åùå
áîëüøåé ðàçðåæåííîñòè 99% áåç óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè. Èññëåäóþòñÿ ãðàíèöû ïðè-
ìåíèìîñòè ðàçðåæèâàíèÿ è åãî ñî÷åòàåìîñòü ñ äðóãèìè ýâðèñòèêàìè.

2. Â ðîáàñòíîì àëãîðèòìå ïðåäëàãàåòñÿ ýâðèñòèêà ïîñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ àïðèîð-
íûõ âåðîÿòíîñòåé øóìà è ôîíà.

3. Ïðåäëàãàåòñÿ óïðîùåííûé ðîáàñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðàçäåëÿåò ñëîâà íà òåìà-
òè÷åñêèå è øóìîâûå áåç âû÷èñëåíèÿ è õðàíåíèÿ ìàòðèöû øóìà.

4. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ýâðèñòèêà ðàçðåæèâàíèÿ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåì.
5. Ñîîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ìîäåëü LDA íå èìååò çíà÷èìîãî

ïðåèìóùåñòâà ïåðåä PLSA, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàì Ä.Áëýÿ è äð. [5].
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â [5] ñðàâíèâàëèñü ñóùåñòâåííî ðàçíûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ
îáó÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ìîäåëåé. Ìû æå ñðàâíèâàåì ðåàëèçàöèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ôîð-
ìóëîé áàéåñîâñêîãî ñãëàæèâàíèÿ â LDA. Òàêèì îáðàçîì, ìû îáîñíîâûâàåì âîçìîæíîñòü
îòêàçà îò èçáûòî÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ äîïóùåíèé, ïðèñóùèõ LDA, è ðàçâèòèÿ ìíîãîôóíê-
öèîíàëüíûõ ÂÒÌ íà áàçå áîëåå ïðîñòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà PLSA.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ñâåäåíû îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ÂÒÌ. Ïðåäëàãàåìûé íàáîð ãèïî-
òåç îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîãî òåì, â íåãî ââåäåíû ãèïîòåçà ðàçðåæåííîñòè è ãèïîòåçà
øóìîâûõ è ôîíîâûõ ñëîâ. Îáùåïðèíÿòàÿ ãèïîòåçà îá àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ Äè-
ðèõëå, íàîáîðîò, èñêëþ÷åíà èç ÷èñëà îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèé è ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå
êàê îäíà èç äîïîëíèòåëüíûõ ýâðèñòèê. Ýòî îòðàæàåò òî÷êó çðåíèÿ àâòîðîâ íà òî, êàêèå
ïðåäïîëîæåíèÿ áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàþò îñîáåííîñòè òåêñòîâ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

Ïóñòü D � ìíîæåñòâî (êîëëåêöèÿ) òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ, W � ìíîæåñòâî (ñëîâàðü)
âñåõ óïîòðåáëÿåìûõ â íèõ òåðìèíîâ (ñëîâ èëè ñëîâîñî÷åòàíèé). Êàæäûé äîêóìåíò d ∈ D
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nd òåðìèíîâ (w1, . . . , wnd) èç ñëîâàðÿ W . Òåðìèí
ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ â äîêóìåíòå ìíîãî ðàç.

Â ðîëè òåðìèíîâ ìîãóò âûñòóïàòü êàê îòäåëüíûå ñëîâà, òàê è êëþ÷åâûå ôðàçû, âûäå-
ëÿåìûå ñ ïîìîùüþ òåçàóðóñîâ [2], ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ [3] èëè ìåòîäîâ ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ [18, 27]. ×òîáû íå ðàçëè÷àòü ôîðìû (ñêëîíåíèÿ, ñïðÿæåíèÿ) ñëîâ, íà ñòàäèè
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ ïðîèçâîäèòñÿ ëèáî ëåììàòèçàöèÿ � ïðèâåäåíèå âñåõ
òåðìèíîâ ê íîðìàëüíîé ôîðìå, ëèáî ñòåììèíã � îòáðàñûâàíèå èçìåíÿåìûõ ÷àñòåé ñëîâ.
Ñòåììèíã ëó÷øå ïîäõîäèò äëÿ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, ëåììàòèçàöèÿ � äëÿ ðóññêîãî.

Ãèïîòåçà î âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå: ñ êàæäûì òåðìèíîì w â äîêóìåíòå d
ìîæåò áûòü ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ òåìà t èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òåì T , êîòîðàÿ íå èçâåñòíà;
êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâîì òðîåê (d, w, t), âûáèðàåìûõ ñëó÷àéíî è
íåçàâèñèìî èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(d, w, t) íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå D ×W × T .

Äîêóìåíòû d ∈ D è òåðìèíû w ∈ W ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè, òåìà
t ∈ T ÿâëÿåòñÿ ëàòåíòíîé (ñêðûòîé) ïåðåìåííîé.

Ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ âûáîðêè: íè ïîðÿäîê äîêóìåíòîâ â êîëëåê-
öèè, íè ïîðÿäîê òåðìèíîâ â äîêóìåíòàõ íå âàæíû äëÿ âûÿâëåíèÿ òåìàòèêè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìàòèêó äîêóìåíòà ìîæíî óçíàòü äàæå ïîñëå ïðîèçâîëüíîé ïå-
ðåñòàíîâêè òåðìèíîâ, õîòÿ äëÿ ÷åëîâåêà òàêîé òåêñò òåðÿåò ñìûñë. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
íàçûâàþò òàêæå ãèïîòåçîé ¾ìåøêà ñëîâ¿ (bag of words).

Ïðèíÿâ ýòó ãèïîòåçó, ìîæíî ïåðåéòè ê áîëåå êîìïàêòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äîêóìåíòà
êàê ïîäìíîæåñòâà d ⊂ W , â êîòîðîì êàæäîìó ýëåìåíòó w ∈ d ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî ndw âõîæäåíèé òåðìèíà w â äîêóìåíò d.

Ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè: óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òåðìè-
íîâ â òåìå p(w | d, t) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ äîêóìåíòîâ d ∈ D è ðàâíû p(w | t).

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå äîïóñêàåò òðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ:

p(w | d, t) = p(w | t); p(d |w, t) = p(d | t); p(d, w | t) = p(d | t)p(w | t). (1)

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ äàííûõ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè, ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ãèïîòåçå óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè

p(w | d) =
∑
t∈T

p(t | d) p(w | t), (2)

ãäå p(t | d) è p(w | t) � èñêîìûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîãëàñíî ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ äàííûõ (2),
êîëëåêöèÿ D � ýòî âûáîðêà íàáëþäåíèé (d, w), ãåíåðèðóåìûõ Àëãîðèòìîì 1. Ïðîöåññ
ïîðîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ äîêóìåíòà ïîêàçàí íà ðèñ. 1.
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Àëãîðèòì 1 Ïîðîæäåíèå êîëëåêöèè òåêñòîâ ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Âõîä: ðàñïðåäåëåíèÿ p(w | t), p(t | d);
Âûõîä: âûáîðêà ïàð (di, wi), i = 1, . . . , n;

1: äëÿ âñåõ d ∈ D
2: çàäàòü äëèíó nd äîêóìåíòà d;
3: äëÿ âñåõ i = 1, . . . , nd
4: âûáðàòü ñëó÷àéíóþ òåìó t èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(t | d);
5: âûáðàòü ñëó÷àéíûé òåðìèí w èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(w | t);
6: äîáàâèòü â âûáîðêó ïàðó (d, w), ïðè ýòîì òåìà t ¾çàáûâàåòñÿ¿;

 

 

 

 

 

 

Разработан спектрально-аналитический подход к выявлению размытых протяженных повторов 

в геномных последовательностях. Метод основан на разномасштабном оценивании сходства 

нуклеотидных последовательностей в пространстве коэффициентов разложения фрагментов 

кривых GC- и GA-содержания по классическим ортогональным базисам. Найдены условия 

оптимальной аппроксимации, обеспечивающие автоматическое распознавание повторов 

различных видов (прямых и инвертированных, а также тандемных) на спектральной матрице 

сходства. Метод одинаково хорошо работает на разных масштабах данных. Он позволяет 

выявлять следы сегментных дупликаций и мегасателлитные участки в геноме, районы синтении 

при сравнении пары геномов. Его можно использовать для детального изучения фрагментов 

хромосом (поиска размытых участков с умеренной длиной повторяющегося паттерна).  
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Ðèñ. 1: Ïðîöåññ ïîðîæäåíèÿ òåêñòîâîãî äîêóìåíòà âåðîÿòíîñòíîé òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
(2)

Ïîñòðîèòüòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êîëëåêöèè äîêóìåíòîâD � çíà÷èò íàéòè ìíîæåñòâî
òåì T , ðàñïðåäåëåíèÿ p(w | t) äëÿ âñåõ òåì t ∈ T è p(t | d) äëÿ âñåõ äîêóìåíòîâ d ∈ D.

Ðàñïðåäåëåíèÿ p(t | d) � ýòî ñæàòûå òåìàòè÷åñêèå îïèñàíèÿ äîêóìåíòîâ, êîòîðûå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà, êëàñ-
ñèôèêàöèè, êàòåãîðèçàöèè, àííîòèðîâàíèÿ, ñóììàðèçàöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ.

Ãèïîòåçà ðàçðåæåííîñòè: êàæäûé äîêóìåíò d è êàæäûé òåðìèí w ñâÿçàí ñ îòíî-
ñèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì òåì t.

Êàæäûé äîêóìåíò îòíîñèòñÿ ëèøü ê íåáîëüøîìó ÷èñëó òåì (åñëè æå ýòî ýíöèêëî-
ïåäèÿ, òî åå ëó÷øå ðàçáèòü íà îòäåëüíûå ñòàòüè). Êàæäàÿ òåìà ñîñòîèò èç îòíîñèòåëü-
íî íåáîëüøîãî ÷èñëà òåðìèíîâ (â ðàáîòàõ ïî ôèëîëîãèè ïî÷òè íå âñòðå÷àþòñÿ òåðìèíû
èç ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè, è ìíîãèõ äðóãèõ íàóê). Óïîòðåáëåíèå òåðìèíà â äîêóìåí-
òå, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî òîëüêî ñ îäíîé òåìîé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
p(t | d), p(w | t), p(t | d, w) äîëæíû ñîäåðæàòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ íóëåâûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ãèïîòåçà øóìîâûõ è ôîíîâûõ ñëîâ: íå âñå ñëîâà â òåêñòå òåìàòè÷åñêèå.
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè îò ÷èñëà èòåðàöèé â ñòîõàñòè÷åñêîì EM-àëãîðèòìå (SEM)
ïðè ðàçëè÷íîé ÷àñòîòå îáíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ϕwt, θtd: ïîñëå êàæäîãî ïðîõîäà êîëëåêöèè,
ïîñëå êàæäîãî äîêóìåíòà, ïîñëå êàæäîãî òåðìèíà (d, w) ïî âñåì ndw åãî âõîæäåíèÿì,
ïîñëå êàæäîãî âõîæäåíèÿ òåðìèíà, GS � ñ ïðåäâàðèòåëüíûì óìåíüøåíèåì ñ÷åò÷èêîâ
êàê â àëãîðèòìå ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà. Ïàðàìåòðû ñãëàæèâàíèÿ: αt = 0,5, βw = 0,01.
×èñëî òåì |T | = 100

Ðàçëè÷àþòñÿ äâà âèäà íåòåìàòè÷åñêèõ ñëîâ: øóìîâûå ñëîâà, ñïåöèôè÷íûå äëÿ êîí-
êðåòíîãî äîêóìåíòà, è ôîíîâûå îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñëîâà, âñòðå÷àþùèåñÿ âî ìíîãèõ
äîêóìåíòàõ. Ôðàãìåíò íà ðèñ. 1 ñîäåðæèò ìíîãî ñëîâ, íå îòíîñÿùèõñÿ íè ê îäíîé èç òåì.

Âîîáùå, òåìà � ýòî ñòàòèñòè÷åñêîå ÿâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ñîâìåñòíûì ÷àñòûì óïîòðåá-
ëåíèåì îïðåäåëåííîãî íàáîðà òåðìèíîâ. Òåðìèíû, óïîòðåáëÿåìûå ðåäêî, ñòàòèñòè÷åñêè
íå çíà÷èìû, íå ìîãóò áûòü òåìàòè÷åñêèìè è äîëæíû îòíîñèòñÿ ê øóìîâûì.

Ãèïîòåçû ðàçðåæåííîñòè è øóìà�ôîíà òåñíî ñâÿçàíû. Âìåñòå îíè îçíà÷àþò, ÷òî â êàæ-
äîì äîêóìåíòå âîçìîæíî îòáðîñèòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøóþ äîëþ ñëîâ (ñêàæåì, òðåòü
èëè ïîëîâèíó) òàê, ÷òîáû ïîÿâëåíèå îñòàâøèõñÿ òåðìèíîâ îïèñûâàëîñü ðàñïðåäåëåíèÿìè
p(t | d), p(w | t), ðàçðåæåííûìè ãîðàçäî ñèëüíåå (ñêàæåì, íà 99%). Â äàííîé ðàáîòå ïðèâî-
äÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû.

×àñòîòíûå (âûáîðî÷íûå) îöåíêè âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íà-
áëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè d è w, ìîæíî îöåíèâàòü ïî âûáîðêå êàê ÷àñòîòû (çäåñü è äàëåå
âûáîðî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé p áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç p̂):

p̂(d, w) =
ndw
n
, p̂(d) =

nd
n
, p̂(w) =

nw
n
, p̂(w | d) =

ndw
nd

, (3)

ndw � ÷èñëî âõîæäåíèé òåðìèíà w â äîêóìåíò d;

nd =
∑
w∈W

ndw � äëèíà äîêóìåíòà d â òåðìèíàõ;

nw =
∑
d∈D

ndw � ÷èñëî âõîæäåíèé òåðìèíà w âî âñå äîêóìåíòû êîëëåêöèè;

n =
∑
d∈D

∑
w∈d

ndw � äëèíà êîëëåêöèè â òåðìèíàõ.
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Âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííûå ñî ñêðûòîé ïåðåìåííîé t, òàêæå ìîæíî îöåíèâàòü êàê ÷àñòî-
òû, åñëè ðàññìàòðèâàòü êîëëåêöèþ äîêóìåíòîâ êàê âûáîðêó òðîåê (d, w, t):

p̂(t) =
nt
n
, p̂(w | t) =

nwt
nt
, p̂(t | d) =

ndt
nd
, p̂(t | d, w) =

ndwt
ndw

, (4)

ndwt � ÷èñëî òðîåê, â êîòîðûõ òåðìèí w äîêóìåíòà d ñâÿçàí ñ òåìîé t;

ndt =
∑
w∈W

ndwt � ÷èñëî òðîåê, â êîòîðûõ òåðìèí äîêóìåíòà d ñâÿçàí ñ òåìîé t;

nwt =
∑
d∈D

ndwt � ÷èñëî òðîåê, â êîòîðûõ òåðìèí w ñâÿçàí ñ òåìîé t;

nt =
∑
d∈D

∑
w∈d

ndwt � ÷èñëî òðîåê, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé t.

Â ïðåäåëå n→∞ ÷àñòîòíûå îöåíêè p̂(·), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (3)�(4), ñòðåìÿòñÿ
ê ñîîòâåòñòâóþùèì âåðîÿòíîñòÿì p(·).

Ìåòîä ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ òåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ïî êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ D áóäåì ìàêñèìèçèðîâàòü ïðàâäîïîäîáèå (ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ) âûáîðêè:

p(D) = C
∏
d∈D

∏
w∈d

p(d, w)ndw =
∏
d∈D

∏
w∈d

p(w | d)ndw Cp(d)ndw︸ ︷︷ ︸
const

→ max,

ãäå C � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ÷èñåë ndw. Îòáðîñèì ìíîæè-
òåëè C è p(d), íå âëèÿþùèå íà ïîëîæåíèå òî÷êè ìàêñèìóìà, ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ
p(w | d) èç (2) è ââåäåì äëÿ èñêîìûõ âåëè÷èí îáîçíà÷åíèÿ θtd = p(t | d), ϕwt = p(w | t). Ïðî-
ëîãàðèôìèðîâàâ ïðàâäîïîäîáèå, ïîëó÷èì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè

L(D; Φ,Θ) =
∑
d∈D

∑
w∈d

ndw ln
∑
t∈T

ϕwtθtd → max
Φ,Θ

(5)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè è íîðìèðîâêè:

ϕwt > 0,
∑
w∈W

ϕwt = 1; θtd > 0,
∑
t∈T

θtd = 1.

Ïåðïëåêñèÿ (perplexity) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà òåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé [8]. Ýòî ìåðà íåñîîòâåòñòâèÿ èëè ¾óäèâëåííîñòè¿ ìîäåëè p(w | d) òåðìèíàì w, íà-
áëþäàåìûì â äîêóìåíòàõ êîëëåêöèè, îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ (5):

P(D; Φ,Θ) = exp
(
− 1

n
L(D; Φ,Θ)

)
= exp

(
− 1

n

∑
d∈D

∑
w∈d

ndw ln p(w | d)

)
. (6)

×åì ìåíüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì ëó÷øå ìîäåëü p ïðåäñêàçûâàåò ïîÿâëåíèå òåðìèíîâ w
â äîêóìåíòàõ d êîëëåêöèè D.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðïëåêñèÿ, âû÷èñëåííàÿ ïî òîé æå êîëëåêöèè D, ïî êîòîðîé
ñòðîèëàñü ìîäåëü ΦΘ, ìîæåò áûòü ïîäâåðæåíà ýôôåêòó ïåðåîáó÷åíèÿ è äàâàòü îïòèìè-
ñòè÷íî çàíèæåííûå îöåíêè [5]. Â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ ìå-
òîäèêà âû÷èñëåíèÿ êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè [4]. Êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ èçíà÷àëüíî ðàç-
áèâàëàñü íà äâå ÷àñòè: îáó÷àþùóþ D, ïî êîòîðîé ñòðîèëàñü ìîäåëü, è êîíòðîëüíóþ D′,
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ïî êîòîðîé âû÷èñëÿëàñü ïåðïëåêñèÿ. Ïîñëå îáó÷åíèÿ ìîäåëè âåêòîðû ϕt ôèêñèðîâàëèñü,
âåêòîðû θd êîíòðîëüíûõ äîêóìåíòîâ d ∈ D′ îöåíèâàëèñü ïî ïåðâîé ïîëîâèíå êàæäîãî
äîêóìåíòà, ïî âòîðûì ïîëîâèíàì âû÷èñëÿëàñü êîíòðîëüíàÿ ïåðïëåêñèÿ. Äëÿ ðàçáèåíèÿ
íà äâå ïîëîâèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìèíîâ {w1, . . . , wnd} êàæäîãî êîíòðîëüíîãî äî-
êóìåíòà d ∈ D′ ðàçáèâàëàñü ïîñëå ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè íà äâå ÷àñòè ðàâíîé äëèíû.
Íîâûå ñëîâà, íè ðàçó íå âñòðåòèâøèåñÿ â îáó÷àþùåé êîëëåêöèè D, íî ïîïàâøèå âî âòî-
ðóþ ÷àñòü êîíòðîëüíîãî äîêóìåíòà, èãíîðèðîâàëèñü.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà äâóõ êîëëåêöèÿõ, äîñòóïíûõ íà âèêè-
ñòðàíèöå www.MachineLearning.ru ¾Êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ äëÿ òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ¿. Äëÿ îáåèõ êîëëåêöèé ïðîèçâîäèëàñü ëåììàòèçàöèÿ è îòáðàñûâàëèñü ñòîï-ñëîâà.

Êîëëåêöèÿ RuDis ñîäåðæèò |D| = 2000 àâòîðåôåðàòîâ äèññåðòàöèé íà ðóññêîì ÿçûêå;
ñóììàðíàÿ äëèíà n ≈ 8.7 · 106, îáúåì ñëîâàðÿ |W | ≈ 3 · 104. Êîíòðîëüíàÿ êîëëåêöèÿ D′

ñîñòîèò èç 200 àâòîðåôåðàòîâ.
Êîëëåêöèÿ NIPS ñîäåðæèò |D| = 1566 òåêñòîâ ñòàòåé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè Neural

Information Processing Systems íà àíãëèéñêîì ÿçûêå; ñóììàðíàÿ äëèíà n ≈ 2.3 · 106, îáúåì
ñëîâàðÿ |W | ≈ 1.3 · 104. Êîíòðîëüíàÿ êîëëåêöèÿ D′ ñîñòîèò èç 174 äîêóìåíòîâ.

Òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè PLSA, LDA, SWB

Äàííûé ðàçäåë íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Ââîäÿòñÿ êëàññè÷åñêèå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
PLSA [12] è LDA [5]. Ïðåäëàãàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ M-øàãà EM-àëãîðèòìà
äëÿ PLSA. Ìîäåëü LDA ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëåãêîå ðàñøèðåíèå PLSA. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðîáàñòíàÿ ìîäåëü PLSA-SWB (special words with background) ñ øóìîâûìè è ôîíîâûìè
ñëîâàìè. Îíà óñòðàíÿåò íåäîñòàòêè PLSA è ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò èçáûòî÷íûõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ äîïóùåíèé ìîäåëè LDA [1]. Â êîíöå ðàçäåëà ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ óïðîùåííàÿ
ðîáàñòíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íå òðåáóåò íè äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, íè ïàìÿòè äëÿ
õðàíåíèÿ ïàðàìåòðîâ øóìà è ôîíà.

Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç (probabilistic latent semantic
analysis, PLSA) áûë ïðåäëîæåí Òîìàñîì Õîôìàííîì â [12] è îñíîâàí íà ìîäåëè (2).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (5) â PLSA ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ, íàçûâàåìûé EM-àëãîðèòìîì, â êîòîðîì êàæäàÿ èòåðàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ
øàãîâ � Å (expectation) è Ì (maximization) [9].

Íà E-øàãå ïî òåêóùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ϕwt, θtd ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áàéåñà âû-
÷èñëÿþòñÿ óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ëàòåíòíûõ òåì p(t | d, w) äëÿ êàæäîãî òåðìèíà w ∈ d
â êàæäîì äîêóìåíòå d:

Hdwt = p(t | d, w) =
p(w | t)p(t | d)

p(w | d)
=

ϕwtθtd∑
s∈T

ϕwsθsd
. (7)

Íà M-øàãå, íàîáîðîò, ïî óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì òåì Hdwt âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëè-
æåíèå ïàðàìåòðîâ ϕwt, θtd. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà

n̂dwt = ndwp(t | d, w) = ndwHdwt (8)

îöåíèâàåò (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå) ÷èñëî ndwt âõîæäåíèé òåðìèíà w â äîêóìåíò d, ñâÿçàí-
íûõ ñ òåìîé t. Ïðîñóììèðîâàâ n̂dwt ïî äîêóìåíòàì d è ïî òåðìèíàì w, ïîëó÷èì îöåíêè
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n̂wt, n̂dt, n̂t, è ÷åðåç íèõ, ñîãëàñíî (4), � ÷àñòîòíûå îöåíêè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ϕwt, θtd:

ϕwt =
n̂wt
n̂t
, n̂wt =

∑
d∈D

ndwHdwt, n̂t =
∑
w∈W

n̂wt; (9)

θtd =
n̂dt
n̂d
, n̂dt =

∑
w∈d

ndwHdwt, n̂d =
∑
t∈T

n̂dt. (10)

Îöåíêè (9)�(10) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (5) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ Hdwt. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [13, 1].

×èñëî îïåðàöèé íà êàæäîì E- è M-øàãå ëèíåéíî ïî äëèíå êîëëåêöèè n è ÷èñëó òåì T .
Ëèíåéíûé ïðîõîä ïî êîëëåêöèè, òî åñòü ïî âñåì òåðìèíàì w âî âñåõ äîêóìåíòàõ d,

íàèáîëåå ýôôåêòèâåí, åñëè êàæäûé äîêóìåíò d õðàíèòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð
(w, ndw). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ãèïîòåçå ¾ìåøêà ñëîâ¿.

Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ϕt è θd ìîæíî çàäàâàòü íîðìèðîâàííûìè ñëó÷àéíûìè âåêòî-
ðàìè èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äðóãàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ ðåêîìåíäàöèÿ � ïðîéòè
ïî âñåé êîëëåêöèè, âûáðàòü äëÿ êàæäîé ïàðû (d, w) ñëó÷àéíóþ òåìó t è âû÷èñëèòü ÷à-
ñòîòíûå îöåíêè (4) âåðîÿòíîñòåé ϕwt è θtd äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ W , t ∈ T . Â ýêñïåðèìåíòàõ
ýòè äâà ñïîñîáà èíèöèàëèçàöèè ïðèâîäÿò ê ñõîæèì ðåçóëüòàòàì.

Íåäîñòàòêîì PLSA ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü, êàêèå èç âåðîÿòíîñòåé θtd, ϕwt
ðàâíû íóëþ. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (7), (9), (10), åñëè â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè θtd = 0
(òåìà t íå ïðåäñòàâëåíà â äîêóìåíòå d) èëè ϕwt = 0 (òåðìèí w íå îòíîñèòñÿ ê òåìå t),
òî íóëåâîå çíà÷åíèå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåõ èòåðàöèé. Àíàëîãè÷íî, èñõîäíî
íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òàê è îñòàþòñÿ íåíóëåâûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà ðàçðåæåííîñòè
ðàñïðåäåëåíèé íå îïòèìèçèðóåòñÿ, à çàäàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Ëàòåíòíîå ðàçìåùåíèå Äèðèõëå. Äðóãèì íåäîñòàòêîì PLSA ïðèíÿòî ñ÷èòàòü âû-
ñîêóþ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, ÷òî ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé ïåðåîáó÷åíèÿ [5].
Â çàäà÷àõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëèáî
îòáîð ïðèçíàêîâ, ïðèâîäÿùèé ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ëèáî ðåãóëÿðèçàöèÿ �
íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè áàéåñîâñêîé ðå-
ãóëÿðèçàöèè ââîäèòñÿ àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.

Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå (latent Dirichlet allocation,
LDA) [5] îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè (2) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîðû
äîêóìåíòîâ θd = (θtd) ∈ R|T | è âåêòîðû òåì ϕt = (ϕwt) ∈ R|W | ïîðîæäàþòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðàìè α ∈ R|T | è β ∈ R|W | ñîîòâåòñòâåííî:

Dir(θd;α) =
Γ(α0)∏
t

Γ(αt)

∏
t

θαt−1
td , αt > 0, α0 =

∑
t

αt, θtd > 0,
∑
t

θtd = 1;

Dir(ϕt; β) =
Γ(β0)∏
w

Γ(βw)

∏
w

ϕβw−1
wt , βw > 0, β0 =

∑
w

βw, ϕwt > 0,
∑
w

ϕwt = 1,

ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ. Âåêòîðû α è β íàçûâàþòñÿ ãèïåðïàðàìåòðàìè.
Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü àäåêâàòíûì áàéåñîâñêèì ðåãóëÿðèçàòîðîì

â çàäà÷àõ òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Âî-ïåðâûõ, ýòî äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà åäè-

íè÷íîì ñèìïëåêñå, òî åñòü íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Åñëè αt = 1 äëÿ
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âñåõ t, òî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïåðåõîäèò â ðàâíîìåðíîå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèÿ t-é êîîðäèíàòû âåêòîðà θd ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

Eθtd =

∫
θtd Dir(θd;α) dθd =

αt
α0

, Dθtd =
αt(α0 − αt)
α2

0(α0 + 1)
. (11)

Âåêòîðíûé ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåò ñòåïåíü ðàçðåæåííîñòè âåêòîðîâ θd, ïîðîæäàåìûõ
ðàñïðåäåëåíèåì Dir(θ;α). ×åì áîëüøå α0, òåì ñèëüíåå âåêòîðû θd êîíöåíòðèðóåòñÿ âî-
êðóã âåêòîðà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eθd. ×åì ìåíüøå αt, òåì ñèëüíåå çíà÷åíèÿ θtd
êîíöåíòðèðóþòñÿ âîêðóã íóëÿ. ×åì ìåíüøå α0, òåì áîëåå ðàçðåæåí âåêòîð θd. Ïîýòîìó αt
íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè êîíòðàñòà.

Âî-âòîðûõ, ìîäåëü LDA õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð. ×åì
ìåíüøå çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ α è β, òåì ñèëüíåå ðàçðåæåíî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå,
è òåì äàëüøå îòñòîÿò äðóã îò äðóãà ïîðîæäàåìûå èì âåêòîðû. Â ÷àñòíîñòè, ÷åì ìåíü-
øå α0, òåì ñèëüíåå ðàçëè÷àþòñÿ äîêóìåíòû θd. ×åì ìåíüøå β0, òåì ñèëüíåå ðàçëè÷àþòñÿ
òåìû ϕt. Âåêòîðû ϕt = p(w | t) â ïðîñòðàíñòâå òåðìèíîâ R|W | ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè òåìà-
òè÷åñêèõ êëàñòåðîâ. Ýëåìåíòàìè êëàñòåðîâ ÿâëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ äîêó-
ìåíòîâ p̂(w | d, t). ×åì ìåíüøå çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ βw, òåì áîëüøå ìåæêëàñòåðíûå
ðàññòîÿíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóòðèêëàñòåðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðïàðàìåòðû ïîçâîëÿ-
þò ìîäåëèðîâàòü òåìàòè÷åñêèå êëàñòåðíûå ñòðóêòóðû ðàçëè÷íîé ñòåïåíè âûðàæåííîñòè.

Â-òðåòüèõ, ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ìóëüòèíîìèàëüíîìó, ÷òî
óïðîùàåò áàéåñîâñêèé âûâîä àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé θtd è ϕwt.

Íåäîñòàòêîì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå óáåäèòåëüíûõ
ëèíãâèñòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñå âåêòîðû θd, d ∈ D ïîðîæäàþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå, ïðè÷åì îäíèì è òåì æå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîèçâîëüíûì.
Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ïîðîæäåíèè âåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèé ϕt äëÿ âñåõ òåì t ∈ T .

Âòîðîé íåäîñòàòîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû θtd, ϕwt è ãèïåðïàðàìåòðû αt, βw
íå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçå ðàçðåæåííîñòè.

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ θtd, ϕwt â ìîäåëè LDA, äîêóìåíò d ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê âûáîðêà nd ïàð òåìà�òåðìèí Xd = {(t1, w1), . . . , (tnd , wnd)}. Â êàæäîé ïàðå òåìà ti
âûáèðàåòñÿ èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(t | d) = θtd. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âñòðå-
òèòü êàæäóþ èç òåì t ðîâíî ntd ðàç ïîä÷èíÿåòñÿ ìóëüòèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

p(Xd|θd) =
nd!∏
t ntd!

∏
t

θntdtd .

Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ìóëüòèíîìèàëüíîìó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè Äèðèõëå θd ∼ Dir(θ;α) àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðà θd ïðèíàäëåæèò òîìó æå ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé, íî ñ äðóãèì çíà÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà: θd|Xd ∼ Dir(θ;α′). Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå Áàéåñà

p(θd|Xd, α) =
p(Xd|θd) Dir(θd;α)

p(Xd)
= C

∏
t

θntdtd θ
αt−1
td = Dir(θd;α

′), α′t = αt + ntd,

ãäå C � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò θd.
Îöåíèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó θtd åå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (11) ïî àïîñòåðèîðíî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ:

p(t|d,Xd, α) =

∫
p(t|d)p(θd|Xd, α) dθd =

∫
θtd Dir(θd, α

′) dθd =
ntd + αt
nd + α0

. (12)
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Çàìåíèâ âåëè÷èíó ntd åå îöåíêîé n̂td, ïîëó÷èì ñãëàæåííóþ áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðà-
ìåòðà θtd äëÿ EM-àëãîðèòìà, àëüòåðíàòèâíóþ îöåíêå ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ (10):

θtd =
n̂dt + αt
n̂d + α0

. (13)

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ ñãëàæåííàÿ áàéåñîâñêàÿ îöåíêà è äëÿ ϕwt, àëüòåðíàòèâíàÿ (9):

ϕwt =
n̂wt + βw
n̂t + β0

. (14)

×àñòîòíûå îöåíêè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé (9)�(10) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñãëà-
æåííûõ îöåíîê (14)�(13), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îáó÷åíèÿ ìîäåëåé LDA è PLSA
îäèí è òîò æå EM-àëãîðèòì. Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäÿò ìåòîäû ñýìïëèðîâàíèÿ
Ãèááñà [20, 25] è âàðèàöèîííîé áàéåñîâñêîé àïïðîêñèìàöèè [21].

Àíàëèç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ LDA ïîêàçàë, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêà-
öèÿìè EM-àëãîðèòìà è îòëè÷àþòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ôîðìóëîé ñãëàæèâàíèÿ ÷àñòîòíûõ
îöåíîê âåðîÿòíîñòåé [4]. Îïòèìèçàöèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ [22, 23] åùå ñèëüíåå íèâåëèðóåò
ðàçëè÷èÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè. Ñîãëàñíî [11], ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
â ìîäåëè LDA ïðè α = 0 è β = 0 ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì M-øàãà äëÿ ìîäåëè PLSA.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè EM-àëãîðèòìà äëÿ îáîáùåííîé ìî-
äåëè PLSA/LDA è ïîêàæåì â ýêñïåðèìåíòàõ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé Äèðèõëå íå ñòîëü íåîáõîäèìî, êàê ýòî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü. Ýâðèñòèêè ðàçðåæèâàíèÿ
è ðîáàñòíîñòè, à òàêæå íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè EM-àëãîðèòìà ìîãóò ãîðàçäî
ñèëüíåå âëèÿòü íà âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü è êà÷åñòâî òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðîáàñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìàëèçóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëèøü íåêîòî-
ðûå ñëîâà â òåêñòàõ îòíîñÿòñÿ ê êàêèì-ëèáî òåìàì. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ
ñìåñü òðåõ êîìïîíåíò � òåìàòè÷åñêîé, øóìîâîé è ôîíîâîé [1]:

p(w | d) =
Zdw + γπdw + επw

1 + γ + ε
; Zdw =

∑
t∈T

ϕwtθtd. (15)

Øóìîâàÿ êîìïîíåíòà πdw ≡ pø(w | d) � ýòî ñëîâà, ñïåöèôè÷íûå äëÿ êîíêðåòíîãî äî-
êóìåíòà d, ëèáî ðåäêèå òåðìèíû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåìàì, ñëàáî ïðåäñòàâëåííûì â äàííîé
êîëëåêöèè. Îòíåñåíèå øóìîâûõ ñëîâ ê òåìàì çàãðÿçíÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ ϕwt = p(w | t), óâå-
ëè÷èâàåò ïåðïëåêñèþ è èñêàæàåò òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Ôîíîâàÿ êîìïîíåíòà πw ≡ pô(w) � ýòî îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ñëîâà, â ÷àñòíîñòè,
ñòîï-ñëîâà, íå îòáðîøåííûå íà ñòàäèè ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. Ôîíîâûå ñëîâà èìåþò
çíà÷èìûå âåðîÿòíîñòè âî ìíîãèõ òåìàõ è òîëüêî ìåøàþò ðàçëè÷àòü òåìû.

Òåìàòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà Zdw ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ PLSA. Åñëè îíà ïëîõî îáúÿñíÿåò
èçáûòî÷íóþ ÷àñòîòó ñëîâà â äîêóìåíòå, òî ñëîâî îòíîñèòñÿ ê øóìó èëè ôîíó. Ïàðàìåòðû
γ è ε, îãðàíè÷èâàþùèå äîëþ òàêèõ ñëîâ, ñâÿçàíû ñ àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè òåìàòè-
÷åñêîé, øóìîâîé è ôîíîâîé êîìïîíåíò, ðàâíûìè 1.(1 + γ + ε), γ.(1 + γ + ε), ε.(1 + γ + ε)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîõîæàÿ ìîäåëü SWB íà îñíîâå LDA ïðåäëàãàëàñü â [7]. Îñíîâíîå îòëè÷èå íàøåé ðî-
áàñòíîé ìîäåëè îò [7] â òîì, ÷òî îíà ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ êàê ñ LDA, òàê è ñ PLSA, è íå îáÿ-
çàòåëüíî ñâÿçàíà ñ ñýìïëèðîâàíèåì Ãèááñà. Êðîìå òîãî, ìû íå ââîäèì àïðèîðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé Äèðèõëå äëÿ ïàðàìåòðîâ πdw, πw è (γ, ε), ïîëàãàÿ, ÷òî ôîíîâóþ è øóìîâóþ
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êîìïîíåíòû ãîðàçäî ëîãè÷íåå ðàçðåæèâàòü, à íå ñãëàæèâàòü. Ïàðàìåòðû γ, ε ëîãè÷íåå
ôèêñèðîâàòü èëè îïðåäåëÿòü ïî âíåøíåìó êðèòåðèþ êà÷åñòâà, òàê êàê ïðàâäîïîäîáèå
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî γ è óáûâàåò ïî ε.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (5) äëÿ ìîäåëè (15) ðåøåíà â [1]. Ïî àíàëîãèè ñî
ñòàíäàðòíûì ÅÌ-àëãîðèòìîì, íà E-øàãå äëÿ êàæäîé ïàðû (d, w) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå Áàéåñà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òåì Hdwt = p(t | d, w),

Hdwt =
ϕwtθtd

Zdw + γπdw + επw
, t ∈ T, (16)

à òàêæå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ øóìîì Hdw è ôîíîì H ′dw:

Hdw =
γπdw

Zdw + γπdw + επw
; H ′dw =

επw
Zdw + γπdw + επw

. (17)

Íà M-øàãå ïåðåìåííûå θtd è ϕwt âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðåæíèì ôîðìóëàì (9) è (10) ñ åäèí-
ñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðüHdwt âû÷èñëÿþòñÿ ïî íîâîé ôîðìóëå (16). Ïåðåìåííûå πdw
è πw âû÷èñëÿþòñÿ êàê ÷àñòîòíûå îöåíêè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé øóìà è ôîíà:

πdw =
νdw
νd
, νdw = ndwHdw, νd =

∑
w∈d

νdw,

πw =
ν ′w
ν ′
, ν ′w =

∑
d∈D

ndwH
′
dw, ν ′ =

∑
w∈W

ν ′w,

ãäå νd è ν
′ � îöåíêè ÷èñëà øóìîâûõ ñëîâ â äîêóìåíòå d è ôîíîâûõ ñëîâ âî âñåé êîëëåêöèè.

Ýòè ôîðìóëû äëÿ πdw è πw íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì Ì-øàãîì. Îíè ïîðîæäàþò
òó æå ïðîáëåìó ðàçðåæåííîñòè, ÷òî è ïåðåìåííûå ϕwt è θtd: åñëè â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè
çíà÷åíèå πdw èëè πw íå ðàâíî íóëþ, òî îíî òàê è îñòàíåòñÿ íåíóëåâûì.

Ôîðìóëà àääèòèâíîãî Ì-øàãà, ïîëó÷åííàÿ â [1] èç óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà çàäà÷è (5),
ïðèâîäèò ê àâòîìàòè÷åñêîìó âûáîðó ñòðóêòóðû ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû (πdw)D×W :

πdw =

(
ndw
νd
− Zdw + επw

γ

)
+

. (18)

Ýòà ôîðìóëà èìååò ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ: åñëè òåðìèí w â äîêóìåíòå d âñòðå÷à-
åòñÿ ñóùåñòâåííî ÷àùå, ÷åì ïðåäñêàçûâàþò òåìàòè÷åñêàÿ è ôîíîâàÿ êîìïîíåíòû ìîäåëè,
òî åãî ïîÿâëåíèå îáúÿñíÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè äàííîãî äîêóìåíòà, è òîãäà πdw > 0.

Óïðîùåííàÿ ðîáàñòíàÿ ìîäåëü. Íåäîñòàòêîì ïðåäûäóùåé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòü ïîäáèðàòü ïàðàìåòðû γ, ε è õðàíèòü ïàðàìåòðû πdw, ÷èñëî êîòîðûõ ñîïîñòàâè-
ìî ñ ðàçìåðîì êîëëåêöèè. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ ðîáàñòíóþ
ìîäåëü, â êîòîðîé ôîíîâàÿ êîìïîíåíòà îòñóòñòâóåò, à øóìîâàÿ êîìïîíåíòà πdw âêëþ÷àåò-
ñÿ òîëüêî êîãäà Zdw = 0, òî åñòü êîãäà òåðìèí w â äîêóìåíòå d íå ÿâëÿåòñÿ òåìàòè÷åñêèì:

p(w | d) = νdZdw +
[
Zdw=0

]
πdw, (19)

ãäå ïàðàìåòð νd îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∑
w∈W

p(w | d) = 1.

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (5) ñíîâà ïðèâîäèò ê ÷àñòîòíûì îöåíêàì óñëîâíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé (9)�(10), íî òåïåðü Hdwt è n̂dwt îöåíèâàþòñÿ òîëüêî ïî òåìàòè÷åñêèì òåðìèíàì:

n̂dwt =
[
Zdw>0

]
ndwHdwt.
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Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå πdw äîñòàòî÷íî îïðåäåëÿòü òîëüêî äëÿ òåõ (d, w), ïðè êîòîðûõ
Zdw = 0. Îíî òàêæå âûðàæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, πdw = ndw/nd, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòíîé
îöåíêîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè p(w | d).

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü νd ðàâåí äîëå òåìàòè÷åñêèõ òåðìèíîâ â äîêóìåíòå:

νd =
∑
w∈W

[
Zdw>0

]
πdw =

1

nd

∑
w∈d

[
Zdw>0

]
ndw.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû πdw è νd íå íóæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìàòè÷åñêîé êîìïîíåíòû
ìîäåëè � ìàòðèö Φ è Θ, íî ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïåðïëåêñèè (6), êîòîðàÿ
íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò p(w | d).

Óïðîùåííàÿ ðîáàñòíàÿ ìîäåëü íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò ïàìÿòè èëè âðåìåíè.
Ïîýòîìó â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ îíà èñïîëüçóåòñÿ âñåãäà, êîãäà âîçìîæíî îáíóëåíèå òåìà-
òè÷åñêîé êîìïîíåíòû Zdw, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ ðîáàñòíàÿ ìîäåëü (15).

Îáîáùåííûé EM-àëãîðèòì è åãî ìîäèôèêàöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûé, îáîáùåííûé è ñòîõàñòè÷åñêèé âà-
ðèàíòû EM-àëãîðèòìà [1]. Àëãîðèòì ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà, ïðèìåíèìûé íå òîëüêî ê ìîäåëè LDA, íî òàêæå
è ê PLSA. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî PLSA è LDA îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ýâðèñòèêîé
ñãëàæèâàíèÿ, à ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû EM-àëãîðèòìà îäèíàêîâî ïðèìåíèìû ê îáåèì
ìîäåëÿì. Ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ ýâðèñòèê: ïðèíóäèòåëüíîå ðàçðåæèâàíèå óñëîâ-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé òåì p(t | d, w), ïîñòåïåííîå óâåëè÷åíèå àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé øóìà
è ôîíà â ðîáàñòíîé ìîäåëè, ïðîñòàÿ è ñëîæíàÿ ñòðàòåãèè ðàçðåæèâàíèÿ ìàòðèö Φ è Θ.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ [1] ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí ñîñòàâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîäáîðó îïòèìàëüíîãî
ñî÷åòàíèÿ ýâðèñòèê â EM-àëãîðèòìå.

Ðàöèîíàëüíûé EM-àëãîðèòì. Íà÷íåì ñ ïðîñòîé ðåîðãàíèçàöèè øàãîâ EM-àëãî-
ðèòìà, ÷òîáû èçáåæàòü õðàíåíèÿ òðåõìåðíîé ìàòðèöû Hdwt. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå
n̂wt, n̂dt, n̂t âû÷èñëÿþòñÿ íà Ì-øàãå â öèêëå ïî âñåì äîêóìåíòàì d ∈ D è âñåì òåðìèíàì
w ∈ d. Âíóòðè ýòîãî öèêëà ïåðåìåííûå Hdwt áóäåì âû÷èñëÿòü íåïîñðåäñòâåííî â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà îíè ïîíàäîáÿòñÿ. Ïåðåìåííóþ n̂d ìîæíî íå âû÷èñëÿòü, ïîñêîëüêó n̂d = nd.
Òîãäà Å-øàã âñòðàèâàåòñÿ âíóòðü M-øàãà áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
Ýòîò âàðèàíò EM-àëãîðèòìà áóäåì íàçûâàòü ðàöèîíàëüíûì, îí ïîêàçàí â Àëãîðèòìå 2.

Óñëîâèÿ îñòàíîâêè â äàííîì àëãîðèòìå è âñåõ ïîñëåäóþùèõ íå ñôîðìóëèðîâàíû.
Â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ 40 èòåðàöèé âñåãäà áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè ïåðïëåê-
ñèè íà îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîé âûáîðêàõ.

Îáîáùåííûé EM-àëãîðèòì. Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîì M-øàãå íåò íåîáõîäèìîñòè
ñëèøêîì òî÷íî ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Äîñòàòî÷íî ñìåñòèòüñÿ â íà-
ïðàâëåíèè ìàêñèìóìà è çàòåì âûïîëíèòü E-øàã. Ýòîò âàðèàíò ÅÌ-àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì ÅÌ-àëãîðèòìîì (generalized EM-algorithm, GEM) [9]. Äðóãîå îáîáùåíèå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî E-øàã âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòè ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ, ïîñëå ýòîãî
M-øàã âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ òåõ ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò èçìåíèâ-
øèõñÿ ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ [17]. Äëÿ îáîáùåííûõ EM-àëãîðèòìîâ ñïðàâåäëèâû òå æå
îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè, ÷òî è äëÿ ñòàíäàðòíîãî EM-àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòì 2 PLSA-EM: ðàöèîíàëüíûé EM-àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè PLSA.

Âõîä: êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ D, ÷èñëî òåì |T |, íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Θ è Φ;
Âûõîä: ðàñïðåäåëåíèÿ Θ è Φ;

1: ïîêà íå âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâêè, ïîâòîðÿòü èòåðàöèè:
2: îáíóëèòü n̂wt, n̂dt, n̂t äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ W , t ∈ T ;
3: äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ d
4: Z :=

∑
t∈T

ϕwtθtd;

5: äëÿ âñåõ t ∈ T òàêèõ, ÷òî ϕwtθtd > 0
6: óâåëè÷èòü n̂wt, n̂dt, n̂t íà δ = ndwϕwtθtd/Z;
7: ϕwt := n̂wt/n̂t äëÿ âñåõ w ∈ W , t ∈ T ;
8: θtd := n̂dt/nd äëÿ âñåõ d ∈ D, t ∈ T ;

Àëãîðèòì 3 PLSA-GEM: îáîáùåííûé EM-àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè PLSA.

Âõîä: êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ D, ÷èñëî òåì |T |, íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Θ è Φ;
Âûõîä: ðàñïðåäåëåíèÿ Θ è Φ;

1: îáíóëèòü n̂wt, n̂dt, n̂t, n̂d, ndwt äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ W , t ∈ T ;
2: ïîêà íå âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâêè, ïîâòîðÿòü èòåðàöèè:
3: äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ d
4: Z :=

∑
t∈T

ϕwtθtd;

5: äëÿ âñåõ t ∈ T òàêèõ, ÷òî ndwt > 0 èëè ϕwtθtd > 0
6: δ := ndwϕwtθtd/Z;
7: óâåëè÷èòü n̂wt, n̂dt, n̂t, n̂d íà (δ − ndwt);
8: ndwt := δ;
9: åñëè ïîðà îáíîâèòü ïàðàìåòðû Φ, Θ òî
10: ϕwt := n̂wt/n̂t äëÿ âñåõ w ∈ W , t ∈ T òàêèõ, ÷òî n̂wt èçìåíèëñÿ;
11: θtd := n̂dt/n̂d äëÿ âñåõ d ∈ D, t ∈ T òàêèõ, ÷òî n̂dt èçìåíèëñÿ;

Îáîáùåííûé EM-àëãîðèòì äëÿ PLSA/LDA îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîãî áîëåå ÷àñòûì
îáíîâëåíèåì ïàðàìåòðîâ θtd è ϕwt ïî òåêóùèì çíà÷åíèÿì ñ÷åò÷èêîâ n̂wt è n̂dt. Âîçìîæíûå
âàðèàíòû îáíîâëåíèé � ïîñëå êàæäîãî äîêóìåíòà èëè çàäàííîãî ÷èñëà äîêóìåíòîâ, ïîñëå
êàæäîãî òåðìèíà (d, w) èëè çàäàííîãî ÷èñëà òåðìèíîâ, ïîñëå êàæäîãî âõîæäåíèÿ òåðìèíà.

Â Àëãîðèòìå 2 îáíîâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò ïîñëå êàæäîãî ïðîõîäà êîëëåêöèè.

Â Àëãîðèòìå 3 ìîìåíòû îáíîâëåíèÿ âûáèðàþòñÿ íà øàãå 9. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ êîëëåêöèÿõ ÷àñòûå îáíîâëåíèÿ óñêîðÿþò ñõîäèìîñòü, ðèñ. 2.

Ïðè îáíîâëåíèè ïîñëå êàæäîãî òåðìèíà èëè êàæäîãî âõîæäåíèÿ ìîæíî íå õðàíèòü
çíà÷åíèÿ ϕwt, θtd, à âû÷èñëÿòü èõ êàæäûé ðàç êàê ÷àñòíîå äâóõ ñ÷åò÷èêîâ.

Íà ïåðâîé èòåðàöèè (ò. å. ïðè ïåðâîì ïðîõîäå êîëëåêöèè) ÷àñòûå îáíîâëåíèÿ íå äåëà-
þòñÿ, ÷òîáû â ñ÷åò÷èêàõ íàêîïèëàñü èíôîðìàöèÿ ïî âñåé êîëëåêöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îöåíêè ïàðàìåòðîâ θtd è ϕwt ïî íà÷àëüíîìó ôðàãìåíòó âûáîðêè ìîãóò îêàçàòüñÿ õóæå íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé èòåðàöèè, äëÿ êàæäîãî òåðìèíà (d, w) èç ñ÷åò-
÷èêîâ n̂wt è n̂dt âû÷èòàåòñÿ ndwt � òî ñàìîå çíà÷åíèå δ, êîòîðîå áûëî ê íèì ïðèáàâëåíî
ïðè îáðàáîòêå òåðìèíà (d, w) íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷åò÷èêè n̂wt è n̂dt
âñåãäà ñîäåðæàò ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî îäíîêðàòíîãî ïðîõîäà âñåé êîëëåêöèè.
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Íåäîñòàòêîì Àëãîðèòìà 3 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü õðàíèòü ìàññèâ çíà÷åíèé ndwt,
t ∈ T äëÿ êàæäîãî òåðìèíà (d, w). Ðàñõîä ïàìÿòè îáúåìà O(n|T |) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðè-
åìëåìûì äàæå ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå òåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ãèïîòåçå ðàçðåæåí-
íîñòè, ýòîò ìàññèâ äîëæåí ñîñòîÿòü ïðåèìóùåñòâåííî èç íóëåé. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàçðåæèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé p(t | d, w).

Ïðèíóäèòåëüíîå ðàçðåæèâàíèå óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåì. Ñòðàòåãèÿ ìàê-
ñèìàëüíîãî ðàçðåæèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé p(t | d, w) íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå åñòåñòâåííîé: äëÿ êàæäîãî òåðìèíà (d, w) èãíîðèðóþòñÿ òåìû ñ íàèìåíüøèìè âå-
ðîÿòíîñòÿìè, îñòàþòñÿ òîëüêî s òåì ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ndwt.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ ñèñòåìàòè÷åñêîé
îøèáêè è ðàñõîäèìîñòè (ðèñ. 3). Íà ïåðâûõ æå èòåðàöèÿõ âîçíèêàåò ñèëüíàÿ (ñâûøå 90%)
ðàçðåæåííîñòü ðàñïðåäåëåíèé ϕwt = p(w | t), êîòîðûå ê ýòîìó ìîìåíòó åùå íå ñîøëèñü.
Çíà÷åíèÿ ϕwt, îêàçàâøèåñÿ ðàâíûìè íóëþ, äàëåå òàê è îñòàþòñÿ íóëåâûìè. Ýâðèñòèêè
ñãëàæèâàíèÿ èëè âêëþ÷åíèÿ ðàçðåæèâàíèÿ ñ 10-é èòåðàöèè íå ðåøàþò ïðîáëåìó.

Áîëåå óäà÷íîé îêàçàëàñü ñòðàòåãèÿ ïîñòåïåííîãî ðàçðåæèâàíèÿ, êîãäà â êàæäîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè p(t | d, w) îáíóëÿåòñÿ çàäàííàÿ äîëÿ r íàèìåíüøèõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé è ïðî-
èçâîäèòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè r 6 0,2 è âêëþ÷åíèè ðàçðå-
æèâàíèé íà÷èíàÿ ñ 10-é èòåðàöèè ðàñõîäèìîñòü íå âîçíèêàåò è ôèíàëüíàÿ ïåðïëåêñèÿ
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ r = 0. Ïðè ýòîì ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçðåæåííîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé θtd (äî 0,5 è âûøå) è ðàñïðåäåëåíèé ϕwt (íåìíîãî íèæå 0,5).

Ðîáàñòíûå àëãîðèòìû áîëåå óñòîé÷èâû ê ïîñòåïåííîìó ðàçðåæèâàíèþ ðàñïðåäåëåíèé
p(t | d, w), äëÿ íèõ ïàðàìåòð ðàçðåæèâàíèÿ ìîæíî óâåëè÷èâàòü äî r = 0,5, ïðè ýòîì ðàç-
ðåæåííîñòü ϕwt äîñòèãàåò ïî÷òè 0,9, ðàçðåæåííîñòü θtd äîñòèãàåò 0,7.

Ñòîõàñòè÷åñêèé EM-àëãîðèòì (stochastic EM-algorithm, SEM) [6] ïðèâîäèò ê äðó-
ãîé àäåêâàòíîé ñòðàòåãèè ðàçðåæèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé p(t | d, w). Äëÿ êàæäîé ïàðû (d, w)
ðàñïðåäåëåíèå p(t | d, w) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ñýìïëèðîâàíèÿ s ñëó÷àéíûõ òåì tdwi,
i = 1, . . . , s, ïîñëå ÷åãî îíî ¾çàáûâàåòñÿ¿. Â ôîðìóëàõ M-øàãà âìåñòî ðàñïðåäåëåíèÿ
p(t | d, w) èñïîëüçóåòñÿ åãî íåñìåùåííàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà:

p̂(t | d, w) =
1

s

s∑
i=1

[
tdwi = t

]
. (20)

Òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåñìåùåííîñòü îöåíîê ϕwt, θtd è ñõîäèìîñòü EM-àëãîðèòìà.
Îáúåì s ñýìïëèðóåìûõ âûáîðîê ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìåòîäà.

Ìîäèôèêàöèÿ Àëãîðèòìà 3, òðàíñôîðìèðóþùàÿ åãî â ñòîõàñòè÷åñêèé îáîáùåííûé
EM-àëãîðèòì (PLSA-SGEM), ñîñòîèò èç òðåõ èçìåíåíèé:

1. ïåðåä øàãîì 5 ñýìïëèðóåòñÿ s òåì tdwi, i = 1, . . . , s èç p(t | d, w);
2. íà øàãå 5 öèêë ïî âñåì t ∈ T çàìåíÿåòñÿ öèêëîì ïî t = tdwi, i = 1, . . . , s;
3. íà øàãå 6 âû÷èñëÿåòñÿ δ := ndw/s.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äîñòàòî÷íî ñýìïëèðîâàòü ñîâñåì íåáîëüøîå ÷èñëî òåì,
îêîëî 5 òåì îáû÷íî äîñòàòî÷íî (òàáë. 1 è 2). Ýòà ýâðèñòèêà, íàçâàííàÿ ýêîíîìíûì ñýìïëè-
ðîâàíèåì [1], ñîêðàùàåò çàòðàòû âðåìåíè è ïàìÿòè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñðåäíÿÿ ïî êîë-
ëåêöèè âåëè÷èíà ndw ïðåâûøàåò s.

Â ýêñïåðèìåíòå ïðîâåðÿëàñü òàêæå ãèïîòåçà, ÷òî ÷èñëî òåì, ñâÿçàííûõ ñ ïàðîé (d, w),
íå äîëæíî ïðåâûøàòü ÷èñëà óïîòðåáëåíèé äàííîãî ñëîâà ndw. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèëîñü
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ñýìïëèðîâàíèå min{s, ndw} òåì, îäíàêî ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîé ýâðèñòèêè íåìíîãî õóæå, ÷åì
ïðè ñýìïëèðîâàíèè ðîâíî s òåì.

Ðîáàñòíàÿ ìîäåëü ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó ïàðàìåòðà s (òàáë. 2).
Êà÷åñòâåííûå âûâîäû, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü ïî îáó÷àþùåé è ïî êîíòðîëüíîé âûáîð-

êå, ñîâïàäàþò (òàáë. 1 è 2). Â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ ýòî òîæå âñåãäà òàê, íî äàííûå
ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå íå ïîêàçûâàþòñÿ â òàáëèöàõ è ãðàôèêàõ.

Ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà. Ïðè s = ndw ñòîõàñòè÷åñêèé EM-àëãîðèòì ñî ñãëàæèâà-
íèåì (LDA-SEM) ñòàíîâèòñÿ ïîõîæ íà ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà (Gibbs Sampling, GS) �
îäèí èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [20, 25],
ñì. Àëãîðèòì 4. Àëãîðèòìû LDA-SEM è LDA-GS îòëè÷àþòñÿ íåñêîëüêèìè äåòàëÿìè, êî-
òîðûå, êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, ïî÷òè íå âëèÿþò íà êà÷åñòâî ìîäåëè.

1. Â LDA-GS ÷èñëî ñýìïëèðîâàíèé òåì s = ndw äëÿ êàæäîé ïàðû (d, w). Ñîãëàñíî
îïèñàííûì âûøå ýêñïåðèìåíòàì, ìîæíî òàêæå ñýìïëèðîâàòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî òåì.

2. Â LDA-GS ïàðàìåòðû ϕwt è θtd îáíîâëÿþòñÿ ïðåäåëüíî ÷àñòî � ïîñëå îáðàáîòêè
êàæäîãî âõîæäåíèÿ òåðìèíà w â äîêóìåíò d. Â LDA-SEM îáíîâëåíèÿ ìîãóò ïðîèçâîäèòü-
ñÿ ñ ëþáîé ÷àñòîòîé. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷àñòîòà îáíîâëåíèÿ âëèÿåò òîëüêî
íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, íî ïî÷òè íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè â êîíöå
èòåðàöèé, ðèñ. 2. Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü îáíîâëåíèÿ ïîñëå
êàæäîãî òåðìèíà èëè ïîñëå êàæäîãî âõîæäåíèÿ òåðìèíà, êàê â LDA-GS.

3. Â LDA-GS ïåðåä ñýìïëèðîâàíèåì ñ÷åò÷èêè óìåíüøàþòñÿ íà åäèíèöó (øàã 5). Òåì
ñàìûì ïðè îöåíèâàíèè ðàñïðåäåëåíèé íå ó÷èòûâàåòñÿ i-å âõîæäåíèå òåðìèíà w â äî-
êóìåíò d, äëÿ êîòîðîãî ñýìïëèðóåòñÿ òåìà tdwi. Èç òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ýòà îñîáåííîñòü
èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà [25]. Îäíàêî â ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîëëåêöèÿìè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ðàçìåðîâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî ìîäåëè � êðèâûå ¾òåðìèí 1 ðàç¿
è ¾òåðìèí 1 ðàç (GS)¿ íà ðèñ. 2 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ìîæíî îäíîâðåìåííî óìåíüøàòü
ñ÷åò÷èêè äëÿ ñòàðîé òåìû è óâåëè÷èâàòü äëÿ íîâîé, êàê â Àëãîðèòìå 3.
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè îò ÷èñëà èòåðàöèé â ðàöèîíàëüíîì EM-àëãîðèòìå ïðè
ìàêñèìàëüíîì ðàçðåæèâàíèè p(t | d, w). Ïàðàìåòð ðàçðåæèâàíèÿ: s = 1, 2, 3, 4, 5, 10, ndw,
ïðè s = |T | ðàçðåæèâàíèÿ íåò. Ïàðàìåòðû ñãëàæèâàíèÿ: αt = 0.5, βw = 0.01. ×èñëî òåì
|T | = 100.
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Òàáëèöà 1: Ñòîõàñòè÷åñêèé EM-àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè LDA. Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè íà
îáó÷åíèè è êîíòðîëå îò îáúåìà s ñýìïëèðîâàííîé âûáîðêè (40 èòåðàöèé, αt = 0,5, βw =
= 0,01)

RuDis: s ôèêñèðîâàí RuDis: min{s, ndw} NIPS: s ôèêñèðîâàí NIPS: min{s, ndw}
s îáó÷. êîíò.

ndw 1367 1535
1 1707 1874
2 1547 1705
3 1463 1628
4 1407 1552
5 1383 1559
10 1295 1480

s îáó÷. êîíò.

ndw 1367 1535
1 1724 1894
2 1575 1730
3 1507 1673
4 1479 1647
5 1459 1603
10 1418 1571

s îáó÷. êîíò.

ndw 1506 2002
1 1796 2326
2 1616 2120
3 1513 2006
4 1473 1981
5 1430 1946
10 1326 1874

s îáó÷. êîíò.

ndw 1506 2002
1 1791 2313
2 1647 2157
3 1591 2101
4 1562 2052
5 1547 2052
10 1517 2019

Òàáëèöà 2: Ñòîõàñòè÷åñêèé EM-àëãîðèòì äëÿ ðîáàñòíîé ìîäåëè LDA. Çàâèñèìîñòü ïåð-
ïëåêñèè íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå îò îáúåìà s ñýìïëèðîâàííîé âûáîðêè (40 èòåðàöèé, αt =
= 0,5, βw = 0,01)

RuDis: s ôèêñèðîâàí RuDis: min{s, ndw} NIPS: s ôèêñèðîâàí NIPS: min{s, ndw}
s îáó÷. êîíò.

ndw 717 794
1 777 857
2 754 830
3 736 815
4 728 804
5 724 799
10 715 789

s îáó÷. êîíò.

ndw 717 794
1 773 850
2 748 821
3 737 811
4 731 807
5 728 801
10 722 800

s îáó÷. êîíò.

ndw 1110 1363
1 1270 1544
2 1171 1442
3 1140 1414
4 1103 1375
5 1087 1352
10 1053 1317

s îáó÷. êîíò.

ndw 1110 1363
1 1263 1530
2 1185 1464
3 1167 1441
4 1150 1423
5 1133 1398
10 1121 1393

Àëãîðèòì 4 LDA-GS: ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà äëÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè LDA.

Âõîä: êîëëåêöèÿ D, ÷èñëî òåì |T |, âåêòîðû ãèïåðïàðàìåòðîâ α, β;
Âûõîä: ðàñïðåäåëåíèÿ Θ è Φ;

1: îáíóëèòü n̂wt, n̂dt, n̂t äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ W , t ∈ T ;
2: ïîêà íå âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâêè, ïîâòîðÿòü èòåðàöèè:
3: äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ d, i = 1, . . . , ndw
4: åñëè íå ïåðâàÿ èòåðàöèÿ òî
5: t := tdwi; óìåíüøèòü n̂wt, n̂dt, n̂t íà 1;
6: ñýìïëèðîâàòü òåìó tdwi èç p(t | d, w) ∝ (n̂dt + αt)(n̂wt + βw)/(n̂t + β0);
7: t := tdwi; óâåëè÷èòü n̂wt, n̂dt, n̂t íà 1;
8: ϕwt = (n̂wt + βw)/(n̂t + β0) äëÿ âñåõ t ∈ T , w ∈ W ;
9: θtd := (n̂dt + αt)/(nd + α0) äëÿ âñåõ d ∈ D, t ∈ T ;

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà, êàê è ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêà ñýìïëèðîâàíèÿ � çàìåíà ðàñïðåäåëåíèÿ
òåì p(t | d, w) åãî ðàçðåæåííûì ýìïèðè÷åñêèì àíàëîãîì (20). Õîòÿ â ëèòåðàòóðå àëãîðèòì
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Àëãîðèòì 5 PLSA-REM: ðîáàñòíûé ðàöèîíàëüíûé EM-àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè PLSA.

Âõîä: êîëëåêöèÿ D, ÷èñëî òåì |T |, íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Θ, Φ, ïàðàìåòðû γ, ε;
Âûõîä: ðàñïðåäåëåíèÿ: ìàòðèöû (ϕwt), (θtd), (πdw) è âåêòîð (πw);

1: èíèöèàëèçèðîâàòü πdw := ndw/nd; πw := nw/n; äëÿ âñåõ d ∈ D, w ∈ W ;
2: ïîêà íå âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâêè, ïîâòîðÿòü èòåðàöèè:
3: îáíóëèòü n̂wt, n̂t, ν

′
w, ν, ν

′ äëÿ âñåõ w ∈ W , t ∈ T ;
4: äëÿ âñåõ d ∈ D
5: îáíóëèòü n̂dt, n̂d, νd äëÿ âñåõ w ∈ W , t ∈ T ;
6: äëÿ âñåõ w ∈ d
7: Z := γπdw + επw +

∑
t∈T

ϕwtθtd;

8: óâåëè÷èòü n̂wt, n̂dt, n̂t, n̂d íà ndwϕwtθtd/Z äëÿ âñåõ t ∈ T ;
9: óâåëè÷èòü νd, ν íà νdw := ndwγπdw/Z;
10: óâåëè÷èòü ν ′w, ν

′ íà ndwεπw/Z;
11: θtd := n̂dt/n̂d äëÿ âñåõ t ∈ T ;
12: πdw := νdw/νd äëÿ âñåõ w ∈ d;
13: ϕwt := n̂wt/n̂t äëÿ âñåõ w ∈ W , t ∈ T ;
14: πw := ν ′w/ν

′ äëÿ âñåõ w ∈ W ;

ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ ìîäåëüþ LDA, îí òàêæå â ðàâíîé ñòåïåíè
ïðèìåíèì è ê ìîäåëè PLSA.

Ýâðèñòèêà ïîñòåïåííîãî ðàçðåæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñýìïëèðîâàíèþ.
Îáå ýâðèñòèêè ëåãêî âñòðàèâàþòñÿ â ëþáîé EM-ïîäîáíûé àëãîðèòì è ñî÷åòàþòñÿ ñ äðóãè-
ìè ýâðèñòèêàìè. Íåäîñòàòêîì ïîñòåïåííîãî ðàçðåæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü õðà-
íåíèÿ ïëîòíûõ ìàññèâîâ ndwt íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ.

Â èòîãå ðåêîìåíäóåòñÿ ëèáî ðàöèîíàëüíûé EM-àëãîðèòì ñ îáíîâëåíèåì ðàñïðåäåëå-
íèé Φ ïîñëå êàæäîãî ïðîõîäà êîëëåêöèè, ëèáî ñòîõàñòè÷åñêèé EM-àëãîðèòì ñ ýêîíîìíûì
ñýìïëèðîâàíèåì è îáíîâëåíèåì ïîñëå êàæäîãî òåðìèíà, ëèáî ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà.

Ðîáàñòíûé EM-àëãîðèòì. Â îòëè÷èå îò ðàöèîíàëüíîãî EM-àëãîðèòìà, ndw âõîæ-
äåíèé òåðìèíà w â äîêóìåíò d ðàñïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ìåæäó òåìàìè t ∈ T , íî òàêæå
ìåæäó øóìîâîé è ôîíîâîé êîìïîíåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîÿòíîñòÿì

H̃dw =
(

1
Z
ϕwtθtd, t ∈ T ; 1

Z
γπdw; 1

Z
επw
)
,

ãäå Z � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, ñì. Àëãîðèòì 5.
Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ òàêæå ñòîõàñòè÷åñêèé ðîáàñòíûé àëãîðèòì ñ ïàðàìåò-

ðîì ñýìïëèðîâàíèÿ s = ndw. Âñå àëãîðèòìû ñðàâíèâàëèñü â äâóõ âàðèàíòàõ: ñ íåñìåùåí-
íûìè îöåíêàìè (9)�(10) è ñãëàæåííûìè îöåíêàìè (13)�(14) ïàðàìåòðîâ ϕwt è θtd.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðïëåêñèè íà äîêóìåíòàõ d êîíòðîëüíîé âûáîðêè D′ ïàðàìåòðû ϕwt
è πw îöåíèâàëèñü ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå D, ïàðàìåòðû θtd è νd îöåíèâàëèñü ïî ïåðâîé
ïîëîâèíå äîêóìåíòà d′, ïàðàìåòðû πdw îöåíèâàëèñü äëÿ êàæäîé ïàðû (d, w) ñîãëàñíî (18).
Ïåðïëåêñèÿ âû÷èñëÿëàñü ïî âòîðûì ïîëîâèíàì d′′ êîíòðîëüíûõ äîêóìåíòîâ.

Ñðàâíåíèå âîñüìè àëãîðèòìîâ, îáðàçóåìûõ âñåìè êîìáèíàöèÿìè ýâðèñòèê ñãëàæèâà-
íèÿ, ðîáàñòíîñòè è ñýìïëèðîâàíèÿ (ðèñ. 4) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� äëÿ îáåèõ çàäà÷ ðîáàñòíûå àëãîðèòìû ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò íåðîáàñòíûå è ãîðàçäî
ìåíüøå ïåðåîáó÷àþòñÿ;
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòà-
íèé ýâðèñòèê: D � ñãëàæèâàíèå Äèðèõëå (αt = 0,5, βw = 0,01); R � ðîáàñòíîñòü (γ = 0,3,
ε = 0,01); S � ñýìïëèðîâàíèå (s = ndw), P � ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (8); |T | =
= 100. Òîíêèå êðèâûå áåç òî÷åê � ïåðïëåêñèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè

Òàáëèöà 3: Êîíòðîëüíàÿ ïåðïëåêñèÿ P è îöåíêè àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè øóìà p̂ø
è ôîíà p̂ô ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ è ε (ïîñëå 40 èòåðàöèé, |T | = 100)

RuDis, ε = 0,01: RuDis, γ = 0,3: NIPS, ε = 0,01: NIPS, γ = 0,3:

γ P p̂ø
0 1540 0,000
0,001 1434 0,026
0,01 1277 0,090
0,05 1076 0,196
0,1 974 0,266
0,3 805 0,413
0,5 750 0,498

ε P p̂ô
0 797 0,000
0,01 794 0,006
0,05 798 0,027
0,1 809 0,049
0,2 823 0,086
0,3 841 0,116
0,5 870 0,165

γ P p̂ø
0 2001 0,000
0,001 1763 0,044
0,01 1381 0,152
0,05 991 0,296
0,1 818 0,377
0,3 604 0,527
0,5 525 0,598

ε P p̂ô
0 598 0.000
0,01 596 0,005
0,05 605 0,023
0,1 613 0,043
0,2 630 0,079
0,3 640 0,109
0,5 668 0,157

� ñýìïëèðîâàíèå (20) íåìíîãî õóæå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (8);
� ñýìïëèðîâàíèå áåç ñãëàæèâàíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ ïåðïëåêñèè.

Âåëè÷èíà ïåðåîáó÷åíèÿ (ðàçíîñòü ïåðïëåêñèè íà îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîé âûáîð-
êå) áîëüøå çàâèñèò îò çàäà÷è, ÷åì îò àëãîðèòìà. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî ïåðïëåêñèè
íà îáó÷àþùåé âûáîðêå ïðèâîäèò ê òåì æå êà÷åñòâåííûì âûâîäàì, ÷òî è èõ ñðàâíåíèå
ïî ïåðïëåêñèè íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ
íå íóæíà ñòîëü ñëîæíàÿ ìåòîäèêà ðàçäåëåíèÿ êîíòðîëüíûõ äîêóìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïåðïëåêñèè; âïîëíå äîñòàòî÷íî âû÷èñëÿòü ïåðïëåêñèþ òîëüêî íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ðåàëèçàöèè M-øàãà � ìóëüòèïëèêàòèâíûé è àääèòèâíûé.
Â ýêñïåðèìåíòàõ íà îáåèõ çàäà÷àõ îíè íå äàþò çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé ïåðïëåêñèè.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ ðîëè êàæäîãî ñëîâà (d, w) ïðè ñýìïëèðîâàíèè
èç ðàñïðåäåëåíèÿ H̃dw. Â ïåðâîì âàðèàíòå ðîëè ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè
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òåì, øóìà è ôîíà ¾ìÿãêî¿, ïðîïîðöèîíàëüíî èõ âåðîÿòíîñòÿì, çàòåì ñýìïëèðóþòñÿ òåìû.
Âî âòîðîì âàðèàíòå ñýìïëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ èç âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ H̃dw, â ðåçóëü-
òàòå êàæäîìó ñëîâó ¾æåñòêî¿ ïðèïèñûâàåòñÿ îäíà èç òðåõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ðîëåé.
Â ýêñïåðèìåíòàõ ýòè äâà âàðèàíòà òàêæå íå äàþò çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé ïåðïëåêñèè.

Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè îò ïàðàìåòðîâ γ è ε, êàê ïðàâèëî, ìîíîòîííàÿ, ïðè÷åì ïà-
ðàìåòð γ ãîðàçäî ñèëüíåå âëèÿåò íà ïåðïëåêñèþ, ÷åì ε, ñì. òàáë. 3. Ñ ðîñòîì γ ïåðïëåê-
ñèÿ óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê êîìïîíåíòà øóìà áëèçêà ê óíèãðàììíîé ìîäåëè äîêóìåíòà,
πdw ≈ ndw/nd, êîòîðàÿ íàèáîëåå òî÷íî ïðåäñêàçûâàåò âåðîÿòíîñòè ñëîâ p(w | d), îäíàêî
íå ÿâëÿåòñÿ òåìàòè÷åñêîé. Ñ ðîñòîì ε ïåðïëåêñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê êàê êîìïîíåíòà ôî-
íà áëèçêà ê óíèãðàììíîé ìîäåëè êîëëåêöèè, πw ≈ nw/n, êîòîðàÿ õóæå ïðåäñêàçûâàåò
âåðîÿòíîñòè ñëîâ p(w | d), ÷åì òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Îöåíêè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
øóìà p̂ø = ν/n è ôîíà p̂ô = ν ′/n òàêæå çàâèñÿò îò γ è ε ìîíîòîííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ γ è ε äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ïî âíåøíèì êðèòåðèÿì
êà÷åñòâà òîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðïëåêñèè è àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè øóìà îò
÷èñëà èòåðàöèé ïðè γ = 0,0, 0,001, 0,3 è ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè÷åíèè γ îò γ0 = 0,001
äî γ1 = 0,3 íà ïåðâûõ i1 = 20 èòåðàöèÿõ:

γ = γ0 +
(γ1 − γ0)i2

i2 + (i1 − i)2
.

Ýâðèñòèêà ïîñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè øóìà ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü
íåìíîãî ëó÷øåãî çíà÷åíèÿ ïåðïëåêñèè. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî øóìîâàÿ êîìïî-
íåíòà ñëèøêîì àãðåññèâíî îòáèðàåò ñëîâà íà ïåðâûõ æå èòåðàöèÿõ, êîãäà òåìàòè÷åñêàÿ
êîìïîíåíòà åùå íå óñïåëà ñîéòèñü.

Ðàçðåæèâàþùèé EM-àëãîðèòì. Ãèïîòåçà ðàçðåæåííîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîë-
ëåêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ äèñêðåòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ϕwt = p(w | t) è θtd = p(t | d), â êîòî-
ðûõ ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî âåðîÿòíîñòåé ðàâíû íóëþ. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
òàêæå è ðàçðåæåííîñòü ðàñïðåäåëåíèé Hdwt = p(t | d, w). Îáíóëåíèå çíà÷èòåëüíîé äîëè
âåðîÿòíîñòåé ϕwt è θtd ïîçâîëÿåò óñêîðèòü EM-àëãîðèòì è õðàíèòü òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
â áîëåå ñæàòîì âèäå, îòêðûâàÿ âîçìîæíîñòè äëÿ îáðàáîòêè î÷åíü áîëüøèõ êîëëåêöèé.

Ìîäåëü PLSA íå îïòèìèçèðóåò ñòðóêòóðó ðàçðåæåííîñòè ðàñïðåäåëåíèé è òðåáóåò
çàäàâàòü åå ÷åðåç íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕwt è θtd ìîãóò â õîäå
èòåðàöèé ñàìè ñîáîé ïðèáëèæàòüñÿ ê íóëþ, íî, êàê ïðàâèëî, èõ äîëÿ íåäîñòàòî÷íà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âûèãðûøà â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Ìîäåëü LDA òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé � àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå çà-
ïðåùàþò âåðîÿòíîñòÿì ϕwt è θtd è ãèïåðïàðàìåòðàì βw è αt ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ.
Ïðè ñòðåìëåíèè ãèïåðïàðàìåòðîâ ê íóëþ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ïîðîæäàþò âåêòîðû
ϕt è θd, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íî íèêîãäà íå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ñãëà-
æåííûå îöåíêè (14) è (13), èñïîëüçóåìûå â LDA, ìåíåå ðàçðåæåíû, ÷åì íåñìåùåííûå
÷àñòîòíûå îöåíêè (9) è (10), èñïîëüçóåìûå â PLSA.

Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ðàçðåæèâàíèþ LDA òðåáóþò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ è óñëîæíåíèÿ EM-àëãîðèòìà. Â [10] ïðåäëàãàåòñÿ õðàíèòü íå ñàìè çíà÷åíèÿ ϕwt è θtd,
à òîëüêî èõ ðàçíîñòè ñ ôîíîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Â [24] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ
òåìà îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå íà ïîäìíîæåñòâå ñëîâ, çàäàííîì áèíàðíûìè
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ïåðåìåííûìè bwt èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè. Ñãëàæåííîñòü è ðàçðåæåííîñòü ðåãóëèðó-
åòñÿ íåçàâèñèìî ïàðàìåòðàìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå è ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè. Íåäî-
ñòàòêîì äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ,
êîòîðûå óñëîæíÿþò îáó÷åíèå. Â [14] ââîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïñåâäî-Äèðèõëå, êîòîðîå
ñòðîèòñÿ ïóòåì ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå è èìååò îãðà-
íè÷åííóþ ïëîòíîñòü, â òî âðåìÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå íå îãðàíè÷åíî â ñëó÷àå α < 1,
÷òî è ïðèâîäèò ê çàïðåòó íóëåâûõ çíà÷åíèé ϕwt è θtd.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè ïðèíóäèòåëüíîãî ðàçðåæèâàíèÿ,
êîãäà â êîíöå êàæäîé èòåðàöèè (ïîëíîãî ïðîõîäà âñåé êîëëåêöèè D) îáíóëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîå êîëè÷åñòâî íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ϕwt è θtd. Ýâðèñòèêà ðàçðåæèâàíèÿ íå ñîâìåñòèìà
ñî ñãëàæèâàíèåì è ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê PLSA, ò. å. ïðè βw = 0, αt = 0.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî îäíîâðåìåííîå îáíóëåíèå áîëåå 50%
ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñèëüíûì ñòðåññîì äëÿ ìîäåëè è ìîæåò âûçûâàòü ðàñõîäè-
ìîñòü EM-àëãîðèòìà. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ðàçðåæèâàòü ìàòðèöû Φ è Θ ïîñòåïåííî,
ïðèäåðæèâàÿñü îäíîé èç ñëåäóþùèõ ñòðàòåãèé.

Ïðîñòàÿ ñòðàòåãèÿ: â êàæäîì èç ðàñïðåäåëåíèé ϕt, θd îáíóëÿåòñÿ çàäàííàÿ äîëÿ r
íàèìåíüøèõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé. Ïîñëå îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà ðàñ-
ïðåäåëåíèé. ×èñëî îáíóëÿåìûõ çíà÷åíèé ñîêðàùàåòñÿ îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè, ïîñêîëüêó
äîëÿ áåðåòñÿ îò ÷èñëà íåíóëåâûõ çíà÷åíèé. Îáíóëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäà â ðàñïðåäåëå-
íèè îñòàåòñÿ br−1c íåíóëåâûõ çíà÷åíèé. Íåäîñòàòêîì ýòîé ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå
ê âûðàâíèâàíèþ äîëè íåíóëåâûõ çíà÷åíèé âî âñåõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
äîâîëüíî ñòðàííûì îãðàíè÷åíèåì.

Ñëîæíàÿ ñòðàòåãèÿ óñòðàíÿåò ýòîò íåäîñòàòîê. Â êàæäîì èç ðàñïðåäåëåíèé ϕt, θd
îáíóëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé, òàê, ÷òîáû îíî íå ïðåâûøàëî r|W |
è r|T | ñîîòâåòñòâåííî, è ñóììà îáíóëÿåìûõ çíà÷åíèé íå ïðåâûøàëà çàäàííîãî ïîðîãà Rϕ

èëè Rθ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ϕt èëè θd ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàçðåæèâàíèÿ âêëþ÷àþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ èòåðàöèè i0, ÷òîáû â ðàñïðåäåëåíèÿõ ïðàâèëüíî
âûäåëèëèñü ìàëûå âåðîÿòíîñòè, è äåëàþòñÿ íå íà êàæäîé èòåðàöèè, ÷òîáû ìîäåëü óñïåâà-
ëà âîññòàíîâèòü àäåêâàòíîñòü. Â ýêñïåðèìåíòàõ ðàçðåæèâàíèÿ âêëþ÷àëèñü íà èòåðàöèÿõ
ñ íîìåðàìè i = i0 + kδ, k = 1, 2, . . . , ãäå i0 è δ � ïàðàìåòðû ñòðàòåãèè ðàçðåæèâàíèÿ.
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Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè è àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè øóìà îò ÷èñëà èòåðàöèé ïðè
γ = 0.0, 0.001, 0.3 è ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè÷åíèè γ îò 0.001 äî 0.3 íà ïåðâûõ 20 èòåðàöèÿõ.
Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû: αt = 0.5, βw = 0.01, ε = 0.01, |T | = 100.
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Ðàçðåæèâàíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáíóëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(t | d, w), òîãäà òåðìèí w
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íåòåìàòè÷åñêèé äëÿ äîêóìåíòà d. Ïîýòîìó ðàçðåæèâàíèå ïðèìåíÿ-
åòñÿ ñîâìåñòíî ñ ðîáàñòíîé ìîäåëüþ (15), ëèáî ñ óïðîùåííîé ðîáàñòíîé ìîäåëüþ (19).

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6�8.
Ïðè ñîâìåùåíèè óïðîùåííîé ðîáàñòíîé ìîäåëè, ñòîõàñòè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà è ðàç-

ðåæèâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ïåðïëåêñèÿ è îäíîâðåìåííî íàèáîëüøàÿ ðàçðåæåí-
íîñòü ìàòðèöû Φ � äî 99,4% äëÿ RuDis è 99,6% äëÿ NIPS (ñì. ðèñ. 6).

Â ðîáàñòíûõ àëãîðèòìàõ ñ øóìîì è ôîíîì ðàçðåæèâàíèå ïî÷òè íå âëèÿåò íà ïåðïëåê-
ñèþ è ïîçâîëÿåò äîñòèãàòü ñîïîñòàâèìîé ðàçðåæåííîñòè (ñì. ðèñ. 7).

Ïîä ¾àãðåññèâíûì¿ ðàçðåæèâàíèåì ïîíèìàåòñÿ óìåíüøåíèå δ äî 1 èëè óìåíüøåíèå
i0 äî 1 èëè ïðèìåíåíèå ñëîæíîé ñòðàòåãèè, êîãäà äîëÿ îáíóëÿåìûõ çíà÷åíèé íå óìåíü-
øàåòñÿ ñ èòåðàöèÿìè. Ïðè àãðåññèâíîì ðàçðåæèâàíèè èëè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòîõàñòè-
÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà âîçìîæíî ðàçðåæèâàíèå ðàñïðåäåëåíèé ϕt äî 99%. Ïðè ÷èñëå òåì
T = 100 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé òåðìèí â ñðåäíåì îòíîñèòñÿ òîëüêî ê îäíîé òåìå.

Ïðè íåäîñòàòî÷íîì àïðèîðíîì óðîâíå øóìà γ = 0,01 àãðåññèâíîå ðàçðåæèâàíèå ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ðàñõîäèìîñòè EM-àëãîðèòìà (ðèñ. 8). Òîíêèå êðèâûå áåç òî÷åê, ïðîõîäÿùèå
÷óòü íèæå êðèâûõ êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè, ñîîòâåòñòâóþò ïåðïëåêñèè íà îáó÷àþùåé âû-
áîðêå. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñõîäèìîñòü âîçíèêàåò ñèíõðîííî íà êîíòðîëå è îáó÷åíèè,
ïðè÷åì íà îáó÷åíèè ðàñõîäèìîñòü äàæå áîëåå çàìåòíà è ìîæåò áûòü ëåãêî îáíàðóæåíà
âî âðåìÿ èòåðàöèé EM-àëãîðèòìà.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ óïðîùåííîé ðîáàñòíîé ìîäåëüþ ðàñõîäèìîñòü íå íàáëþäàëàñü.

Î äèëåììå ¾ñãëàæèâàíèå�ðàçðåæèâàíèå¿

Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ýâðèñòèê òîëüêî ñãëàæèâàíèå è ðàçðåæèâàíèå ÿâëÿþòñÿ âçàèì-
íî èñêëþ÷àþùèìè. Â çàäà÷àõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ èì ñîîòâåòñòâóþò äâà àëüòåðíàòèâíûõ
ïîäõîäà ê ïîíèæåíèþ ðàçìåðíîñòè � îòáîð ïðèçíàêîâ è ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ðàçðåæèâàíèå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îòáîðà ïðèçíàêîâ, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
íå âñå ïðèçíàêè íåñóò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ. Ñãëàæèâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåãóëÿ-
ðèçàöèè, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ïðèçíàêè ïîëåçíû è îòáðàñûâàòü
èõ íåëüçÿ, íî íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü èõ ñòåïåíè ñâîáîäû.

Â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðåîáëàäàþò ìåòîäû
ðåãóëÿðèçàöèè. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîíèæå-
íèþ ðàçìåðíîñòè çàñëóæèâàåò íå ìåíüøåãî âíèìàíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçðåæèâàíèå îñîáåííî
ýôôåêòèâíî â ñî÷åòàíèè ñ ðîáàñòíûìè òåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.

Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàì, ïðîâåäåííûì â [5], LDA îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøèå
çíà÷åíèÿ êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè, ÷åì PLSA. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè êëàññèôèêàöèè
è ðåãðåññèè îòñþäà áûë ñäåëàí ñòàíäàðòíûé âûâîä, ÷òî ìîäåëü PLSA èìååò ñëèøêîì
ìíîãî ïàðàìåòðîâ θtd, ϕwt, è ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà íèõ âîçíèêàåò ïåðåîáó÷åíèå.
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äîëæíà ñîêðàùàòü ýôôåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü è óìåíüøàòü
ïåðåîáó÷åíèå. Îäíàêî áîëåå òùàòåëüíîå ñðàâíåíèå PLSA è LDA ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ Äèðèõëå â òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ èãðàåò ñîâñåì äðóãóþ ðîëü.
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Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè (◦) è ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö Φ (4) è Θ (4) îò ÷èñëà èòå-
ðàöèé äëÿ ðàöèîíàëüíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ
ðàçðåæèâàíèÿ, îáîçíà÷àåìûõ i0:δ:r, th:Rθ, ph:Rϕ. ×èñëî òåì |T | = 100
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè (◦) è ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö Φ (4) è Θ (4) îò ÷èñëà èòå-
ðàöèé äëÿ ðàöèîíàëüíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî ðîáàñòíîãî EM-àëãîðèòìà ñ ïàðàìåòðàìè ðî-
áàñòíîñòè γ = 0.3, ε = 0.01 è ïàðàìåòðàìè ðàçðåæèâàíèÿ i0:δ:r, th:Rθ, ph:Rϕ. ×èñëî òåì
|T | = 100
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Ðèñ. 8: Çàâèñèìîñòü ïåðïëåêñèè (◦) è ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö Φ (4) è Θ (4) îò ÷èñëà èòå-
ðàöèé äëÿ ðàöèîíàëüíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî ðîáàñòíîãî EM-àëãîðèòìà ïðè ìàëîé àïðè-
îðíîé âåðîÿòíîñòè øóìà γ = 0.01, ε = 0.01, ñ ïàðàìåòðàìè ðàçðåæèâàíèÿ i0:δ:r, th:Rθ,
ph:Rϕ. ×èñëî òåì |T | = 100
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ Äèðèõëå ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ ÷àñòîòíûõ îöåíîê óñëîâíûõ âåðîÿò-
íîñòåé (13)�(14), ÷òî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì LDA îò PLSA.
Â ýêñïåðèìåíòàõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ αt è βw îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêèìè ê íóëþ [23]. Äëÿ áîëüøèíñòâà òåì â äîêóìåíòàõ αt � ntd; äëÿ áîëüøèíñòâà òåð-
ìèíîâ â òåìàõ βw � nwt. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ϕwt è θtd â PLSA è LDA çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî äëÿ òåì, î÷åíü ðåäêèõ â äîêóìåíòå, è òåðìèíîâ, î÷åíü ðåäêèõ â òåìå. Îíè íå íåñóò
ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé èíôîðìàöèè î òåìàòèêå. Èõ ñëåäîâàëî áû ïðîèãíîðèðîâàòü, êàê
øóì, íî âìåñòî ýòîãî LDA, íàîáîðîò, ïîâûøàåò îöåíêó èõ âåðîÿòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî LDA ñîêðàùàåò ýôôåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïà-
ðàìåòðîâ [5], çâó÷èò íåóáåäèòåëüíî. PLSA è LDA îöåíèâàþò ïàðàìåòðû ϕwt è θtd ïî îäíèì
è òåì æå ôîðìóëàì (13)�(14). Áîëåå òîãî, â LDA ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãèïåðïàðàìåò-
ðû αt, βw, êîòîðûå òàêæå ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü [23].

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî LDA ãîðàçäî ìåíüøå ïåðåîáó÷àåòñÿ [5], íå âûäåðæèâàåò àêêó-
ðàòíîé ïåðåïðîâåðêè. Êà÷åñòâî òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèíÿòî ñðàâíèâàòü ïî êîíòðîëü-
íîé ïåðïëåêñèè, êîòîðàÿ ìîæåò ðåçêî ïîâûøàòüñÿ ïðè ïîÿâëåíèè â êîíòðîëüíûõ äîêóìåí-
òàõ ðåäêèõ òåðìèíîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò âåðîÿòíîñòü p(w | d), áëèçêóþ
ê íóëþ. Â PLSA ýòà âåðîÿòíîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé íóëþ, òîãäà ïåðïëåêñèÿ ôîð-
ìàëüíî áóäåò ðàâíà +∞. Ýòî âûãëÿäèò êàê ïåðåîáó÷åíèå, îäíàêî ïî ñóòè èì íå ÿâëÿåòñÿ,
òàê êàê íåáîëüøóþ äîëþ ðåäêèõ òåðìèíîâ âïîëíå äîïóñòèìî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåòå-
ìàòè÷åñêèé øóì. Â LDA âåðîÿòíîñòè ðåäêèõ òåðìèíîâ íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ áëàãîäàðÿ
ñãëàæåííûì îöåíêàì ϕwt è θtd. Ìîäåëü LDA áîëåå òîëåðàíòíà ê íåòåìàòè÷åñêèì òåðìè-
íàì, íî îíà íå âûäåëÿåò èõ â ÿâíîì âèäå, êàê ýòî äåëàåò ðîáàñòíàÿ ìîäåëü èëè SWB.

Åñëè èç êîíòðîëüíûõ äîêóìåíòîâ óáðàòü íîâûå òåðìèíû, òî êîíòðîëüíûå ïåðïëåê-
ñèè PLSA è LDA ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò [1]. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ [16, 26, 15], òàêæå
ïîäòâåðæäàþò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ êîëëåêöèé íåò ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé â êà÷åñòâå ìîäå-
ëåé PLSA è LDA. Ðåàëüíûå êîëëåêöèè íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìîé äëÿ îáåèõ ìîäåëåé. Çíà÷èìûå îòëè÷èÿ êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè PLSA è LDA
â ðàííèõ ýêñïåðèìåíòàõ [5], ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû òåì, ÷òî äëÿ íèõ èñïîëüçîâàëèñü ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ. Â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçî-
âàëñÿ îäèí è òîò æå àëãîðèòì îáó÷åíèÿ äëÿ ìîäåëåé PLSA è LDA, îòëè÷àâøèéñÿ òîëüêî
ñãëàæåííûìè îöåíêàìè â LDA. Ñðàâíèâàòü ïîðîæäàþùèå ìîäåëè ïðè ñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷íûõ ìåòîäàõ èõ îáó÷åíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîððåêòíî.

Òàêèì îáðàçîì, ðîëü àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé Äèðèõëå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñêðîì-
íîé � ýòî íå ñîêðàùåíèå ðàçìåðíîñòè è íå óìåíüøåíèå ïåðåîáó÷åíèÿ, à âñåãî ëèøü áîëåå
òîëåðàíòíîå îöåíèâàíèå ðåäêèõ òåðìèíîâ, íåçíà÷èìûõ äëÿ âûÿâëåíèÿ òåìàòèêè. Â òî æå
âðåìÿ, ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîðîæäàåò ñâîè ïðîáëåìû. Îíà ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçå ðàçðåæåí-
íîñòè è ââîäèò ãèïåðïàðàìåòðû αt è βw, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü. Ïðè ïîÿâëåíèè
äîêóìåíòîâ ñ íîâûìè òåðìèíàìè w íå ÿñíî, êàê èíèöèàëèçèðîâàòü βw. Ñãëàæåííûå îöåí-
êè ÿâëÿþòñÿ ñìåùåííûìè, â îòëè÷èå îò îöåíîê ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàí øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà áàçå îáîáùåííîãî
EM-àëãîðèòìà è ýâðèñòèê ñãëàæèâàíèÿ, ñýìïëèðîâàíèÿ, ÷àñòîãî îáíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ,
ðîáàñòíîñòè è ðàçðåæèâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñî÷åòàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ.

Â ýêñïåðèìåíòàõ íà äâóõ òåêñòîâûõ êîëëåêöèÿõ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûâîäû.
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1. Ðîáàñòíûå àëãîðèòìû ñ ðàçðåæèâàíèåì ÿâëÿþòñÿ ëó÷øèìè ïî êðèòåðèþ êîíòðîëü-
íîé ïåðïëåêñèè è íå òðåáóåò ââåäåíèÿ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé Äèðèõëå. Ýâðèñòèêà
ñãëàæèâàíèÿ äëÿ íèõ îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íîé.

2. Êîíòðîëüíàÿ ïåðïëåêñèÿ LDA ëó÷øå, ÷åì ó PLSA íå ïîòîìó, ÷òî PLSA ïåðåîáó-
÷àåòñÿ, à ïîòîìó, ÷òî LDA çàâûøàåò îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðåäêèõ ñëîâ. Ïðè êîððåêòíîì
ñðàâíåíèè íà áîëüøèõ êîëëåêöèÿõ ïåðïëåêñèè PLSA è LDA ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ.

3. Ïðèíóäèòåëüíîå ðàçðåæèâàíèå â ðîáàñòíûõ ìîäåëÿõ PLSA ïîçâîëÿåò îáíóëÿòü äî
99% ïàðàìåòðîâ áåç óõóäøåíèÿ êîíòðîëüíîé ïåðïëåêñèè.

4. Óïðîùåííàÿ ðîáàñòíàÿ ìîäåëü ñ ðàçðåæèâàíèåì, â îòëè÷èå îò ìîäåëè SWB, ÷åòêî
âûäåëÿåò â äîêóìåíòàõ íåòåìàòè÷åñêèå òåðìèíû, íå òðåáóåò õðàíåíèÿ ïàðàìåòðîâ πdw,
íå òðåáóåò çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ γ è ε, è ïî÷òè íå óâåëè÷èâàåò îáúåì âû÷èñëåíèé.

5. Íàðÿäó ñ ñýìïëèðîâàíèåì Ãèááñà âîçìîæíû è äðóãèå ñòðàòåãèè ðàçðåæèâàíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé p(t | d, w), â ÷àñòíîñòè, ñýìïëèðîâàíèå íåáîëüøîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà s òåì
è ïîñòåïåííîå ðàçðåæèâàíèå ïóòåì îáíóëåíèÿ íåáîëüøîé äîëè íàèìåíüøèõ âåðîÿòíîñòåé.

6. Íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîëëåêöèÿõ (106 òåðìèíîâ è áîëåå) îáó÷àþùàÿ è êîíòðîëü-
íàÿ ïåðïëåêñèÿ âåäóò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâî è ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì êà÷åñòâåííûì
âûâîäàì. Òàêèì îáðàçîì, íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü êîíòðîëüíóþ ïåðïëåêñèþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò �11-07-00480) è ïðîãðàììû ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòî-
äû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòàì çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ñïî-
ñîáñòâîâàâøèå óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ.
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ÑÏáÃÝÒÓ ¾ËÝÒÈ¿

Ðàññìîòðåíû ìåòîäû àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñïèðîãðàôè÷åñêèõ ïåòåëü â óñëîâèÿõ èñêóñ-
ñòâåííîé âåíòèëÿöèè ëåãêèõ. Ïðîâåäåí àíàëèç ðàçëè÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïåòåëü
¾îáúåì-äàâëåíèå¿, ïîëó÷åííûõ ïî ñèãíàòóðå äâóìåðíûõ êðèâûõ. Ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè
ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà ñïèðîãðàìì äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ âåíòèëÿöèè ëåã-
êèõ è ðàííåé äèàãíîñòèêè ïàòîëîãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èñêóññòâåííàÿ âåíòèëÿöèÿ ëåãêèõ, ñïèðîãðàôè÷åñêàÿ ïåòëÿ, ïåòëÿ
¾îáúåì-äàâëåíèå¿, àíàëèç ôîðìû, ñèãíàòóðà ïåòëè.

Automatic analysis of form of spirographic loops on their
signatures∗

Manilo L.A., Nemirko A.P., Salamonova I. S.
SPbETU ¡¡LETI¿¿

The analysis of various numerical characteristics of loops “volume-pressure” obtained from a
signature of two-dimensional curves is carried out. Possibilities of application of the dynamic
analysis of spirograms for an assessment of parameters of ventilation of lungs and early diag-
nostics of pathologies are shown. Methods of the automatic analysis of loops in the conditions
of mechanical ventilation are considered.

Keywords: anapnotherapy, spirographic loop, pressure-volume loop, shape analysis, loop signa-
ture.

Ââåäåíèå

Êîíòðîëü ñîñòîÿíèÿ ïàöèåíòà â ðåæèìå èñêóññòâåííîé âåíòèëÿöèè ëåãêèõ (ÈÂË) îñíîâàí íà
äèíàìè÷åñêîé îöåíêå ðÿäà ñïèðîãðàôè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâ-
íîñòü ãàçîîáìåíà. Ê íèì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿò òàêèå ïàðàìåòðû âåíòèëÿöèè, êàê æèçíåííàÿ
åìêîñòü ëåãêèõ, ñîïðîòèâëåíèå äûõàòåëüíûõ ïóòåé, ðàñòÿæèìîñòü ëåãêèõ. Â cîâðåìåííûõ àïïà-
ðàòàõ ÈÂË, îáåñïå÷èâàþùèõ ôóíêöèþ ¾ïðîòåçèðîâàíèÿ äûõàíèÿ¿, òðåáóåòñÿ òàêæå ðåàëèçàöèÿ
äèàãíîñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèõ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ îáíàðóæèâàòü ðàçâèòèå ñîñòîÿíèé,
óãðîæàþùèõ æèçíè ïàöèåíòà. Ê òàêèì îïàñíûì ñîñòîÿíèÿì ìîæíî îòíåñòè, íàïðèìåð, îòåê ëåã-
êèõ, îáñòðóêòèâíûå íàðóøåíèÿ â áðîíõîëåãî÷íîé ñèñòåìå ïàöèåíòà [1, 2].

Ðàííÿÿ äèàãíîñòèêà ïàòîëîãèé îðãàíîâ äûõàíèÿ âîçìîæíà ëèøü â õîäå íåïðåðûâíîãî êîí-
òðîëÿ çà ñîñòîÿíèåì ïàöèåíòà. Îíà îñíîâàíà íà àâòîìàòè÷åñêîì àíàëèçå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
âíåøíåãî äûõàíèÿ, à òàêæå îáíàðóæåíèè ñóùåñòâåííûõ îòêëîíåíèé â çàäàííûõ ðåæèìàõ ÈÂË.
Òàêîé àíàëèç ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî ñïèðîãðàôè÷åñêèì êðèâûì, âêëþ÷àþùèì êàê ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè (äàâëåíèå, ïîòîê è îáúåì), òàê è äâóìåðíûå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ïåòåëü
¾îáúåì�äàâëåíèå¿ (ÎÄ) è ¾ïîòîê�îáúåì¿ (ÏÎ). Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ àâòîìàòè÷åñêîìó àíà-
ëèçó ñïèðîãðàìì ïðè ÈÂË, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåíòèëÿöèè ëåã-

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ãîñóäàðñòâåííûé
êîíòðàêò � 16.522.12.2016, è ÐÔÔÈ, ïðîåêòû �12-01-00583, �13-01-00540.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.
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Ðèñ. 1: Ìîäåëüíàÿ ïåòëÿ ¾îáúåì�äàâëåíèå¿

êèõ ïî ñêàëÿðíûì êðèâûì, îäíàêî ïåòëè ïðèâëåêàþòñÿ òîëüêî äëÿ âèçóàëüíîãî ïîÿñíåíèÿ èçìå-
íåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â õîäå ìîíèòîðèðîâàíèÿ ïàöèåíòîâ [3, 4, 5]. Â òî æå âðåìÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî
ýòîò âèä ñïèðîãðàìì ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ çàäà÷ ìîíèòîðèíãà â
ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ ðåñïèðàòîðíîé ïîääåðæêè [1].

Äàííîå èññëåäîâàíèå íàïðàâëåíî íà ðàçðàáîòêó íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ íåïðåðûâíî-
ãî êîíòðîëÿ ôóíêöèé âíåøíåãî äûõàíèÿ ïðè ÈÂË ïî ñïèðîãðàôè÷åñêèì ïåòëÿì, â ÷àñòíîñòè,
ïî ïåòëÿì ÎÄ. Íîâèçíà ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùåñòâåí-
íûõ îòêëîíåíèé â çàäàííûõ ðåæèìàõ ÈÂË äâóìåðíûõ êðèâûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä ê
àâòîìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ïåòåëü äûõàíèÿ ïîçâîëèò áîëåå òî÷íî ðåãóëèðîâàòü ïàðàìåòðû âåí-
òèëÿöèè è ñâîåâðåìåííî äèàãíîñòèðîâàòü ðàçâèòèå ïàòîëîãèé. Â çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ âõîäèëî
ôîðìèðîâàíèå íàáîðà ïðèçíàêîâ, îòðàæàþùèõ îñîáåííîñòè èçìåíåíèÿ ôîðìû ðåãèñòðèðóåìûõ
ïåòåëü ÎÄ, à òàêæå îöåíêà âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñèãíàòóðû äëÿ îáíàðóæåíèÿ îòêëîíåíèé,
âûçâàííûõ ðàçâèòèåì ïàòîëîãèé îðãàíîâ äûõàíèÿ.

Ïåòëè ¾îáúåì-äàâëåíèå¿

Ïåòëÿ ÎÄ ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêîé ôîðìîé îïèñàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè äûõàòåëü-
íîãî îáúåìà V îò äàâëåíèÿ P â êîíòóðå ñèñòåìû äûõàíèÿ. Â õîäå ðåãèñòðàöèè êðèâûõ ïåòëÿ
îáðàçóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè êàæäîãî äûõàòåëüíîãî öèêëà. Îíà îäíîâðåìåííî îòðàæàåò âëèÿíèå
äâóõ ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: ðàñòÿæèìîñòè ëåãêèõ C (Compliance) è ñîïðîòèâëåíèÿ äûõà-
òåëüíûõ ïóòåé R (Resistance) [1, 2]. Òèïè÷íàÿ êðèâàÿ ÎÄ ïðè ÈÂË ñ óïðàâëÿåìûì îáúåìîì äëÿ
îäíîãî äûõàòåëüíîãî öèêëà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Òî÷êà A ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó âäîõà (êîíöó
âûäîõà), òî÷êà B � êîíöó âäîõà (íà÷àëó âûäîõà), à âåëè÷èíà VT ïîêàçûâàåò äûõàòåëüíûé îáúåì
ëåãêèõ. Ââèäó òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò çàïàçäûâàíèå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû îáúåìà V îòíîñèòåëüíî
äàâëåíèÿ P, ãðàôèê èìååò âèä ïåòëè ãèñòåðåçèñà. Íèæíÿÿ âåòâü ïåòëè ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé äûõà-
íèÿ ïî ðàñòÿæåíèþ ýëàñòè÷íûõ òêàíåé ëåãêèõ âî âðåìÿ âäîõà, à âåðõíÿÿ � ñ ðàáîòîé äûõàíèÿ ïî
ïðåîäîëåíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé íà âûäîõå. Ïîñêîëüêó äàâëåíèå â êîíöå âûäîõà
äîëæíî ïîääåðæèâàòüñÿ íà çàäàííîì óðîâíå, êðèâàÿ äûõàíèÿ ñìåùåíà âäîëü îñè äàâëåíèÿ P
íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó PEEP (Positive End-Expiratory Pressure). Ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå
õàðàêòåðíûå òî÷êè êðèâîé (A, B), çàäàåò íàïðàâëåíèå îñíîâíîé îñè ïåòëè. Íàêëîí îñè, ðàâíûé
óãëó α, õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó äèíàìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè äûõàòåëüíîé ñèñòåìû C = tgα, à
øèðèíà ïåòëè r � âåëè÷èíó ñîïðîòèâëåíèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé R. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ îò îñè
ïåòëè äî åå âîñõîäÿùåé è íèñõîäÿùåé âåòâåé (íà ðèñ. 1 óêàçàíî ñòðåëêàìè) îòðàæàþò èíñïèðàòîð-
íîå Ri è ýêñïèðàòîðíîå Re ñîïðîòèâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå ãîðèçîíòàëüíîé ïðîòÿæåííîñòè
ïåòëè r ñ èçìåíåíèåì âåëè÷èíû ñîïðîòèâëåíèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé ñâÿçàí äðóãîé èíòåãðàëüíûé
ïàðàìåòð � ïëîùàäü ïåòëè Se â ôàçå âûäîõà (íà ðèñ. 1 îòìå÷åíî øòðèõîâêîé).

Íàáëþäåíèå çà äèíàìèêîé ôîðìû ïåòëè, ïîëîæåíèåì êðèâîé íà ïëîñêîñòè, óãëîì íàêëîíà
α è øèðèíîé ïåòëè r ïîçâîëÿåò êîñâåííî ñóäèòü îá èçìåíåíèÿõ îñíîâíûõ ñïèðîìåòðè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé C è R, îïèñûâàþùèõ ðàáîòó äûõàíèÿ ïàöèåíòà [1, 2]. Íà ðèñ. 2 â êà÷åñòâå ïðèìåðà
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Ðèñ. 2: Ïðèìåð ñïèðîãðàìì ïàöèåíòîâ â ðåæèìå èñêóññòâåííîé âåíòèëÿöèè ëåãêèõ

èçîáðàæåíû äâå ñïèðîãðàììû ïàöèåíòîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûå â óñëîâèÿõ êëèíèêè, äëÿ ñëó÷à-
åâ íîðìû (ðèñ. 2, à) è íàëè÷èÿ îñòðîãî ðåñïèðàòîðíîãî äèñòðåññ-ñèíäðîìà � ÎÐÄÑ (ðèñ. 2,
á). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïàòîëîãèè èçìåíÿþòñÿ ôîðìà, ðàçìåðû ïåòëè, ðàñïîëîæåíèå åå
íà ïëîñêîñòè. Íà êðèâîé ÎÄ íàáëþäàåòñÿ îòêëîíåíèå ïåòëè ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè (ñíèæàåòñÿ
ðàñòÿæèìîñòü ëåãêèõ C) è ðàñøèðåíèå åå âäîëü îñè äàâëåíèÿ (ïîâûøàåòñÿ ñîïðîòèâëåíèå äûõà-
òåëüíûõ ïóòåé R).

Àíàëèç ôîðìû ïåòåëü ïî èõ ñèãíàòóðàì

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ôîðìû ïåòåëü. Îíè îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè
öåïíûõ êîäîâ, àïïðîêñèìàöèè ôèãóð ïîëèíîìàìè ðàçíûõ ñòåïåíåé, îïèñàíèè ãðàíèö íàáîðîì
÷èñëîâûõ ïðèçíàêîâ (ïëîùàäü, äëèíà, íàïðàâëåíèå ãëàâíûõ îñåé çàìêíóòîé ôèãóðû è ò. ä.),
ïðåäñòàâëåíèè äâóìåðíûõ êðèâûõ â âèäå ñèãíàòóð [6]. Ïðåèìóùåñòâîì ñèãíàòóð ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî îïèñàíèå äâóìåðíûõ ïåòåëü ñâîäèòñÿ ê áîëåå ïðîñòûì îäíîìåðíûì ôóíêöèÿì. Â äàííîé
ðàáîòå èñïîëüçîâàí ïîñëåäíèé ïîäõîä.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ñèãíàòóðû ïåòëè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè çàâèñèìîñòè ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò öåíòðîèäà ïåòëè äî ãðàíèö êðèâîé â âèäå ôóíêöèè óãëà θ ñ ïðèìåíåíèåì ðàâíîìåðíîé
äèñêðåòèçàöèè ïî óãëó (âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ∆θ = 1◦). Àíàëèç èçìåíåíèé ôîðìû ïåòåëü ïî ñèã-
íàòóðå ïðåäïîëàãàåò íåçàâèñèìîñòü ñòðîÿùèõñÿ ôóíêöèé îò ïîâîðîòà è ðàçìåðà ïåòåëü. Ïåðâîå
óñëîâèå äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè îòñ÷åòà ñèãíàòóðû. Â êà÷åñòâå
òàêîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü òî÷êó íà÷àëà äûõàòåëüíîãî öèêëà (òî÷êà A, ðèñ. 1). Òîãäà ìîæ-
íî ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå ôîðìû ïåòåëü ïî ñêàëÿðíûì êðèâûì (ñèãíàòóðå), ïîñêîëüêó îíè áóäóò
ñèíõðîíèçèðîâàíû ñ ôàçàìè äûõàòåëüíîãî öèêëà. Èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè ê ðàçìåðó ïåòëè
îáåñïå÷èâàåòñÿ íîðìèðîâêîé îòñ÷åòîâ ñèãíàòóðû ïî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ èëè äèàïàçîíó
èçìåíåíèÿ åå îðäèíàò.

Èñïîëüçóÿ öèôðîâîå èçîáðàæåíèå ïåòëè, à òàêæå ôóíêöèþ ñèãíàòóðû, ìîæíî âû÷èñëèòü ðÿä
ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ôîðìó è ðàñïîëîæåíèå ïåòëè íà ïëîñêîñòè, ïðîâåñòè ñðàâíèòåëü-
íûé àíàëèç ñïèðîãðàììû, ðåãèñòðèðóåìîé â õîäå íàáëþäåíèÿ, è îïîðíîé ïåòëè. Â êà÷åñòâå îïîð-
íûõ ïåòåëü íåîáõîäèìî âûáðàòü òå, êîòîðûå îòðàæàþò óñòàíîâëåííûé âðà÷îì ðåæèì âåíòèëÿöèè
ëåãêèõ. Â ïðîöåññå íåïðåðûâíîãî êîíòðîëÿ îïîðíûå êðèâûå ìîãóò ïåðèîäè÷åñêè îáíîâëÿòüñÿ, ÷òî
ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ êîððåêòèðîâêè çàäàâàåìûõ âðà÷îì ïàðàìåòðîâ âåíòèëÿöèè.

Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà ïåòåëü ¾îáúåì-äàâëåíèå¿ ïî
èõ ñèãíàòóðàì

Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà ïåòåëü ÎÄ è ðàñïîçíàâàíèÿ ïàòîëîãè÷åñêèõ îòêëîíåíèé â
ðåæèìå âåíòèëÿöèè ëåãêèõ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå ïåòåëü ¾îáúåì-äàâëåíèå¿ â ñëó÷àå ñíèæåíèÿ âåëè÷èíû Compliance
(∆σ = 0, 08; ∆α = −15◦;∆r = 0, 05; ∆Se = 0, 03)

Âíà÷àëå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íîðìèðîâêó êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé (V è P) ñ òåì, ÷òî-
áû, âî-ïåðâûõ, ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, è, âî-âòîðûõ, ïîëó÷èòü ðàñïîëîæåíèå ïåòåëü
íà ïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì ëèíèè íîðìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ðàñ-
òÿæèìîñòè ëåãêèõ. Êàê èçâåñòíî, ýòà ëèíèÿ äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷åíèþ ðàñòÿ-
æèìîñòè 65 ìë/ñì âîä. ñò. ñîîòâåòñòâîâàë óãîë íàêëîíà α îñè ïåòëè, ðàâíûé 45◦ [2]. Ïîýòîìó
ïðè ïîñòðîåíèè ñèãíàòóðû íàìè èñïîëüçîâàíà íîðìèðîâêà â âèäå Vn = V/V ∗ è Pn = P/P ∗, ãäå
íîðìèðóþùèå âåëè÷èíû V ∗ = 1300 ìë, P ∗ = 20 ñì. âîä. ñò.

Äàëåå âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäóðû îáðàáîòêè íîðìèðîâàííûõ ïåòåëü è ñèãíàòóð, à òàêæå ïðî-
âîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îñîáåííîñòè ôîðìû ñïèðîãðàôè-
÷åñêèõ êðèâûõ. Â êà÷åñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû:

1) íàïðàâëåíèå îñíîâíîé îñè àíàëèçèðóåìîé ïåòëè ÎÄ (tgα) èëè óãëîâîå îòêëîíåíèå îò îñè
îïîðíîãî äûõàòåëüíîãî öèêëà (∆α);

2) âåëè÷èíà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ σk ñïèðîãðàììû;

3) øèðèíà ïåòëè r (èëè îöåíêà ïëîùàäè ïåòëè ÎÄ â ôàçå âûäîõà Se);

4) âûðàæåííîñòü àðòåôàêòîâ La.

Âêëþ÷åíèå ðåæèìà ñëåæåíèÿ çà ñïèðîãðàììîé ïîçâîëÿåò ôèêñèðîâàòü îòêëîíåíèÿ ýòèõ ïðè-
çíàêîâ íà âåëè÷èíó, ïðåâûøàþùóþ íåêîòîðûé çàäàííûé â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè ïîðîã. Êàê
ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, ñðàâíåíèå ïåòåëü öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ïî óñðåäíåííûì êðèâûì,
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ïîëó÷åííûì ïóòåì ñèíõðîííîãî íàêîïëåíèÿ äâóìåðíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíî
ñíèæàåòñÿ âëèÿíèå ïîìåõ íà êà÷åñòâî àíàëèçà.

Íàêëîí îñè ïåòëè tgα ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äèíàìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè ëåãêèõ C = tgα. Åñ-
ëè èçìåðÿòü óãëîâîå îòêëîíåíèå ∆α, òî ìîæíî îöåíèâàòü ñòåïåíü èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
Compliance. Ââåäåíèå ïîðîãà íà âåëè÷èíó ∆α ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü ïàòîëîãè÷åñêèå èçìå-
íåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåçêèì óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì ðàñòÿæèìîñòè ëåãêèõ.

Âåëè÷èíà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ñèãíàòóðû èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè èç-
ìåíåíèÿ ôîðìû ïåòëè îòíîñèòåëüíî îïîðíîé êðèâîé. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå:

σk =

√
1

n

∑
θ

(r∗θ − rkθ)2,

ãäå r∗θ � îòñ÷åòû ñèãíàòóðû îïîðíîé ïåòëè; rkθ � îòñ÷åòû ñèãíàòóðû äëÿ k-ãî ïîðÿäêîâîãî äû-
õàòåëüíîãî öèêëà; θ = 1◦, . . . , 360◦; n � ðàçìåð âûáîðêè (n = 360).

Ôàêòè÷åñêè äàííûé ïàðàìåòð îöåíèâàåò îøèáêó, ñâÿçàííóþ ñ îòêëîíåíèåì â ôîðìå ïåòåëü.
Ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äàííîãî êðèòåðèÿ (σk)

2. Ââåäåíèå ïîðîãà äëÿ
âåëè÷èíû σk ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ â çàäàííûõ ðåæèìàõ ÈÂË.

Ñîïðîòèâëåíèå äûõàòåëüíûõ ïóòåé â íàøåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî îöåíèâàòü îäíèì èç äâóõ ñïî-
ñîáîâ. Ïåðâûé îñíîâàí íà èçìåðåíèè øèðèíû ïåòëè r íà óðîâíå ñåðåäèíû îñåâîé ëèíèè. Âòîðîé
ñïîñîá ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ôèãóðû Se, îãðàíè÷åííîé îñüþ ïåòëè è ÷àñòüþ êðèâîé
â ôàçå âûäîõà. Ó÷èòûâàÿ òðóäíîñòè èíòåðïðåòàöèè èçìåðåííûõ îòêëîíåíèé â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ
ðàçìåðîâ ïåòëè (÷òî ñâÿçàíî, íàïðèìåð, ñ íåîáõîäèìîñòüþ óâåëè÷åíèÿ VT ïðè ÈÂË), â ðàáî-
òå ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ íîðìèðîâêó ïåòåëü ïî ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì
îáúåìà VT è äàâëåíèÿ Pmax îïîðíîé ïåòëè. Â ýòîì ñëó÷àå îïîðíàÿ ïåòëÿ, óñëîâíî ñ÷èòàþùàÿñÿ
¾íîðìîé¿, ðàñïîëàãàåòñÿ ïî ëèíèè íîðìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè, à èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ r è Se ïîäëåæàò ñðàâíåíèþ äàæå ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ âåíòèëÿöèåé
ëåãêèõ.

Ïîêàçàòåëü âûðàæåííîñòè àðòåôàêòîâ ðàññ÷èòûâàëñÿ â âèäå La = L2/S, ãäå L � äëèíà
êîíòóðà ïåòëè, S� ïëîùàäü ïåòëè. Äèíàìè÷åñêàÿ îöåíêà åãî âàæíà äëÿ âûÿâëåíèÿ çíà÷èòåëüíûõ
êîëåáàíèé êîíòóðà ïåòëè, ÷òî ñâÿçàíî ñ âëèÿíèåì ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ (èçìåíåíèå òîíóñà ìûøö
ïàöèåíòà, íàëè÷èå ïðåïÿòñòâèé â äûõàòåëüíîì êîíòóðå).

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìà àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïåòåëü ÎÄ ñ ïðèìå-

íåíèåì ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ôóíêöèÿ signature [7]. Â
êà÷åñòâå âõîäíûõ ñèãíàëîâ èñïîëüçîâàëèñü:

1) ìîäåëüíûå êðèâûå, ïîëó÷åííûå ïóòåì ïåðåâîäà ñïèðîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé â öèôðî-
âóþ ôîðìó (12 çàïèñåé) [2];

2) ñèãíàëû, ïîëó÷åííûå íà àïïàðàòå ÈÂË ïóòåì ìåõàíè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåíåíèé
ðàñòÿæèìîñòè C è ñîïðîòèâëåíèÿ R äûõàòåëüíûõ ïóòåé (23 çàïèñè);

3) ðåàëüíûå çàïèñè ñïèðîãðàìì, çàðåãèñòðèðîâàííûå â óñëîâèÿõ êëèíèêè â ïðîöåññå ðåñïè-
ðàòîðíîé ïîääåðæêè ïàöèåíòîâ (ñïèðîãðàììû 15 ïàöèåíòîâ).

Ðåàëüíûå äàííûå âêëþ÷àëè êàê âûáîðêó çàïèñåé áåç ïàòîëîãèé (5 çàïèñåé), òàê è ñèãíàëû ñ
òÿæåëûìè íàðóøåíèÿìè îðãàíîâ äûõàíèÿ: ÎÐÄÑ (10 çàïèñåé) è îáñòðóêöèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé
(5 çàïèñåé). Ýòè íàðóøåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà
ðàñïîçíàâàíèÿ ïàòîëîãèé.

Ïðîöåññ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé, èñõîäíî ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå áèòîâûõ ìàòðèö, âêëþ÷àë
â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû: ïîëó÷åíèå îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèÿ â âèäå òðàåêòîðèè åäèíè÷íîé òîë-
ùèíû; ïðèâåäåíèå îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèé ê ôàêòè÷åñêîìó ìàñøòàáó, óêàçàííîìó äëÿ èñõîäíûõ
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Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå ïåòåëü ¾îáúåì-äàâëåíèå¿ â ñëó÷àå ñíèæåíèÿ âåëè÷èíû Compliance
(∆σ = 0, 08; ∆α = −15◦;∆r = 0, 05; ∆Se = 0, 03)

ãðàôèêîâ; íàõîæäåíèå óçëîâûõ òî÷åê êðèâûõ; èíòåðïîëÿöèÿ ïåòåëü êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè è
ïîëó÷åíèå ñèãíàëîâ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíîìåðíî äèñêðåòèçîâàííûõ îòñ÷åòîâ. Ïî äâó-
ìåðíûì íîðìàëèçîâàííûì êðèâûì îïðåäåëÿëèñü äâå îïîðíûå òî÷êè (íà÷àëî è êîíåö âäîõà), ïî
êîòîðûì îöåíèâàëñÿ óãîë íàêëîíà ïåòëè α. Äàëåå âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ ñèãíàòóðû è ïî íåé
ïóòåì ñðàâíåíèÿ îäíîìåðíûõ îïèñàíèé äâóõ ïåòåëü (àíàëèçèðóåìîé è îïîðíîé) îïðåäåëÿëèñü
âåëè÷èíû σk è r.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû ðåàëüíûå ïåòëè ÎÄ. Ñëåâà ïðèâåäåíû ñïè-
ðîãðàôè÷åñêèå êðèâûå, ñïðàâà � ñèãíàòóðû ïåòåëü. Íèæíèå êðèâûå ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé
ôîðìå ñïèðîãðàìì è ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè. Âåðõíèå ïåòëè, èìåþùèå ïàòîëîãè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ,
ñðàâíèâàþòñÿ ñ îïîðíûìè.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïåòëè ÎÄ äëÿ ñëó÷àÿ ñíèæåíèÿ âåëè÷èíû Compliance, ÷òî âûçûâàåò
ïîâîðîò ïåòëè âïðàâî. Ýòî èçìåíåíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîãî óðîâíÿ îáú-
åìà äûõàíèÿ (650 ìë) òðåáóåòñÿ áîëüøåå äàâëåíèå. Ïîäîáíûé âèä ïåòåëü ìîæíî íàáëþäàòü íà
ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ÎÐÄÑ. Íàáëþäàåìîå ñíèæåíèå âåëè÷èíû Compliance ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê
ïîñòåïåííî, ïðè ðàçâèòèè ëåãî÷íûõ çàáîëåâàíèé, òàê è âíåçàïíî ïðè îñòðûõ íàðóøåíèÿõ.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ñëó÷àé ðàñøèðåíèÿ ïåòëè ÎÄ, ÷òî âûçâàíî ïîâûøåíèåì ñîïðîòèâëåíèÿ äû-
õàòåëüíûõ ïóòåé íà âûäîõå, ïðè÷åì èíñïèðàòîðíûå ó÷àñòêè äâóõ êðèâûõ àíàëîãè÷íû. Âîçìîæ-
íûìè ïðè÷èíàìè òàêèõ îòêëîíåíèé ìîæåò áûòü ïîÿâëåíèå íàðóøåíèé ïðîõîäèìîñòè (îáñòðóêöèÿ
äûõàòåëüíûõ ïóòåé) [2].

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàòóð àíàëèçèðóåìûõ ïåòåëü ïîêàçûâà-
þò, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñ. 3) íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå ðàñòÿæèìîñòè ëåãêèõ (∆α = −15◦), à
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Ðèñ. 5: Ñðàâíåíèå ïåòåëü ¾îáúåì-äàâëåíèå¿ â ñëó÷àå ïîâûøåíèÿ âåëè÷èíû Resistance
(∆σ = 0, 31; ∆α = 2◦; ∆r = 0, 96; ∆Se = 0, 08)

âî âòîðîì ñëó÷àå (ðèñ. 4) íàêëîí ïåòëè ñîõðàíÿåòñÿ(∆α = 2◦), íî èçìåíÿåòñÿ ôîðìà ïåòëè. ×åì
áîëüøå îòëè÷èÿ â ôîðìå ïåòåëü, òåì áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåò êðèòåðèé ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîãî îòêëîíåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âåëè÷èíà ∆σ = 0, 31 ïðåâûøàåò çíà÷åíèå ïîðîãà, ðàâíîãî 0,2.
Ýòî ñâÿçàíî ñ ðåçêèì ðàñøèðåíèåì ïåòëè (∆r = 0, 96) è óâåëè÷åíèåì åå ïëîùàäè (∆Se = 0, 08).

Ðàñïîçíàâàíèå ýòèõ îïàñíûõ íàðóøåíèé íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ïîëó-
÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ðåçêîå óìåíüøåíèå óãëà íàêëîíà α îñåâîé ëèíèè ïåòëè ÎÄ

(
|∆α| > 12◦

)
ñâèäåòåëüñòâóåò îá óâåëè÷åíèè æåñòêîñòè ëåãêèõ è óêàçûâàåò íà ðàçâèòèå âîçìîæíûõ îñëîæ-
íåíèé (ÎÐÄÑ). Ðåçêîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû σ, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ r, èëè Se, ÷òî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
(

(∆σ > 0, 2)
∧(

(∆r > 0, 4)
∨

(∆Se > 0, 05)
))
,

óêàçûâàåò íà çíà÷èòåëüíîå ðàñøèðåíèå ïåòëè è ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàçâèòèè îáñòðóêöèè äûõà-
òåëüíûõ ïóòåé.

Â ðàáîòå ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì
ïåòåëü ïî ñèãíàòóðå (ðåàëüíûå çàïèñè ñïèðîãðàìì) è îáíàðóæåíèþ çíà÷èìûõ èçìåíåíèé äèíà-
ìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè C è ñîïðîòèâëåíèÿ R äûõàòåëüíûõ ïóòåé (ìîäåëüíûå ñèãíàëû). Ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ñïèðîãðàìì çàäàâàëèñü ðàçíûå çíà÷åíèÿ Compliance è Resistance, ÷òî îáåñïå÷è-
ëî âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ èçìåíåíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà ðåàëüíûõ
çàïèñÿõ ïîêàçàëè, ÷òî âî âñåõ 15 ñëó÷àÿõ áûëè áåçîøèáî÷íî ðàñïîçíàíû íàðóøåíèÿ: ÎÐÄÑ è
îáñòðóêöèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé. Â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ íà ìîäåëüíûõ ñèãíàëàõ (30 èñïûòàíèé)
óäàëîñü áåçîøèáî÷íî ðàñïîçíàòü êðèâûå ñ èçìåíåííîé ôîðìîé ïåòëè ÎÄ, à òàêæå ñ îòêëîíåíèÿìè
â äèíàìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè ëåãêèõ. È òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ èç 30 (6,7%) íå óäàëîñü çàôèê-
ñèðîâàòü îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû ñîïðîòèâëåíèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé. Àíàëèç çàïèñåé ïîêàçàë, ÷òî



ýòè îøèáêè áûëè ñâÿçàíû ñ çàäàíèåì ñëèøêîì ìàëûõ âåëè÷èí óïðàâëÿåìîãî ïîòîêà. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïàðàìåòðîâ ñèãíàòóðû
ïåòåëü äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ äâóõ íàèáîëåå òÿæåëûõ ïàòîëîãèé îðãàíîâ äûõàíèÿ,
à òàêæå êîñâåííîé îöåíêè èçìåíåíèÿ îñíîâíûõ ñïèðîãðàôè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé: Compliance è
Resistance.

Êðîìå òîãî, ïðîâåäåí àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó çàäàííûìè âåëè÷èíàìè R
è âû÷èñëåííûìè îöåíêàìè Resistance: r, re, Se. Çíà÷åíèÿ ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè
k îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî âûñîêèìè äëÿ âñåõ òðåõ ïàðàìåòðîâ (k > 0, 85), îäíàêî íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè k = 0, 91 ïîëó÷åíî äëÿ ïàðàìåòðà r. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
äàííûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì äëÿ êîíòðîëÿ çíà÷èìûõ èçìåíåíèé Resistance ïî
ïåòëÿì ÎÄ. Ïîýòîìó â îêîí÷àòåëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáñòðóêöèè äûõà-
òåëüíûõ ïóòåé âìåñòî óñëîâèé äëÿ r è Se áûëî âêëþ÷åíî òîëüêî îäíî óñëîâèå (∆r > 0, 4).

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñïèðîãðàôè÷åñêèõ ïåòåëü,
ïîçâîëÿþùèå îáíàðóæèâàòü ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ â çàäàííûõ ðåæèìàõ ÈÂË è ðàñïîçíà-
âàòü ðàííèå ôîðìû ðàçâèòèÿ ïàòîëîãèé äûõàòåëüíûõ ïóòåé. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
êîñâåííîé îöåíêè èçìåíåíèé äèíàìè÷åñêîé ðàñòÿæèìîñòè è ñîïðîòèâëåíèÿ äûõàòåëüíûõ ïóòåé
ïî ÷èñëîâûì ïàðàìåòðàì ñèãíàòóðû ïåòåëü.

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñïèðîãðàìì, êîòîðûé ïðåäïîëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü â àïïàðàòàõ ÈÂË äëÿ ðàñøèðåíèÿ èõ äèàãíîñòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé. Êàê
ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ â êëèíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, ïîñòîÿííûé êîíòðîëü çà ôîðìîé êðèâîé ÎÄ,
åå íàêëîíîì è øèðèíîé ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåñïèðàòîðíîé ïîääåðæêè, îñîáåííî
ó ïàöèåíòîâ ñ ðàçâèâàþùåéñÿ ïàòîëîãèåé ëåãêèõ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé
(ÃÒÄ) êàê çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íà îñíîâå îáíàðóæåíèÿ ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíî-
ñòåé â âèáðîñèãíàëå. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû ðÿä ïðèçíàêîâûõ ïðîñòðàíñòâ, âûäåëåíû
íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå èç íèõ, èìåþùèå ëèíåéíóþ ðàçäåëèìîñòü, à èìåííî: èçìåíåíèå
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà, ìàòðèöû çàâèñèìîñòè ïðèðàùå-
íèÿ îò âåëè÷èíû ñèãíàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðîäèàãíîñòèêà, ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíîñòè, ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü, âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà, ïîäøèïíèêè, èíôîðìàòèâíîñòü.

Informative Features for Diagnostics of Bearings by
Detection of Local Inhomogeneities

Chuvilina E.V.
P. A. Solovyev Rybinsk State Aviation Technical University

The task of diagnostics of bearings in a gasturbine engine is seen as a pattern recognition problem
based on the detection of local inhomogeneities in the vibrosignal. A number of features are
proposed and investigated; most informative ones having a linear separability, namely, fractal
dimension, drift vector, and matrix of dependence increments from the signal, are allocated.

Keywords: vibrodiagnostics, local inhomogenities, fractal dimension, vector of drift coefficients,
bearings, informativity.

Ââåäåíèå

Òåõíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÃÒÄ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò íàäåæíîñòü è áåçîïàñíîñòü ëåòà-
òåëüíûõ àïïàðàòîâ. Ïî ìåðå ýêñïëóàòàöèè â äåòàëÿõ äâèãàòåëÿ ìîãóò âîçíèêàòü äåôåêòû.
Âçàèìîäåéñòâèå îòäåëüíûõ óçëîâ ÃÒÄ ïðèâîäèò ê ãåíåðàöèè ñëîæíûõ êîëåáàòåëüíûõ ïðî-
öåññîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü è äèàãíîñòèðîâàòü ñîñòîÿíèå ÃÒÄ ïî âèáðàöèîííûì
ïàðàìåòðàì. Îäíèì èç êðèòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
äâèãàòåëÿ, ÿâëÿþòñÿ ïîäøèïíèêîâûå óçëû, ïîñêîëüêó îíè âîñïðèíèìàþò áîëüøóþ ÷àñòü
ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé, âîçíèêàþùèõ â ðàáîòàþùåì ìåõàíèçìå. Çàäà÷à çà-
äà÷è äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ ÃÒÄ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåøåíà
íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå íàéäåíî. Â ïðîèçâîäñòâå äëÿ ïîëó÷åíèÿ è
èññëåäîâàíèÿ ñèãíàëîâ ïîäøèïíèêîâ èñïîëüçóþòñÿ âèáðîèçìåðèòåëüíûå ïðèáîðû ÈÂÓ-1
è MIC-200 [1], âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ íàáîð àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîå çíà÷åíèå, ýêñöåññ, àñèììåòðèÿ), ðàñïîçíàâàíèå ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêà âûïîëíÿåòñÿ
îïåðàòîðîì ïóòåì ïåðåáîðà ïîëó÷àåìûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðè äèàãíîñòèêå ýòèìè ïðèáî-
ðàìè âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà êîíäèöèîííûé ïîäøèïíèê îòíîñÿò ê ïëîõèì. Âîçíèêàåò
çàäà÷à êëàññèôèöèè, ïðè êîòîðîé íåîáîñíîâàííî ñíÿòûå ïîäøèïíèêè ðàñïîçíàâàëèñü áû

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.
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êàê êîíäèöèîííûå. Ïðàêòè÷åñêè âñå âèáðîàêóñòè÷åñêèå ìåòîäû êîíòðîëÿ îñíîâàíû ëèáî
íà àíàëèçå ñàìîãî ñèãíàëà, ëèáî íà àíàëèçå åãî ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Â ñòàòüå [2]
ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû íà îñíîâå äåêîìïîçèöèè âèáðîñèãíàëà ïî Wavelet-êîýôôèöèåíòàì
è íà îñíîâå ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà, êîòîðûå õîòÿ è ïîìîãàþò óòî÷íèòü ðå-
çóëüòàòû àíàëèçà, íî èìåþò ñêîðåå îáîùàþùèèé, ÷åì ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð. Â ñòàòüå
[3] ïðåäëîæåí ìåòîä õàðàêòåðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèé âûñîêóþ èíôîðìàòèâ-
íîñòü, îäíàêî ÿâëÿþùèéñÿ î÷åíü òðóäîåìêèì è âðåìåçàòðàòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîäøèïíèêîâ ÃÒÄ.

Çàäà÷à äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ ãàçîòóðáèííûõ
äâèãàòåëåé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìåæâàëüíûõ ïîäøèïíè-
êîâ ÃÒÄ (êîíäèöèîííûé, íåêîíäèöèîííûé) ïî îöèôðîâàííîìó âèáðîñèãíàëó, ïîëó÷åííî-
ìó ïðèáîðîì ÈÂÓ-1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âèáðîñèãíàëà â çîíå óçëà ìåæâàëüíîãî ïîäøèïíè-
êà íà íåðàáîòàþùåì äâèãàòåëå ñ ïîìîùüþ øòàíãè âíóòðü âàëà òóðáèíû íèçêîãî äàâëå-
íèÿ (HÄ) óñòàíàâëèâàåòñÿ äàò÷èê, â ïðîöåññå ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ ðîòîðà èçìåðÿþòñÿ
àìïëèòóäû âèáðàöèé.

Ïóñòü T = 0,±1,±2, . . .� áåñêîíå÷íàÿ îñü äèñêðåòíîãî âðåìåíè, T t0+N
t0 = {t ∈ T |t0 666

t < t0 +N}�íåêîòîðûé åå ôðàãìåíò, áûòü ìîæåò, íåîãðàíè÷åííûé ñïðàâà, åñëè N →∞.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ïî íàáëþäàåìîé öèôðîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè St0+N

t0 áèíàð-

íîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñïðàâíîñòè ïîäøèïíèêà St0+N
t0 → {0, 1}. Â íåêîíäèöèîííûõ

ïîäøèïíèêàõ âîçíèêàþò âîçìóùåíèÿ, îòñóòñòâóþùèå â õîðîøèõ: ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ äå-
ôåêòîâ íà êèíåìàòè÷åñêèõ óçëàõ ïîäøèïíèêà, â âèáðîñèãíàëå ïîÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå,
êîðîòêèå àìïëèòóäíûå ïèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòàì ñîóäàðåíèÿ äåôåêòîâ; ñ ðàçâè-
òèåì äåôåêòà óâåëè÷èâàþòñÿ àìïëèòóäû ïèêîâ è èõ êîëè÷åñòâî. Ïî íàëè÷èþ è êîëè÷åñòâó
íåîäíîðîäíîñòåé â âèáðîñèãíàëå, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòàì ïîÿâëåíèÿ äåôåêòîâ, ìîæ-
íî ñôîðìèðîâàòü ïðèçíàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêà. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ
ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó íà îñíîâå îáíàðóæåíèÿ ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé êàê èç-
ìåíåíèé ñâîéñòâ âèáðîñèãíàëà ïîäøèïíèêà.

Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñôîðìóëèðîâàíà
Â.Â. Ìîòòëåì [4] ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàáëþäàåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ St0+N

t0 = (st, t0 666
t < t0 +N) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíÿþùèìñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà c:

c =



c1, t0 6 t < t1;

c2, t1 6 t < t2;

. . .

cG, tG−1 6 t < tG;

cG+1, tG 6 t < t0 +N.

Çíà÷åíèå G = 0 áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåèçìåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà â òå÷å-
íèå âñåãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ c = c1 = const, t0 6 t < t0 + N . Òðåáóåòñÿ, àíàëèçèðóÿ
ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà St0+N

t0 , îïðåäåëèòü ÷èñëî G ìîìåíòîâ ñêà÷êîîáðàçíîãî
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, îöåíèòü ìîìåíòû t1, . . . tG. Ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà c
äëÿ âèáðîñèãíàëà ïîäøèïíèêà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìîìåíòàì âîçíèêíîâåíèÿ äåôåêòîâ.
Íåêîíäèöèîííûì ïîäøèïíèêàì ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ðåçêîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà c è áîëü-
øåå êîëè÷åñòâî G òàêèõ èçìåíåíèé, ÷åì äëÿ êîíäèöèîííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ïî èçìåíåíèþ
ïàðàìåòðà c ìîæíî ñóäèòü î ñîñòîÿíèè ïîäøèïíèêà.



Èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ äëÿ äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ 697

Îáíàðóæåíèå èçìåíåíèé ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èëè êàêîé-ëèáî èíîé âåðîÿò-
íîñòíîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îáíàðóæåíèþ èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ â íåêîòîðîé íîâîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñôîðìèðîâàííîé èç èñõîäíîé
(äèàãíîñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) [5].

Ïî ðåàëèçàöèè St0+N
t0 ñòðîèòñÿ íîâàÿ äèàãíîñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F l−1

0 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ðåàëèçàöèÿ St0+N
t0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêðûâàþùèõñÿ áëîêîâ

äëèíû b. Åñëè íîâûé áëîê íà÷èíàåòñÿ ÷åðåç êàæäûå b/2 îòñ÷åòîâ, òî èõ êîëè÷åñòâî l =
= [2N/b]. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå ó÷àñòêè:

St0+N−1
t0 → [et0+b−1

t0 , e
(t0+3b)/2−1
t0+b/2 , . . . , e

t0+(i+2)b/2−1
t0+ib/2 , . . . , et0+N−1

t0+(l−1)b/2]

Äëÿ êàæäîãî áëîêà e
t0+(i+2)b/2−1
t0+ib/2 ðàññ÷èòûâàåòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèé ïðèçíàê fi. Ïîëó÷àåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F l−1
0 = (fi, 0 6 i 6 l − 1)

Ìîìåíòû ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ äèàãíîñòè÷åñêîãî ïðèçíàêà F áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ìîìåíòàì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà c â èñõîäíîì ïðîöåññå St0+N−1

t0 ñ òî÷íîñòüþ
b/2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé (èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðà c) â èñõîäíîì ïðîöåññå St0+N−1

t0 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îáíàðóæåíèÿ èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ
â F l−1

0 .
Ñîñòîÿíèå îáúåêòà (ïîäøèïíèêà ÃÒÄ) ìîæåò áûòü îïèñàíî ñîâîêóïíîñòüþ îïðåäåëÿþ-

ùèõ åãî ïàðàìåòðîâ (ïðèçíàêîâ). Îäíàêî íå âñå ïðèçíàêè âíîñÿò îäèíàêîâûé âêëàä â ïðè-
íÿòèå ðåøåíèÿ. Âàæíûì ýòàïîì äèàãíîñòèêè è êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ âûáîð íàèáîëåå
èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ: ñèñòåìà ïðèçíàêîâ äîëæíà îáëàäàòü áîëüøîé äèàãíîñòè÷å-
ñêîé öåííîñòüþ [6]. Èñïîëüçîâàíèå íåèíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü
ïðîöåññà äèàãíîñòèêè.

Â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîêàëüíûå ôðàêòàëüíûå ðàç-
ìåðíîñòè, èçìåíåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ëîêàëüíûå ìàòðèöû çàâèñèìîñòè âåëè÷è-
íû ïðèðàùåíèÿ ñèãíàëà îò ñàìîé âåëè÷èíû ñèãíàëà, ëîêàëüíûå âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ
ñíîñà, îöåíèâàåòñÿ èõ èíôîðìàòèâíîñòü. Ïîä ëîêàëüíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ïðèçíàêè
ðàññ÷èòûâàþòñÿ íå íà âñåì ñèãíàëå, à íà áëîêå ñèãíàëà.

Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïðèçíàêîâ íà îñíîâå çàâèñèìîñòè ïðè-
ðàùåíèé îò âåëè÷èíû ñèãíàëà

Îïðåäåëåíèå 1. Â òî÷êå t ïðèðàùåíèå ñèãíàëà� ýòî ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì è ïðåäû-
äóùèì çíà÷åíèÿìè ñèãíàëà: δt = st− st−1, t = 1, . . . , N . Ìíîæåñòâî ïðèðàùåíèé äëÿ òî÷åê
âñåãî ñèãíàëà îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé ñèãíàëà: ∆ = {δ1, . . . , δN}

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âñåãî ñèãíàëà S ðàçáèâàåòñÿ íà n óïîðÿäî÷åííûõ äèàïàçîíîâ,
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèðàùåíèé ðàçáèâàåòñÿ íà m óïîðÿäî÷åííûõ äèàïàçîíîâ.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñèãíàëà:

S̃ = {S̃1, . . . , S̃n}, ãäå ∀p = 1, . . . , n− 1 ∀s ∈ S̃p, s′ ∈ S̃p+1 s < s′

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïðèðàùåíèé ñèãíàëà:

∆̃ = {∆̃1, . . . , ∆̃m}, ãäå ∀q = 1, . . . ,m− 1 ∀δ ∈ ∆̃q, δ
′ ∈ ∆̃q+1 δ < δ′



698 ×óâèëèíà Å.Â.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ n ×m ïàð äèàïàçîíîâ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé è ìíîæåñòâà ïðèðàùåíèé ñèãíàëà íà òðè ðàâíûõ äèàïàçî-
íà: áîëüøèå, ñðåäíèå è ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ.

Âû÷èñëåíèå ìàòðèö çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷èíû ñèã-
íàëà äëÿ áëîêà ñèãíàëà

Äëÿ êàæäîãî áëîêà âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà Hi, ñîäåðæàùàÿ êîëè÷åñòâî òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïàðàì äèàïàçîíîâ. Çàòåì ýòà ìàòðèöà íîðìèðóåòñÿ ïî ñòðîêàì.

Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1: äëÿ i = 0, . . . , l − 1
2: äëÿ p = 1, . . . , n
3: äëÿ q = 1, . . . ,m

4: Ai pq =
∣∣∣{st : st ∈ S̃p, δt ∈ ∆̃q, t = t0 + ib/2, . . . , t0 + (i+ 2)b/2− 1}

∣∣∣
5: Bip =

∣∣∣{st : st ∈ S̃p, t = t0 + ib/2, . . . , t0 + (i+ 2)b/2− 1}
∣∣∣

6: Hi pq = Ai pq/Bip

Âû÷èñëåíèå âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà äëÿ áëîêà ñèãíàëà

Îïðåäåëåíèå 2. Êîýôôèöèåíò ñíîñà äëÿ äèàïàçîíà çíà÷åíèé ñèãíàëà � ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ïðèðàùåíèÿ äëÿ òî÷åê áëîêà, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñèãíàëà ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàòðèâà-
åìîìó äèàïàçîíó. Êîýôôèöèåíòû ñíîñà áëîêà äëÿ êàæäîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé îáðàçóþò
âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî áëîêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà Vi
äëèíû n.

Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1: äëÿ i = 0, . . . , l − 1
2: äëÿ p = 1, . . . , n
3: äëÿ q = 1, . . . ,m

4: Ai pq =
∣∣∣{st : st ∈ S̃p, δt ∈ ∆̃q, t = t0 + ib/2, . . . , t0 + (i+ 2)b/2− 1}

∣∣∣
5: Vi p =

q=m∑
q=1

Ai pq
m

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ áëîêà ñèã-
íàëà

Êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè Ìèíêîâñêîãî [7] r îáû÷íî îïèðà-
þòñÿ íà ñîîòíîøåíèå:

logN(ε) = logϕ− log ε

ãäå Φ - êîíñòàíòà, N(ε) - ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëåòîê ñî ñòîðîíîé ε, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïî-
êðûòèÿ ôðàêòàëà (áëîêà ñèãíàëà). Ãðàôèê çàâèñèìîñòè îò log (N)ε îò log ε - ïðÿìàÿ ñ óã-
ëîâûì êîýôôèöèåíòîì r.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ϕ è r íåîáõîäèìî îöåíèòü N(ε) äëÿ íåñêîëü-
êèõ çíà÷åíèé ε. Åñëè èñïîëüçîâàòü êëåòêè òîëüêî äâóõ ðàçìåðîâ ε1 è ε2, òî íåèçâåñòíûå
ϕ è r ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

log (N)ε1 = logϕ− log ε1

log (N)ε2 = logϕ− log ε2
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Òåì íå ìåíåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû N(ε) ìîãóò áûòü íàéäåíû ëèøü ïðèáëèæåííî, èìå-
åò ñìûñë îöåíèòü N(ε) äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ε. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷èòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà (÷èñëî óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ), êîòî-
ðàÿ ñêîðåå âñåãî íå áóäåò èìåòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ logϕ è
r, ìèíèìèçèðóþùèå ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé.

ÏóñòüNi(ε) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëåòîê ñî ñòîðîíîé ε, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ i-ãî
áëîêà, smax è smin � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ âñåé ðåàëèçàöèè
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçìåðû êëåòîê εk, k = 0, . . . , n, ãäå

ε0 = (smax − smin)/b, εk = 2k(smax − smin)/b, εn < b/3

Äëÿ êàæäîãî εk âû÷èñëÿåòñÿ Ni(εk). Ðàçìåðíîñòü i-ãî áëîêà Ri îöåíèâàåòñÿ êàê êîýô-
ôèöèåíò íàêëîíà ïðÿìîé, îáðàçîâàííîé ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè logNi(ε) îò logε, êîòîðûé
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ôîðìàëüíî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1: äëÿ k = 0, . . . , n : εn < b/3
2: εk = 2k(smax − smin)/b

3: Ni(εk)=CalcSquares(S
t0+(i+2)b/2−1
t0+ib/2 , εk)

4: Ri=RbyMNK({Ni(εk)}, {εk})
Çäåñü ôóíêöèÿ CalcSquares(S

t0+(i+2)b/2−1
t0+ib/2 , εk) âû÷èñëÿåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

êëåòîê ñî ñòîðîíîé εk, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ ó÷àñòêà ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî i-ìó áëîêó, ôóíêöèÿ RbyMNK({Ni(εk)}, {εk}) âû÷èñëÿåò ðàçìåðíîñòü áëîêà ïî ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ïî ôðàê-
òàëüíîé ðàçìåðíîñòè

Èçìåíåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè íà ñîñåäíèõ áëîêàõ ∆Ri = Ri −R(i−1) ñðàâíèâà-
åòñÿ ñ âåëè÷èíîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè íà (i−1)-ì áëîêå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáíàðóæåíà
ëîêàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü, åñëè èçìåíåíèå ðàçìåðíîñòè ïðåâûøàåò R(i−1) áîëåå ÷åì â α
ðàç, ãäå α� çàäàííûé ïîðîã:

∆Ri/R(i−1) > α.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáùåå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé (Inhall), òàê è êî-
ëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðîñòîì (Inhup) èëè óìåíüøåíèåì ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè (Inhdown) � áóäåì íàçûâàòü èõ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè, ñîîò-
âåòñòâåííî.

1: Inhall = 0
2: Inhup = 0
3: Inhdown = 0
4: äëÿ i = 0, . . . , l
5: åñëè ∆Ri/R(i−1) > α òî
6: åñëè Ri > R(i−1) òî
7: Inhdown = Inhdown + 1
8: èíà÷å
9: Inhup = Inhup + 1
10: Inhall = Inhall + 1
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Îöåíèâàþòñÿ èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ Inhall, Inhup, Inhdown äëÿ ðàçíûõ ðàçìåðîâ
áëîêà b è âåëè÷èíû ïîðîãà α. Âûáèðàåòñÿ òà ïàðà, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ
èíôîðìàòèâíîñòü.

Îöåíêà èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ

Äëÿ îöåíêè öåííîñòè ïðåäëàãàåìûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ, ðàññ÷èòûâàåòñÿ èõ
èíôîðìàòèâíîñòü I. Îñíîâíîé êðèòåðèé èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà X
âû÷èñëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ñðåäíåãî ìåæêëàññîâîãî ðàññòîÿíèÿ ê ñðåäíåìó âíóòðèêëàñ-
ñîâîìó [8]:

I(X) =
ρIJ
ρm

ãäå ρm � âíóòðèêëàññîâîå ðàññòîÿíèå (ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè êëàññà m), è
ρIJ � ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàññàìè (ñðåäíåå ìåæäó ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè ðàçíûõ
êëàññîâ). Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ èíôîðìàòèâíîñòè ìîæåò ñëóæèòü êðèòåðèåì èí-
ôîðìàòèâíîñòè, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèçóåò êîìïàêòíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ îäíîãî
êëàññà è óäàëåííîñòü îáúåêòîâ ðàçíûõ êëàññîâ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçóåò-
ñÿ åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå, â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíî ðàâíî

d(xI,k, xJ,l) =

√√√√dimX∑
u=1

(xI,k(u)− xJ,l(u))2,

ãäå dimX �êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ, d(xI,k, xJ,l)� åâ-
êëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
îáúåêòàì k è l êëàññîâ I è J , xI,k(u)� çíà÷åíèå u-ãî ïðèçíàêà k-ãî îáúåêòà êëàññà I.

Âíóòðèêëàññîâîå Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå :

ρm =

2
∑

16k<l6Km

d(xm,k, xm,l)

Km(Km − 1)
,

ãäå Km �êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â êëàññå m.
Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàññàìè:

ρI,J =

KI∑
k=1

KJ∑
l=1

d(xI,k − xJ,l)

KI ·KJ

.

Îòíîøåíèå ñðåäíåãî ìåæêëàññîâîãî Åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ê ñðåäíåìó âíóòðèêëàññîâîìó ðàññòîÿíèþ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå X:

I(X) =

2
∑

16I<J6M
ρI,J

(M − 1)
M∑
m=1

ρm

.

Ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçóåòñÿ âûáîðêà âèáðîñèãíàëîâ ïîäøèïíèêîâ
òðàíñìèññèè ÃÒÄ, ïðåäîñòàâëåííàÿ ¾ÍÏÎ ¾Ñàòóðí¿ [1]. Â íåå âõîäÿò 6 îöèôðîâàííûõ
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âèáðîñèãíàëîâ ïîäøèïíèêîâ: äâà êîíäèöèîííûõ, äâà íåêîíäèöèîííûõ è äâà íåîáîñíî-
âàííî ñíÿòûõ. Ðàçìåð âûáîðêè íåáîëüøîé, íî áûëà íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû
èìåííî íà ýòèõ äàííûõ. ×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëîâ 10 êÃö, äëèíà ðåàëèçàöèé 30000
îòñ÷åòîâ. Âûáîðêà ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà òðè êëàññà: B �íåèñïðàâíûå, C �êîíäèöèîí-
íûå, (ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûå ñ ïîìîùüþ ïðèáîðà ÈÂÓ-1) è N �íåîáîñíîâàííî ñíÿòûå
(êîíäèöèîííûå, íî îøèáî÷íî ðàñïîçíàííûå êàê ïëîõèå ïîäøèïíèêè ïðèáîðîì ÈÂÓ-1).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðè êëàñ-
ñà (C,B,N) èëè äâà êëàññà (C ∪N,B). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáà ñëó÷àÿ.

Êàæäûé âèáðîñèãíàë ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëèíû b. Äëÿ êàæäîãî áëîêà ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ õàðàêòåðèñòèêè:

� ìàòðèöà çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷èíû ñèãíàëà;
� âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà;
� ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü.

Äëÿ ñîñåäíèõ áëîêîâ îöåíèâàþòñÿ:

� åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷èíû ñèãíà-
ëà;

� åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà;
� èçìåíåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè;
� íàëè÷èå ëîêàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ïî ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè è îïðåäåëåíèå îòðè-

öàòåëüíàÿ îíà èëè ïîëîæèòåëüíàÿ.

Äëÿ âñåãî ñèãíàëà îöåíèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äèàãíîñòè÷åñêèå ïðèçíàêè:

� ñðåäíåå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷è-
íû ñèãíàëà;

� ñðåäíåå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà;
� ñðåäíÿÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü;
� ñðåäíåå èçìåíåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè;
� îáùåå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé;
� êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûé íåîäíîðîäíîñòåé;
� êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé.

Ïàðàìåòðû ðàçìåð áëîêà b è ïîðîã äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè α èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèçíàêîâ:

� îáùåå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé;
� êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûé íåîäíîðîäíîñòåé;
� êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé.

Ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè b è α, ðàññ÷èòûâàåòñÿ èíôîðìàòèâ-
íîñòü êàæäîãî èç ïîëó÷àåìûõ ïðèçíàêîâ â îòäåëüíîñòè. Ïàðà (b, α) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðå-
çóëüòàòàì, èìåþùèì íàèáîëüøóþ èíôîðìàòèâíîñòü.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà îò âåëè÷è-
íû ïîðîãà ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ áëîêà. Âèäíî, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëåíüêèõ è ñëèøêîì áîëü-
øèõ ðàçìåðàõ áëîêà èíôîðìàòèâíîñòü ïàäàåò, èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è íà òðåõ êëàññàõ âûøå, ÷åì ïðè ðåøåíèè íà äâóõ êëàññàõ. Íàèáîëüøàÿ èíôîðìà-
òèâíîñòü äîñòèãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà ¾Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íåîäíîðîäíî-
ñòåé¿ ïðè ïàðàìåòðàõ b = 16, α = 0, 03 ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà òðåõ êëàññàõ.

Òîëüêî îò ïîðîãà b çàâèñèò âû÷èñëåíèå ïðèçíàêîâ:

� ñðåäíåå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷è-
íû ñèãíàëà;



702 ×óâèëèíà Å.Â.

(à) Ðàçìåð áëîêà 8 (á) Ðàçìåð áëîêà 16

(â) Ðàçìåð áëîêà 24 (ã) Ðàçìåð áëîêà 32

(ä) Ðàçìåð áëîêà 64

Ðèñ. 1: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ îò âåëè÷èíû ïîðîãà

� ñðåäíåå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà;
� ñðåäíÿÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü;
� ñðåäíåå èçìåíåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè;

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà îò âåëè÷èíû ïîðîãà ïðè ðàçíûõ
ðàçìåðàõ áëîêà (ðèñ. 2) îòðàæàþò, ÷òî íàèáîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà ¾Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà¿ ïðè b =
= 24 ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà òðåõ êëàññàõ I = 2, 267.



Èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ äëÿ äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ 703

Ðèñ. 2: Ãðàôèê èíôîðìàòèâíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà áëîêà b

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà òðåõ êëàññàõ, ïðèçíàêè èìåþò áîëüøóþ èíôîðìàòèâíîñòü.
Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà áëîêà b èçìåíåíèÿ ñãëàæèâàþòñÿ, èõ ñëîæíåå îáíàðóæèòü, óìåíü-
øåíèå ðàçìåðà áëîêà b âûçûâàåò îáíàðóæåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ëîæíûõ íåîäíîðîä-
íîñòåé, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ èíôîðìàòèâíîñòüþ ïðèçíàêîâ.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðèçíàêè, ïîäõîäÿùèå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è:

1) êîëè÷åñòâî ¾îòðèöàòåëüíûõ¿ íåîäíîðîäíîñòåé;
2) îáùåå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé;
3) êîëè÷åñòâî ¾ïîëîæèòåëüíûõ¿ íåîäíîðîäíîñòåé;
4) ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà;
5) ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷èíû ñèãíàëà.

Íàèáîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü I = 2, 708 äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà
¾Êîëè÷åñòâî ¾ïîëîæèòåëüíûõ¿ íåîäíîðîäíîñòåé¿ ïðè ðàçìåðå áëîêà b = 16 è ïîðîãå α =
= 0, 03.

Èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ âèáðîèçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ
ÈÂÓ-1 è MIC-200 ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1: Èíôîðìàòèâíîñòü äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ñèñòåì ÈÂÓ-1 è MIC-200

Èñïîëüçóåìûé âèáðîïðèáîð, ïðèçíàê
Èíôîðìàòèâíîñòü
2 êëàññà 3 êëàññà

ÈÂÓ-1 (ÑÊÎ) 0.692 0.572
MIC-200 (ñïåêòðàëüíûå ïðèçíàêè) 0.519 0.733



Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ äëÿ äèàãíî-
ñòèêè ñîñòîÿíèÿ ïîäøèïíèêîâ ÃÒÄ ïî âèáðîñèãíàëó íà îñíîâå îáíàðóæåíèÿ â íåì ëîêàëü-
íûõ íåîäíîðîäíîñòåé: ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñèãíàëà, ìàòðèöû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû
ïðèðàùåíèÿ îò âåëè÷èíû ñèãíàëà, âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà. Âû÷èñëåíà èõ èíôîð-
ìàòèâíîñòü, îïðåäåëåíû íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ïðèçíàêè� êîëè÷åñòâî ¾ïîëîæèòåëü-
íûõ¿, ¾îòðèöàòåëüíûõ¿, îáùåå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé, ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðà-
ìè êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà, ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàòðèöàìè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ îò âå-
ëè÷èíû ñèãíàëà. Ïðåäëîæåí ìåòîä íàñòðîéêè àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ äèàãíîñòè÷åñêèõ
ïðèçíàêîâ, íàéäåíû îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Èíôîðìàòèâíîñòü
ïðåäëàãàåìûõ ïðèçíàêîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ âûøå, ÷åì èíôîðìàòèâíîñòü ÑÊÎ, ïîëó÷åííîå
ïî ñèãíàëó ñ àíàëîãîâîãî âûõîäà ÈÂÓ-1, è ñïåêòðàëüíûõ ïðèçíàêîâ, îïðåäåëÿåìûå ñ ïî-
ìîùüþ êîìïëåêñà MIC-200 (ÂÄÊ-44), ñëåäîâàòåëüíî, öåëåñîîáðàçíî ðàáîòàòü ñ ïðåäëàãà-
åìûìè ïðèçíàêàìè. Ïîìèìî çàäà÷è äèàãíîñòèêè èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
îáíàðóæåíèÿ ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â ñèãíàëàõ.
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Algebraic-logical correction in recognition problems∗

Djukova E.V.1, Lyubimtseva M.M.2, Prokofjev P.A.3
1,3Dorodnitsyn Computing Centre, Russian Academy of Sciences; 2Faculty of Computational

Mathematics and Cybernatics, Moscow State University

A problem of constructing the correct recognition algorithms based on incorrect elementary
classifiers (EC) is considered. A new type of correct sets of EC is suggested that is called
antimonotonic. A new model of correct recognition algorithms based on antimonotonic correct
sets of EC is constructed. This model is tested on real tasks.

Keywords: recognition algorithm, logical recognition procedure, algebraic-logical correction, el-
ementary classifier, correct elementary classifier, logical corrector, (monotonic) correct set of
elementary classifiers.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì, áàçèðóþùèéñÿ íà
ïðèìåíåíèè àïïàðàòà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè (ëîãè÷åñêèõ è àëãåáðî-ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
àíàëèçà äàííûõ). Âàæíåéøèìè äëÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû
ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ, ò. å. àëãîðèòìîâ, ïðàâèëüíî êëàññè-
ôèöèðóþùèõ îáó÷àþùèå îáúåêòû.

Êëàññè÷åñêèå ëîãè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâàíû íà ïîèñêå â öåëî÷èñ-
ëåííûõ äàííûõ êîíúþíêòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé èëè ýëåìåíòàðíûõ êëàññèôèêàòîðîâ
(ýë.êë.). Â ðåøàþùåì ïðàâèëå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ ïî íàéäåííûì ýë.êë.
Â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííîé èíôîðìàöèè â ðîëè ýë.êë. âûñòóïàþò ýëåìåíòàðíûå êîíúþíê-
öèè, îïðåäåëåííûå íà íàáîðàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè îáúåêòîâ. Ýëå-
ìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè åå èíòåðâàë èñòèííîñòè íå ñîäåðæèò
îïèñàíèé îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ èç ðàçíûõ êëàññîâ. Êîððåêòíîñòü ðàñïîçíàþùåãî àëãî-
ðèòìà îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîñòüþ èñïîëüçóåìûõ ýë.êë. Îñíîâíîé çàäà÷åé ëîãè÷åñêîãî

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �13-01-00787-a è ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÐÔ ÍØ-4652.2012.1.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).



706 Äþêîâà Å.Â., Ëþáèìöåâà Ì.Ì., Ïðîêîôüåâ Ï.À.

àíàëèçà äàííûõ â ðàñïîçíàâàíèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ êîððåêòíûõ
ýë.êë.

Îäíèì èç íîâûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñèí-
òåç êîððåêòíûõ ëîãè÷åñêèõ ðàñïîçíàþùèõ ïðîöåäóð ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäõîäà [1]. Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ âûñòóïàþò
ýë.êë., íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ êîððåêòíûìè, à â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåé ôóíê-
öèè áåðåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ãîëîñîâàíèå âåäåòñÿ ïî íàéäåííûì êîððåêòíûì íàáîðàì
ýë.êë. Îñíîâíîé çàäà÷åé àëãåáðî-ëîãè÷åñêîé êîððåêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê êîððåêòíûõ íàáî-
ðîâ ýë.êë. ñ õîðîøåé ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòüþ.

Èäåÿ àëãåáðî-ëîãè÷åñêîãî ñèíòåçà êîððåêòíûõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ (ëîãè÷åñêèõ
êîððåêòîðîâ) ïðåäëîæåíà â [2]. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
êîððåêòíûõ íàáîðîâ ýëåìåíòàðíûõ êëàññèôèêàòîðîâ ðàâíîñèëüíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïî-
êðûòèé áóëåâîé ìàòðèöû, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Ïîäõîä ðàçâèò â ðàáîòàõ [3] è [4], â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïðàêòè÷åñêîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ëîãè÷åñêèõ êîððåêòîðîâ.

Â [4] íà áàçå ïðîñòåéøèõ ýë.êë., ïîðîæäàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè êîíúþíêöèÿìè ðàíãà 1,
ïîñòðîåí àëãîðèòì ÌÎÍ. Â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåé áóëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ìî-
íîòîííàÿ áóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà ïðè ïîèñêå êîððåêòíûõ íàáîðîâ
ýë.êë. ñ õîðîøåé ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòüþ èñïîëüçîâàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì èç [5].

Â [3] ïîñòðîåí àëãîðèòì LOBAGA, èñïîëüçóþùèé ïðîèçâîëüíûå ýë.êë. â êà÷åñòâå áà-
çèñíûõ îïåðàòîðîâ. Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ àëãîðèòì ðàáîòàåò èòåðàòèâíî. Íà êàæäîé èòå-
ðàöèè ñòðîèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîððåêòíûé íàáîð ýë.êë. ñ õîðîøåé ðàñïîçíàþùåé
ñïîñîáíîñòüþ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì áàçèñîì. Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîãî ëîêàëü-
íîãî áàçèñà ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì èç [5] èùóòñÿ êîððåêòíûå íàáîðû ýë.êë. Êàæäî-
ìó êîððåêòíîìó íàáîðó ýë.êë. ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ, õàðàêòåðèçóþùèé åãî ðàñïîçíàþùóþ
ñïîñîáíîñòü. Íàéäåííûå êîððåêòíûå íàáîðû ýë.êë. ïîïîëíÿþò ñåìåéñòâî íàáîðîâ ýë.êë.,
ïîñòðîåííîå íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ. Èòåðàöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ êëàññèôèêàöèåé îáó÷à-
þùèõ îáúåêòîâ ïóòåì ãîëîñîâàíèÿ ïî âñåì íàéäåííûì ê äàííîìó ìîìåíòó êîððåêòíûì
íàáîðàì ýë.êë. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå âåñà êàæäîãî îáó÷àþùåãî îáúåêòà,
õàðàêòåðèçóþùåãî òèïè÷íîñòü îáúåêòà äëÿ ñâîåãî êëàññà. ×èñëî èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàìåòðîì àëãîðèòìà.

Â äàííîé ðàáîòå ââåäåíî ïîíÿòèå àíòèìîíîòîííîãî êîððåêòíîãî íàáîðà ýë.êë. Ïî àíà-
ëîãèè ñ ëîãè÷åñêèì êîððåêòîðîì ÌÎÍ èç [4], èñïîëüçóþùèì ìîíîòîííûå êîððåêòíûå
íàáîðû ýë.êë., ïîñòðîåí ëîãè÷åñêèé êîððåêòîð ÀÌÎÍ, èñïîëüçóþùèé àíòèìîíîòîííûå
êîððåêòíûå íàáîðû ýë.êë. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ÌÎÍ, ÀÌÎÍ
è LOBAGA íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Òåñòèðóåìûå ëîãè÷åñêèå êîððåêòîðû ñðàâíèâàëèñü ñ ðÿ-
äîì ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ èç ñèñòåìû [6].

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì c íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàñ-
ñàìè K1, ..., Kl, ñèñòåìîé ïðèçíàêîâ {x1, . . . , xn} è íàáîðîì îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ
{S1, . . . , Sm}.

Ïóñòü îáúåêò S èìååò îïèñàíèå (s1, . . . , sn) â ñèñòåìå ïðèçíàêîâ {x1, . . . , xn} è ïóñòü
H � íàáîð èç r ðàçëè÷íûõ ïðèçíàêîâ {xj1 , . . . , xjr}. Òîãäà âåêòîð (sj1 , . . . , sjr) íàçûâàåòñÿ
ïîäîïèñàíèåì îáúåêòà S ïî íàáîðó ïðèçíàêîâ H è îáîçíà÷àåòñÿ (S,H).
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Ïóñòü äàëåå σ = (σ1, . . . , σr) � íàáîð, â êîòîðîì σq � äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà
xjq èç H. Ïàðà (H, σ) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì êëàññèôèêàòîðîì (ýë. êë.). ×èñëî r
íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ýë. êë. (H, σ).

Áëèçîñòü îáúåêòà S è ýë.êë. (H, σ) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

B(H,σ)(S) =

{
1, åñëè (S,H) = σ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü U = {(H1, σ1), . . . , (Hd, σd)} � íàáîð ýë.êë. Äëÿ îáúåêòà S ÷åðåç ωU(S) îáîçíà-
÷àåòñÿ âåêòîð

(B(H1,σ1)(S), . . . , B(Hd,σd)(S)),

íàçûâàåìûé îòêëèêîì íàáîðà ýë.êë. U íà îáúåêòå S.
Ïóñòü T � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ (ïîäâûáîðêà). Íàáîð ýë.êë.

U íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì äëÿ êëàññà K (K ∈ {K1, . . . , Kl}) îòíîñèòåëüíî ïîäâûáîðêè
T , åñëè ñóùåñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ FK(t1, . . . , td), òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû îáó÷àþùèõ
îáúåêòîâ Si ∈ T ∩K è Sj ∈ T \K âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ

FK(ωU(Si)) > FK(ωU(Sj), (1)

FK(ωU(Si)) < FK(ωU(Sj). (2)

Êîððåêòíûé äëÿ K íàáîð U íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ
ôóíêöèÿ FK , äëÿ êîòîðîé âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ (1). Êîððåêòíûé äëÿ K íàáîð U íàçûâà-
åòñÿ àíòèìîíîòîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ FK , äëÿ êîòîðîé âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ (2).

Àëãîðèòìû ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA

Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA îáó÷àþùèå îáúåêòû äåëÿòñÿ
íà áàçîâóþ ïîäâûáîðêó T0 è íàñòðîå÷íóþ ïîäâûáîðêó T1. Áàçîâàÿ âûáîðêà èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ íàáîð ýë.êë., íàñòðîå÷íàÿ âûáîðêà � äëÿ îöåíêè ðàñïîçíàþ-
ùåé ñïîñîáíîñòè íàáîðîâ. Äëÿ êàæäîãî êëàññà K ∈ {K1, . . . , Kl} ôîðìèðóåòñÿ ñåìåéñòâî
WK , ñîñòîÿùåå èç êîððåêòíûõ äëÿ K îòíîñèòåëüíî T0 íàáîðîâ ýë.êë. ñ õîðîøåé ðàñïîçíà-
þùåé ñïîñîáíîñòüþ.

Àëãîðèòì ÌÎÍ. Àëãîðèòì ïðè îáó÷åíèè ñòðîèò ñåìåéñòâî WK èç ìîíîòîííûõ êîð-
ðåêòíûõ äëÿ K íàáîðîâ ýë.êë.

Îïðåäåëÿåòñÿ áëèçîñòü îáúåêòà S ê îáó÷àþùåìó îáúåêòó Si ïî íàáîðó ýë.êë. U =
= {(H1, σ1), . . . , (Hd, σd)}

δU (S, Si) =

{
1, B(Hj ,σj)(S) > B(Hj ,σj)(Si), j ∈ {1, . . . , d},
0, èíà÷å.

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

Γ′K(U, S) =
1

|K ∩ T0|
∑

Si∈K∩T0

δU(S, Si)

õàðàêòåðèçóåò íàñêîëüêî îáúåêò S áëèçîê ê êëàññó K.
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Ðàñïîçíàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êîððåêòíîãî äëÿ K íàáîðà ýë.êë. U îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

τ ′K (U) =
1

|T1 ∩K|
∑

Si∈T1∩K

Γ′K(U, Si)−
1

|T1 \K|
∑

S′∈T1\K

Γ′K(U, Si).

Ïóñòü U1 � ìíîæåñòâî âñåõ ýë.êë. ðàíãà 1, ïîðîæäàåìûõ îáó÷àþùèìè îáúåêòàìè, è
ïóñòü L′K � áóëåâà ìàòðèöà, ñòðîÿùàÿñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû
L′K ñîîòâåòñòâóåò ïàðà îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ (Si, Sj) èç T0, Si ∈ K, Sj 6∈ K, êàæäîìó ñòîëá-
öó � ýë.êë. (H, σ) èç U1. Ýëåìåíò ìàòðèöû L′K , ðàñïîëîæåííûé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè
(Si, Sj) è ñòîëáöà (H, σ), ðàâåí

B(H,σ)(Si) ∧ ¬B(H,σ)(Sj).

×åðåç J(U) îáîçíà÷èì íàáîð ñòîëáöîâ ìàòðèöû L′K , ïîðîæäåííûé ýë.êë. èç U . Íàáîðó
ñòîëáöîâ J(U) ìàòðèöû L′K ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ τ ′K(U).

Íàáîð ñòîëáöîâ J(U) íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì áóëåâîé ìàòðèöû L, åñëè â ïîäìàòðèöå,
ñîñòàâëåííîé èç ñòîëáöîâ J(U) íåò íóëåâîé ñòðîêè.

Óòâåðæäåíèå 1 ([2]). Íàáîð ýë.êë. U ⊆ U1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì êîððåêòíûì äëÿ êëàñ-
ñà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð ñòîëáöîâ J(U) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìàòðèöû L′K .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ äëÿ K íàáîðîâ ýë.êë. ñâîäèòñÿ â çà-
äà÷å ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèé ìàòðèöû L′K ñ âåñàìè, áëèçêèìè ê ìàêñèìàëüíûì. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì èç [5]. Íåîáõîäèìîå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ WK ÷èñëî
ïîêðûòèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îáó÷åíèÿ.

Ðåçóëüòàòîì îáó÷åíèÿ àëãîðèòìà ÌÎÍ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîñòðîåííûõ ñåìåéñòâ
íàáîðîâ ýë.êë. WK1 , . . . ,WKl .

Ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáúåêò S îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöè-
îíàëà

Γ′(WK , S) =
1

|WK |
∑
U∈WK

Γ′K(U, S),

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå Γ′(WK , S) ìàêñèìàëü-
íî, ïðîèñõîäèò îòêàç îò ðàñïîçíàâàíèÿ.

Àëãîðèòì ÀÌÎÍ. Àëãîðèòì ïðè îáó÷åíèè ñòðîèò WK èç àíòèìîíîòîííûõ êîððåêò-
íûõ äëÿ K íàáîðîâ ýë.êë.

Äëÿ îöåíêè áëèçîñòè îáúåêòà S ê êëàññó K âìåñòî Γ′K(U, S) èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë

Γ′′K(U, S) =
1

|K \ T0|
∑

Si∈K\T0

(1− δU(S, Si)).

Ôóíêöèîíàë äëÿ îöåíêè ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòè íàáîðà U è îöåíêà çà îòíåñåíèå
îáúåêòà S â êëàññó K ïî ñåìåéñòâó WK ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî τ ′K(U) è Γ′(WK , S), è ñîîò-
âåòñòâåííî èìåþò âèä

τ ′′K (U) = 1
|T1∩K|

∑
Si∈T1∩K Γ′′K(U, Si)− 1

|T1\K|
∑

S′∈T1\K Γ′′K(U, Si),

Γ′′(WK , S) = 1
|WK |

∑
U∈WK

Γ′′K(U, S).

Äëÿ ïîèñêà àíòèìîíîòîííûõ êîððåêòíûõ äëÿ K íàáîðîâ ñòðîèòñÿ áóëåâà ìàòðèöà L′′K .
Êàæäîé ñòðîêå L′′K ñîîòâåòñòâóåò ïàðà îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ (Si, Sj) èç T0, òàêèõ ÷òî Si ∈
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K, Sj 6∈ K, êàæäîìó ñòîëáöó � ýë.êë. (H, σ) ∈ U1. Ýëåìåíò ìàòðèöû L′′K , íàõîäÿùèéñÿ â
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè (Si, Sj) è ñòîëáöà (H, σ), ðàâåí

¬B(H,σ)(Si) ∧B(H,σ)(Sj).

Óòâåðæäåíèå 2. Íàáîð ýë.êë. U ⊆ U1 ÿâëÿåòñÿ àíòèìîíîòîííûì êîððåêòíûì äëÿ êëàñ-
ñà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð ñòîëáöîâ J(U) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìàòðèöû L′′K .

Ïîêðûòèþ J(U) ìàòðèöû L′′K ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ τ ′′K(U). Äëÿ ïîèñêà ïîêðûòèé ñ âåñîì,
áëèçêèì ê ìàêñèìàëüíîìó, òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [5].

Àëãîðèòì LOBAGA. Àëãîðèòì ïîäðîáíî îïèñàí â [3]. Ñòðîÿùèåñÿ êîððåêòíûå íà-
áîðû â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ ÌÎÍ è ÀÌÎÍ ñîñòîÿò èç ýë.êë. ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà.

Ïðè èíèöèàëèçàöèè áåðóòñÿ ïóñòûå ñåìåéñòâà WK1 , . . . ,WKl è êàæäîìó îáó÷àþùåìó
îáúåêòó ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ, ðàâíûé 1/m. Â õîäå ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé âåñà îáúåêòîâ
ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ, è ðåçóëüòèðóþùèé âåñ îáó÷àþùåãî îáúåêòà õàðàêòåðèçóåò òèïè÷íîñòü
îáúåêòà äëÿ êëàññà, ê êîòîðîìó îí ïðèíàäëåæèò.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ êëàññ K, è ôîðìèðóåòñÿ ëî-
êàëüíûé áàçèñ UK � äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîððåêòíûé äëÿK íàáîð ýë.êë. ñ õîðîøåé ðàñïî-
çíàþùåé ñïîñîáíîñòüþ. Â ðàìêàõ ëîêàëüíîãî áàçèñà UK ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì èùåòñÿ
ñåìåñòâî êîððåêòíûõ íàáîðîâ ýë.êë. ñ ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòüþ, áëèçêîé ê ìàêñèìàëü-
íîé. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòè êîððåêòíûõ íàáîðîâ ýë.êë. ó÷èòûâàþòñÿ
âåñà îáúåêòîâ. Êàæäûé íàéäåííûé êîððåêòíûé íàáîð ýë.êë. U äîáàâëÿåòñÿ ñ âåñîì αU â
ñåìåéñòâî WK . Âåñ αU õàðàêòåðèçóåò ðàñïîçíàþùóþ ñïîñîáíîñòü U . Ïî íàéäåííûì ê íà-
ñòîÿùåìó ìîìåíòó êîððåêòíûì íàáîðàì ýë.êë. âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè çà îòíåñåíèå êàæäîãî
îáó÷àþùåãî îáúåêòà ê ñâîåìó êëàññó. Íà îñíîâàíèè îöåíîê ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ âåñà îáúåê-
òîâ. ×èñëî èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îáó÷åíèÿ.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA

Àëãîðèòìû ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA ïðîòåñòèðîâàíû íà 24 ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èç îá-
ëàñòè ìåäèöèíû, ñîáðàííûõ â îòäåëå Ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ è ìåòîäîâ
êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà ÂÖ ÐÀÍ [6], à òàêæå ïðåäñòàâëåííûõ â ðåïîçèòîðèè UCI. Õàðàê-
òåðèñòèêè çàäà÷ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïî ìåòîäó 10-fold cross-validation. Â òàáë. 2 äëÿ êàæäîãî
àëãîðèòìà óêàçàíà âåëè÷èíà

R =
1

10

10∑
t=1

qt,

ãäå qt � ïðîöåíò ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ îáúåêòîâ ïðè òåñòèðîâàíèè ñ íîìåðîì t.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïîçíàþùèõ àëãîðèòìîâ A1 è A2 íà òåñòîâîé çàäà÷å Z ïîëó÷å-

íû ñîîòâåòñòâåííî ðåçóëüòàòû R1 è R2. Îïðåäåëèì, ÷òî àëãîðèòì A1 íà òåñòîâîé çàäà÷å
Z ïîêàçàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì àëãîðèòì A2, åñëè R1 − R2 > 3%. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî àëãîðèòìû A1 è A2 íà òåñòîâîé çàäà÷å Z ïîêàçàëè ñðàâíèìûå ðåçóëüòàòû, åñëè |R1−
−R2| < 3%.

Ïðè òåñòèðîâàíèè ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA íà çàäà÷àõ ñ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûìè
äàííûìè (çàäà÷è 1�6, 15�24) ïðåäâàðèòåëüíî îñóùåñòâëÿëàñü êîððåêòíàÿ ïåðåêîäèðîâêà
ìåòîäîì èç [7].

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ÌÎÍ è ÀÌÎÍ íà öåëî-
÷èñëåííûõ çàäà÷àõ ñ ïðåäñòàâëåííûìè â [8] ðåçóëüòàòàìè òåñòèðîâàíèÿ äðóãèõ àëãîðèò-
ìîâ. Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà äëÿ ÌÎÍ ïðèâåäåíû â òàáë. 3, à äëÿ ÀÌÎÍ � â òàáëèöå 4. Â
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Òàáëèöà 1: Õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷

� Çàäà÷à m n l Îáúåêòîâ â êëàññàõ Òèï äàííûõ

1 botwinimmuno 60 69 2 48/12 real

2 botwinSt 196 17 2 23/173 real

3 dorovski 33 12 2 16/17 real

4 ech_r 71 8 2 48/23 real

5 eco_l 144 7 4 76/33/24/11 real

6 Hepatit 155 19 2 32/123 real

7 input 344 9 2 218/126 int

8 manelis1 145 35 2 38/107 int

9 manelis2 107 35 2 35/72 int

10 manelis3 73 35 2 38/35 int

11 manelis4 110 35 2 38/72 int

12 matchak2 132 24 2 30/102 int

13 matchak3 269 24 2 51/218 int

14 matchak4 269 21 2 51/218 int

15 oil 114 5 3 60/15/39 real

16 patomorfoz 77 7 2 47/30 real

17 SARComa 80 18 2 40/40 real

18 sigapur 58 15 2 11/47 real

19 surv 77 8 2 52/25 real

20 botwinklbl 196 9 2 23/173 real

21 echu 131 9 2 89/42 real

22 heartUni 270 13 2 120/150 real

23 stupenexper 61 18 2 39/22 real

24 wineUni 178 13 3 59/71/48 real

òàáë. 5 óêàçàíî ÷èñëî çàäà÷, íà êîòîðûõ àëãîðèòìû ÌÎÍ è ÀÌÎÍ ñïðàâèëèñü ëó÷øå
(õóæå/ñðàâíèìî), ÷åì äðóãèå àëãîðèòìû.

Çíà÷åíèÿ 1, 0 èëè −1 â òàáë. 4 (òàáë. 3) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî íà çàäà÷å àëãîðèòì
ÌÎÍ (ÀÌÎÍ) ðàáîòàåò ñîîòâåòñòâåííî ëó÷øå, ñðàâíèìî èëè õóæå ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì
óêàçàííûì àëãîðèòìîì.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àëãîðèòìîâ â òàáë. 3, 4 è 5 ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ:

1) ËÄÔ � ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà,

2) ÀÂÎ � àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îöåíîê,

3) ÃÌ � àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ äåðåâüåâ ãåíåòè÷åñêèì ìåòîä,

4) ÍÑ � íåéðîííàÿ ñåòü,

5) ÌÁÐÄ � ìåòîä áèíàðíîãî ðåøàþùåãî äåðåâà,

6) ÌÁÑ � ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

7) ÃÒÒ � ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ãîëîñîâàíèÿ ïî òóïèêîâûì òåñòàì,

8) Ñ5.0 � àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ äåðåâüåâ,

9) C5.0 boost � C5.0 ñ èñïîëüçîâàíèåì áóñòèíãà,

10) C5.0 prun � C5.0 ñ èñïîëüçîâàíèåì îòñå÷åíèÿ,

11) AGI.Bias, AGI.La.sum � àëãîðèòìû èç [8],

12) LAD Tree � áóñòèíã íàä ðåøàþùèìè äåðåâüÿìè,

13) Random Forest � áàããèíã íàä ðåøàþùèìè äåðåâüÿìè,
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Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA

Çàäà÷à ÌÎÍ ÀÌÎÍ LOBAGA

botwinimmuno 65,63% 68,75% 69,32%

botwinSt 48,72% 45,24% 47,54%

dorovski 46,32% 58,64% 57,32%

ech_r 56,88% 54,89% 57,21%

eco_l 46,35% 47,14% 46,74%

Hepatit 66,53% 72,43% 73,89%

input 98,06% 98,46% 98.03%

manelis1 75,59% 75,50% 76,45%

manelis2 61,79% 64,60% 66,39%

manelis3 75,41% 81,02% 80,44%

manelis4 75,88% 79,90% 80,35%

matchak2 63,73% 62,06% 64,05%

matchak3 57,62% 55,24% 56,75%

matchak4 54,39% 55,47% 55,98%

oil 60,60% 51,28% 62,46%

patomorfoz 70,89% 76,35% 75,40%

SARComa 47,50% 50,00% 50,00%

sigapur 50,00% 50,00% 50,03%

surv 47,58% 56,38% 57,67%

botwinklbl 50,00% 50,00% 50,24%

echu 75,96% 74,77% 78,65%

heartUni 75,42% 74,58% 75,76%

stupenexper 58,22% 64,04% 62,09%

wineUni 57,97% 59,53% 60,48%

14) Simple CART � àíàëîã àëãîðèòìà CART ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ äåðåâüåâ,

15) Simple CART prun � Simple CART ñ èñïîëüçîâàíèåì îòñå÷åíèÿ,

16) J48 � àíàëîã C4.5.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ ÌÎÍ, ÀÌÎÍ è LOBAGA ïîêàçàëî:

1) ðåçóëüòàòû ÀÌÎÍ íà òðåòè òåñòîâûõ çàäà÷ ëó÷øå, ÷åì ðåçóëüòàòû ÌÎÍ, è ïî÷òè
íà âñåõ îñòàëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ ðåçóëüòàòû ÌÎÍ è ÀÌÎÍ ñðàâíèìû;

2) àëãîðèòì LOBAGA, áëàãîäàðÿ ñëîæíûì êîíñòðóêòèâíûì îñîáåííîñòÿì, íà âñåõ çà-
äà÷àõ ëèáî ñðàâíèì ñ äàþùèì ëó÷øèå ðåçóëüòàòû àëãîðèòìîì, ëèáî ðàáîòàåò ëó÷øå ÌÎÍ
è ÀÌÎÍ. Ïðè ýòîì ñòðîÿùèåñÿ êîððåêòîðû LOBAGA ñîñòîÿò èç íàáîðîâ ñî çíà÷èòåëüíî
ìåíüøèì ÷èñëîì ýë.êë. ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðîÿùèìèñÿ êîððåêòîðàìè ÌÎÍ è ÀÌÎÍ.

Òàê êàê íà îäíèõ çàäà÷àõ õîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò êîððåêòîð ÌÎÍ, à íà äðóãèõ �
êîððåêòîð ÀÌÎÍ, è êîððåêòîð LOBAGA ïîçâîëÿåò ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýë.êë. äîñòè÷ü
ñðàâíèìûõ ðåçóëüòàòîâ, òî ïî-âèäèìîìó, öåëåñîîáðàçíî ìîäèôèöèðîâàòü ñõåìó ïîñòðîå-
íèÿ êîððåêòîðà LOBAGA òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ñåìåéñòâà êîððåêòíûõ íàáîðîâ ýë.êë.
âõîäèëè êàê ìîíîòîííûå íàáîðû, òàê è àíòèìîíîòîííûå íàáîðû.

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ÌÎÍ è ÀÌÎÍ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè íà öåëî÷èñëåííûõ çà-
äà÷àõ ïîêàçàëî:
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Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå ÌÎÍ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè

Àëãîðèòì \� çàäà÷è 7 8 9 10 11 12 13 14

ËÄÔ 0 1 -1 1 -1 1 1 0

ÀÂÎ 0 1 -1 0 -1 1 1 1

AGI.bias 0 -1 0 -1 0 1 0 0

ÃÌ 0 0 -1 0 -1 1 1 1

ÍÑ 0 0 0 -1 -1 0 1 -1

ÌÁÐÄ 0 1 1 1 0 1 1 1

ÌÁÑ 0 0 -1 1 0 1 0 -1

ÃÒÒ 1 1 0 1 0 -1 -1 -1

Ñ5.0 0 -1 1 1 0 1 1 0

AGI.La.sum 1 -1 0 -1 0 1 1 0

LAD Tree 1 0 -1 -1 0 1 1 1

Random Forest 0 0 -1 -1 -1 1 1 0

Simple CART 1 1 -1 1 -1 1 1 0

C5.0 boost 0 -1 0 0 0 1 1 0

C5.0 prun 0 -1 1 1 0 1 1 0

Simple CART prun 0 0 1 1 -1 1 1 1

J48 0 -1 1 1 0 1 1 1

Òàáëèöà 4: Ñðàâíåíèå ÀÌÎÍ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè

Àëãîðèòì \� çàäà÷è 7 8 9 10 11 12 13 14

ËÄÔ 0 1 0 1 -1 0 0 0

ÀÂÎ 0 1 -1 1 -1 1 1 1

AGI.bias 0 -1 1 0 0 1 0 0

ÃÌ 0 0 0 1 0 1 1 1

ÍÑ 0 0 0 0 -1 0 0 -1

ÌÁÐÄ 1 1 1 1 0 1 1 1

ÌÁÑ 0 0 -1 1 1 1 0 -1

ÃÒÒ 1 1 0 1 1 -1 -1 -1

Ñ5.0 1 -1 1 1 0 0 1 1

AGI.La.sum 1 -1 1 0 0 0 1 1

LAD Tree 1 0 -1 0 0 1 1 1

Random Forest 1 0 -1 0 0 1 0 1

Simple CART 1 1 -1 1 0 1 1 1

C5.0 boost 0 -1 1 1 0 0 0 0

C5.0 prun 1 -1 1 1 0 0 0 0

Simple CART prun 1 0 1 1 0 1 1 1

J48 0 -1 1 1 1 0 1 1

1) àëãîðèòì ÌÎÍ íà áîëüøèíñòâå çàäà÷ ðàáîòàåò õóæå, ÷åì ÍÑ, ïîêàçàë ðåçóëüòàòû,
ñðàâíèìûå ñ ÌÁÑ è ÃÒÒ, è îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ îòðàáîòàë ëó÷øå íà
áîëüøèíñòâå çàäà÷;



Òàáëèöà 5: Ñðàâíåíèå ÌÎÍ è ÀÌÎÍ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè â ñîâîêóïíîñòè

ÌÎÍ ÀÌÎÍ ÌÎÍ ÀÌÎÍ
+1 -1 0 +1 -1 0 +1 -1 0 +1 -1

ËÄÔ 4 2 2 2 1 5 AGI.La.sum 3 2 3 4 1 3

ÀÂÎ 4 2 2 5 2 1 LAD Tree 4 2 2 4 1 3

AGI.bias 1 2 5 2 1 5 Random Forest 2 3 3 3 1 4

ÃÌ 3 2 3 4 0 4 Simple CART 5 2 1 6 1 1

ÍÑ 1 3 4 0 2 6 C5.0 boost 2 1 5 2 1 5

ÌÁÐÄ 6 0 2 7 0 1 C5.0 prun 4 1 3 3 1 4

ÌÁÑ 2 2 4 3 2 3 Simple CART prun 5 1 2 6 0 2

ÃÒÒ 3 3 2 4 3 1 J48 5 1 2 5 1 2

Ñ5.0 4 1 3 5 1 2

2) àëãîðèòì ÀÌÎÍ íà áîëüøèíñòâå çàäà÷ îòðàáîòàë õóæå, ÷åì ÍÑ, è â ñðàâíåíèè ñ
îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè îòðàáîòàë ëó÷øå íà áîëüøèíñòâå çàäà÷.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí àëãåáðî-ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîððåêòíûõ ðàñïîçíà-
þùèõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ãîëîñîâàíèè ïî êîððåêòíûì íàáîðàì ýë.êë. Ââåäåíî
íîâîå ïîíÿòèå àíòèìîíîòîííîãî êîððåêòíîãî íàáîðà ýë.êë., è ïîñòðîåí íîâûé ëîãè÷å-
ñêèé êîððåêòîð ÀÌÎÍ. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ëîãè÷åñêîãî êîððåêòîðà ÀÌÎÍ, à òàêæå
ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ëîãè÷åñêèõ êîððåêòîðîâ ÌÎÍ è LOBAGA, íà ðåàëüíûõ äàííûõ.
Ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ëîãè÷åñêèé êîððåêòîð LOBAGA. Íà öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ ëî-
ãè÷åñêèå êîððåêòîðû ÌÎÍ è ÀÌÎÍ, êàê ïðàâèëî, ðàáîòàþò ëó÷øå äðóãèõ òåñòèðóåìûõ
â ðàáîòå àëãîðèòìîâ.
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Âû÷èñëèòåëüíûé Öåíòð èì. À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ.
Óïðàâëåíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ Èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà ¾Ñàìñóíã¿

Â ñòàòüå èçëîæåí ïîäõîä ê ïîèñêó ñèíòàêñè÷åñêè ñâÿçàííûõ ãðóïï ñîñåäíèõ ñëîâ (chunks)
â ðóññêîì òåêñòå. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü è êîððåêòíîñòü ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è âûäåëåíèÿ òàêèõ ãðóïï ïðèìåíèòåëüíî ê ÿçûêó ñî ñâîáîäíûì ïîðÿäêîì
ñëîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé îïðåäåëåííûé êëàññ ïîäîá-
íûõ ãðóïï ìîæíî âûäåëèòü ñ F1 ìåðîé íå ìåíåå 0.94. Ïðè ýòîì îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì îáðàáîòêè èñõîäíîãî òåêñòà ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì áåç ïî-
ñëåäóþùåé ðó÷íîé êîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ. Òåì íå ìåíåå âûäåëåíèå äîñòàòî÷íî äëèííûõ
ôðàãìåíòîâ òåêñòà îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, à ïîêàçàòåëü F1 ìåðû, ïîëó÷åííûé â
ýêñïåðèìåíòå, äîñòàòî÷íî íèçêèì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, ïîâåðõíîñòíûé ñèíòàêñè÷åñêèé
ðàçáîð, îáðàáîòêà åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.

Shallow Parsing of Russian Text with Conditional Random
Fields

Kudinov M. S.
Institution of Russian Academy of Sciences Dorodnicyn Computing Centre of RAS

The paper describes an aproach to chunking of sentences in Russian. Arguments in favor of the
correctness and practicability of the chunking problem for a language with free word order are
provided. An aproach based on conditional random fields provides detection of a certain class of
chunks (base-NPs) with F1 measure above 0.94 and the training set can be obtained from the raw
text data processed by statistical parser without manual postprocessing. Meanwhile, detecting
of longer phrases remains problematic and the F1 measure in the corresponding experiment is
relatively small.

Keywords: probabilistic graphical models, shallow parsing, natural language processing.

Ââåäåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èõ êëþ÷åâûõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ ïóíêòîâ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.
Âàæíåéøèìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïîíèìàíèÿ ðå÷è è èçâëå÷åíèå ôàêòîâ èç
òåêñòà. Ïîëíûé ñèíòàêñè÷åñêèé ðàçáîð îñíîâàí íà àïïàðàòå ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüåâ [1].
Îäíàêî ïîëíûé ñèíòàêñè÷åñêèé ðàçáîð èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ, âñëåäñòâèå êîòîðûõ îí
íå ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâî ïðèãîäíûì äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.
Ê òàêèì íåäîñòàòêàì ìîæíî îòíåñòè áîëüøîé îáúåì ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè (â ñëó÷àå,
åñëè àíàëèçàòîð îñíîâàí íà ìàøèííîì îáó÷åíèè), áîëüøîé ðàñõîä ïàìÿòè èëè íèçêîå
áûñòðîäåéñòâèå, îòíîñèòåëüíî íåâûñîêàÿ òî÷íîñòü ðàçáîðà áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ ðå-
øåíèé. Äëÿ îðãàíèçàöèè ñèñòåì ðå÷åâîãî äèàëîãà ïîëíûé ñèíòàêñè÷åñêèé ðàçáîð òåì áî-

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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ëåå çàòðóäíèòåëåí, ÷òî â óñòíîé ðå÷è ãîâîðÿùèé ÷àñòî ñêëîíåí îðãàíèçîâûâàòü ñâîþ ðå÷ü
íå â ôîðìå ïðåäëîæåíèé, à â ôîðìå áîëåå êîðîòêèõ ôðàç. Êðîìå òîãî, ïîëíûé ñèíòàêñè-
÷åñêèé ðàçáîð ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ê íåçíàêîìûì è îøèáî÷íî ðàñïîçíàííûì ñëîâàì.

Â ðàáîòå [2] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè ñèíòàêñè÷åñêè ñâÿçàí-
íûõ ôðàãìåíòîâ òåêñòà (ïðÿìîå çàèìñòâîâàíèå ¾÷àíê¿ � chunk � ïîêà íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðî-
ñòðàíåííûì â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, ïîýòîìó äàëåå ïîçâîëèì ñåáå èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå
ÑÔÒ.) ñ ïîìîùüþ êàñêàäà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ [3] ñ èõ ïîñëåäóþùèì îáúåäèíåíèåì â äå-
ðåâî íà âòîðîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà. Åäèíñòâåííûì ôîðìàëüíûì òðåáîâàíèåì ê ñâÿ-
çàííûì ôðàãìåíòàì áûëà íåðåêóðñèâíîñòü. Âûäåëåíèå ñâÿçàííûõ ôðàãìåíòîâ èìåííûõ
ãðóïï áåç ïîñòðîåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà áûëî îáîçíà÷åíî â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîé
çàäà÷è â ðàáîòå [4]. Â ýòîé æå ðàáîòå âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìà-
øèííîì îáó÷åíèè. Â ðàáîòå [5] çàäà÷à âûäåëåíèÿ ÑÔÒ áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å ìàðêèðîâêè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÑÌÌ.

Â ðàáîòå [6] íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññòàíîâêè ÷àñòåðå÷íûõ òåãîâ, òàêæå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ çàäà÷åé ìàðêèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âûñîêàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü ìàðêîâñêîé ìîäåëè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè. Â ñèëó òîãî, ÷òî ÌÌÌÝ ÿâëÿ-
åòñÿ äèñêðèìèíàöèîííîé ìîäåëüþ è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî, âîîáùå
ãîâîðÿ, êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ, åå èñïîëüçîâàíèå çíà÷èòåëüíî óëó÷øèëî ðåçóëüòàòû
ðàñïîçíàâàíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ÑÌÌ.

Â ðàáîòå [7] áûëî ïðåäëîæåíî î÷åðåäíîå óëó÷øåíèå ìîäåëè ìàðêèðîâêè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé - óñëîâíîå ñëó÷àéíîå ïîëå äëÿ ëèíåéíîé öåïè (Linear-chain CRF, ñì. [8]). Àâòîðû
òàêæå èñïîëüçîâàëè àïïàðàò óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé äëÿ çàäà÷è ðàññòàíîâêè ÷àñòå-
ðå÷íûõ òåãîâ. Âàæíåéøèì ïðåèìóùåñòâîì óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ïåðåä ìàðêîâñêîé
ìîäåëüþ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ ïðåîäîëåíèå ò.í. ïðîáëåìû ñìåùåíèÿ ìåòêè
(label bias problem), êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñèëó ñïåöèôèêè êîýôôèöèåíòà
íîðìàëèçàöèè â êàæäîì èç ôàêòîðîâ öåïè äëÿ ÌÌÌÝ ñîñòîÿíèÿ, èìåþùèå âûñîêóþ ýí-
òðîïèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé èìåþò ìåíüøèå øàíñû áûòü âûáðàííûìè
â êà÷åñòâå ìåòîê, äàæå åñëè íà ýòî óêàçûâàþò íàáëþäåíèÿ [9].

Íàêîíåö, â ñòàòüå [10] àïïàðàò óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé áûë óñïåøíî ïðèìåíåí ê
âûäåëåíèþ ÑÔÒ â àíãëèéñêîì òåêñòå. Â êà÷åñòâå öåëåâûõ ìåòîê èñïîëüçîâàëèñü ìåòêè
BIO, îáîçíà÷àþùèå íà÷àëî ôðàãìåíòà, ñåðåäèíó ôðàãìåíòà è íàõîæäåíèå âíå ôðàãìåíòà
ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ â çàäà÷àõ âûäåëåíèÿ ÑÔÒ íà ìàòåðèàëå
ÿçûêîâ ñ ðàçâèòîé ìîðôîëîãèåé (â òîì ÷èñëå, ñëàâÿíñêèõ) è, êàê ñëåäñòâèå, áîëåå ñâîáîä-
íûì ïîðÿäêîì ñëîâ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ðàñïðîñòðàíåíî. Îáçîð ìåòîäîâ ïîâåðõíîñò-
íîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà äëÿ ÷åøñêîãî è ïîëüñêîãî ÿçûêîâ èçëîæåíû â ðàáîòàõ [11],
[12]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðàâèëàõ.

Ïðè ïîïûòêå îïèñàòü ñóùåñòâåííûé ôðàãìåíò ãðàììàòèêè ÿçûêà ðàçðàáîòêà ïðàâèë
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òðóäîåìêîé, à îïèñàíèå, èíîãäà ïðîòèâîðå÷èâûì, ÷òî ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ðó÷íîãî ðàíæèðîâàíèÿ. Ýòèõ ïðîáëåì óäàåòñÿ èçáåæàòü, åñëè èñïîëüçî-
âàòü ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Äëÿ íà÷àëà, îäíàêî, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ôîðìóëè-
ðîâêó çàäà÷è ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ÿçûêà.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàçä. 1 áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû è ïåðåôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå
áàçîâûå òåðìèíû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Äàëåå â ðàçä. 2 áóäóò ïðèâå-
äåíû äàííûå, êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóþùèå î êîððåêòíîñòè è öåëåñîîáðàçíîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ÑÔÒ íà ðóññêîì ìàòåðèàëå â ïðèíöèïå, à òàêæå ïðèâåäåííûõ âû-
øå ôîðìóëèðîâîê. Â ðàçä. 3 êðàòêî èçëàãàåòñÿ àïïàðàò óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Â
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(à) Èìåííàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ
áàçîâîé èìåííîé ãðóïïîé

(á) Èìåííàÿ ãðóïïà,
íå ÿâëÿþùàÿñÿ áàçî-
âîé èìåííîé ãðóïïîé
(íàðóøåíî óñëîâèå
íåðåêóðñèâíîñòè)

Ðèñ. 1: Ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíîñòüþ è âîçìîæíîñòüþ âûäåëåíèÿ áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï:
ïîñòðîåíèå áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû äëèííîé áîëåå îäíîãî ñëîâà äëÿ äåðåâà (á) íåâîçìîæ-
íî

ðàçä. 4 ñîäåðæàòñÿ èíôîðìàöèÿ îá îáó÷àþùèõ è òåñòîâûõ äàííûõ. Â ðàçä. 5 ñîäåðæèòñÿ
èíôîðìàöèÿ î ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.

Áàçîâûå èìåííûå ãðóïïû â ðóññêîì ÿçûêå

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì â çàäà÷å âûäåëåíèÿ ÑÔÒ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå áàçîâîé ãðóï-
ïû, èëè base-XP. XP ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì ñèíòàêñè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, ïðèíÿòûì
â àíãëîÿçû÷íûõ ñòàòüÿõ. Òàê ñèíòàêñè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, âîçãëàâëÿåìàÿ âåðøèíîé-
ñóùåñòâèòåëüíûì, íàçûâàåòñÿ NP � noun phrase (èìåííîé ãðóïïîé); äëÿ ãëàãîëà ýòî VP �
verb phrase (ãëàãîëüíàÿ ãðóïïà); ñèíòàêñè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ áåçîòíîñèòåëüíî ê åå òè-
ïó ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê XP.

Â ðàáîòå [2], íà âîçìîæíûå ÑÔÒ íàêëàäûâàëîñü ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå îãðàíè÷åíèå:
â èõ ïîëíîì ñèíòàêñè÷åñêîì ðàçáîðå íå äîëæíî áûëî ïðèñóòñòâîâàòü ðåêóðñèâíûõ ïðàâèë.
Áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî òàêèå ôðàãìåíòû âûäåëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå ââèäó
ìåíüøåãî âëèÿíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîé íåîäíîçíà÷íîñòè (attachment ambiguity). Òàêèì îáðà-
çîì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÑÔÒ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðøèíó â ñèíòàêñè÷åñêîì äåðåâå ñ
çàâèñèìûìè, ñîñåäíèìè â ëèíåéíîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì â ïîëó÷åííîì ïîääåðåâå çàâèñèìî-
ñòåé íå äîëæíî áûòü èíûõ âåðøèí, èìåþùèõ òó æå ÷àñòü ðå÷è, ÷òî è êîðåíü. Íàïðèìåð:

green colorless thoughts ÿâëÿåòñÿ ÑÔÒ

a boy kissing Mary íå ÿâëÿåòñÿ ÑÔÒ

Â ðàáîòå [4] ðå÷ü èäåò îá ÑÔÒ ñ âåðøèíîé-ñóùåñòâèòåëüíûì. Äëÿ òàêèõ ôðàãìåíòîâ
áûëî ïðåäëîæåí òåðìèí áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû (Base-NP). Â [1] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ íè äëÿ ÑÔÒ (chunk), íè äëÿ áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû (Base-NP) íå áûëî
ïðåäëîæåíî, îäíàêî òðåáîâàíèå íåðåêóðñèâíîñòè îñòàâàëîñü.

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ðå÷ü ïîéäåò èìåííî î áàçîâîé èìåííîé ãðóïïå, ñôîðìóëèðóåì
åå îïðåäåëåíèå áîëåå ñòðîãî:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ â ïðåäëîæåíèè S íàçûâàåòñÿ áàçîâîé èìåí-
íîé ãðóïïîé, åñëè (1) îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåêîòîðîé èìåííîé ãðóïïû
â äåðåâå íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ; (2) â âûâîäå äàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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â ãðàììàòèêå ÿçûêà G íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë NP, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå èìåííîé
ãðóïïû, âñòðå÷àåòñÿ åäèíñòâåííûé ðàç.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èìåííîé ãðóïïû (ñì. [13]).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû â ðóññêîì ÿçûêå, íåîáõî-

äèìî ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî àíãëèéñêèå îïðåäåëåíèÿ èìåþò òåíäåíöèþ ïîìåùàòüñÿ ñëåâà
â ëèíåéíîì ïîðÿäêå îò âåðøèíû â ñèíòàêñè÷åñêîì äåðåâå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî òðàê-
òîâàòü ñóùåñòâèòåëüíûå êàê ïðèëàãàòåëüíûå:

USA Supreme Court
Â ðóññêîì ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè ÷àñòî ïåðåâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðîäèòåëüíîãî ïàäåæà:
Âåðõîâíûé ñóä Ðîññèéñêîé ôåäåðàöèè
Ýòî ïîäñêàçûâàåò îïðåäåëåíèå áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû â ðóññêîì ÿçûêå:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ â ïðåäëîæåíèè S íà ðóññêîì ÿçûêå íàçûâà-
åòñÿ áàçîâîé èìåííîé ãðóïïîé, åñëè 1) Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåêîòîðîé
èìåííîé ãðóïïû â äåðåâå íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ; 2) Â äåðåâå íåïîñðåäñòâåííûõ
ñîñòàâëÿþùèõ äëÿ äàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé èìåííîé
ãðóïïû, â ò. ÷. âåðøèíà äàííîé ãðóïïû ñòîèò íå â ðîäèòåëüíîì ïàäåæå.

Äàííîå îïðåäåëåíèå, áåçóñëîâíî, íå ïîêðûâàåò âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ óïîòðåáëåíèÿ
ðîäèòåëüíîãî ïàäåæà, íî ó÷èòûâàåò äâà íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àÿ óïîòðåáëåíèÿ: 1) îáî-
çíà÷åíèå ñèíòàêñè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ñóùåñòâèòåëüíûìè è 2) óïîòðåáëåíèå
ðîäèòåëüíîãî ïàäåæà â îòðèöàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âûäåëåíèå áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
2, äåéñòâèòåëüíî, ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü â òåêñòå ëîãè÷åñêè ñâÿçàííûå ôðàãìåíòû, îäíàêî
âíà÷àëå ïðèâåäåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî áîëåå ñâîáîäíûé ïîðÿäîê
ñëîâ â ðóññêîì ÿçûêå íå ÿâëÿåòñÿ ¾ôàòàëüíûì¿ äëÿ âûäåëåíèÿ ñâÿçàííûõ ôðàãìåíòîâ
òåêñòà.

Ýôôåêòû ñâîáîäíîãî ïîðÿäêà ñëîâ

Îäíîé èç íàèáîëåå òðóäíûõ ïðîáëåì, êîòîðûå ñòàâèò ïåðåä èíæåíåðàìè ïî îáðàáîòêå
Åß ðóññêèé ÿçûê, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûé ïîðÿäîê ñëîâ. Òåì íå ìåíåå èìååòñÿ ðÿä êàê òåîðå-
òè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ [13], òàê è ýìïèðè÷åñêèõ ôàêòîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ îá îáðàòíîì.
Òàê, èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ïðåäëîæåíèé íà ðóññêîì ëèòåðàòóðíîì ÿçûêå ïðîåêòèâ-
íû. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî â ðóññêèõ ïðåäëîæåíèÿõ äîëæíà ïðîñëåæèâàòüñÿ
òåíäåíöèÿ ê ñîõðàíåíèþ áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï, õîòÿ ïðîåêòèâíîñòü ñàìà ïî ñåáå íå ãà-
ðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå ñèíòàêñè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòîâ îò ñâîáîäíîãî ïîðÿäêà
ñëîâ áûë ïîñòàâëåí ýêñïåðèìåíò íà íåáîëüøîì êîðïóñå èíòåðâüþ â ýëåêòðîííûõ ÑÌÈ.

Îáðàáàòûâàåìûå äàííûå Îáðàáàòûâàåìûé êîðïóñ ñîñòàâëÿëè 500 ïðåäëîæåíèé,
âçÿòûõ èç èíòåðâüþ, îïóáëèêîâàííûõ â èíòåðíåò-èçäàíèÿõ. Êàæäûé òåêñò ïðåäâàðèòåëü-
íî îáðàáàòûâàëñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ìîðôîëîãè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì TreeTagger [14], ëåì-
ìàòèçàòîðîì CSTlemma [15] è ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì Malt Parser [16]. Â ðåçóëüòàòå
áûë ïîëó÷åí ñèíòàêñè÷åñêè àííîòèðîâàííûé êîðïóñ, ãäå êàæäîìó ïðåäëîæåíèþ áûëî ñî-
ïîñòàâëåíî äåðåâî çàâèñèìîñòåé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìåòîäèêà Êàæäîå ñèíòàêñè÷åñêîå äåðåâî îáðàáàòûâàëîñü àë-
ãîðèòìîì, êîòîðûé âîññòàíàâëèâàë ïîðÿäîê ñëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèëüíî ïðîåêòèâíîé
êîíñòðóêöèè. Âñå ïðåäëîæåíèÿ, ïîäâåðãøèåñÿ èçìåíåíèþ, ïðîñìàòðèâàëèñü âðó÷íóþ äëÿ
âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí èçìåíåíèÿ èñõîäíîãî ïîðÿäêà ñëîâ. Ïðîñìîòð âûÿâèë, ÷òî áîëüøàÿ
÷àñòü èçìåíåíèé (17 ñëó÷àåâ) áûëà âûçâàíà îøèáêàìè â ñèíòàêñè÷åñêîì ðàçáîðå Malt
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(à) Äåðåâî çàâèñèìîñòåé è ãðàíèöû áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï äëÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåäëîæåíèÿ

(á) Äåðåâî çàâèñèìîñòåé äëÿ íåïðîåêòèâíîãî ïðåäëîæåíèÿ

Ðèñ. 2: Ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíîñòüþ è âîçìîæíîñòüþ âûäåëåíèÿ áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï:
ïîñòðîåíèå áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû äëèííîé áîëåå îäíîãî ñëîâà äëÿ äåðåâà (á) íåâîçìîæ-
íî

Parser'à. Èç îñòàâøèõñÿ 9 ñëó÷àåâ 6 ïðèõîäèëèñü íà ñëàáî-ïðîåêòèâíûå êîíñòðóêöèè ñ ñî-
ñòàâíûì ãëàãîëüíûì ñêàçóåìûì (íàïðèìåð, çàõîòåë ïîéòè) è íå ìîãëè îêàçàòü âëèÿíèÿ
íà áàçîâûå èìåííûå ãðóïïû. Â ðåçóëüòàòå ëèøü 3 ñëó÷àÿ ïðèõîäèëèñü íà äåéñòâèòåëüíî
íåïðîåêòèâíûå êîíñòðóêöèè. Îäíàêî äàæå ñðåäè íèõ äâàæäû âñòðåòèëàñü êîíñòðóêöèÿ
äðóã ê äðóãó, êîòîðàÿ áûëà ðàçîáðàíà êàê ïîëíîöåííîå ñèíòàêñè÷åñêîå ïîääåðåâî, ÷òî
âîîáùå ãîâîðÿ ñïîðíî.

Áåçóñëîâíî, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âûáîðêà íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðåïðåçåíòàòèâíîé, îäíà-
êî îíà ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñâîáîäíûé ïîðÿäîê ñëîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé äëÿ
îòêàçà îò âûäåëåíèÿ ÑÔÒ èìåííûõ ãðóïï. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê âûäåëåíèþ òàêèõ ôðàã-
ìåíòîâ, ïîêàçàâøèé ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ìíîãèõ ÿçûêîâ ñî ñòðîãèì ïîðÿäîêîì ñëîâ,
ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëÿõ äëÿ ëèíåéíîé öåïè.

Óñëîâíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ äëÿ ëèíåéíûõ öåïåé

Óñëîâíîå ñëó÷àéíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííóþ ãðàôè÷åñêóþ
âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, à èìåííî ìàðêîâñêóþ ñåòü, â êîòîðîé ïðè ýòîì èìååòñÿ óñëîâ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ (íåíàáëþäàåìûõ) â çàâèñèìîñòè îò
äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ (íàáëþäàåìûõ). Óñëîâíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé, ðàñïîçíàâàíèè äåéñòâèé, îáðàáîòêå åñòåñòâåííîãî
ÿçûêà è äðóãèõ îáëàñòÿõ [9]. Îáùåå îïðåäåëåíèå äëÿ óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé òàêîâî:

Îïðåäåëåíèå 3. Óñëîâíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì äëÿ ïåðåìåííûõ X∪Y íàçûâàåòñÿ íåîðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô H, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = X∪Y è ìíîæåñòâîì ðåáåð ñ àññîöèèðî-
âàííûìè ôàêòîðàìè ϕ1(D1), . . . , ϕm(Dm) (ϕi(Di) > 0), ïðè÷åì ∀iDi * X, à ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé P(Y |X) çàäàåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

P(Y |X) =
1

Z(X)
P̃(Y,X)

P̃(Y,X) =
m∏
i=1

ϕi(Di) (1)

Z(X) =
∑
Y

P̃(Y,X)

Òîãäà ëþáûå äâå âåðøèíû yk, yl â H ñîåäèíåíû íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∃ϕi{yk, yl} ⊆ Di
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàñ èíòåðåñóþò óñëîâíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ îïðåäåëåííîãî òèïà, à
èìåííî óñëîâíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ äëÿ ëèíåéíîé öåïè. Äàííóþ ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê äèñêðèìèíàöèîííûé àíàëîã ñêðûòîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî x åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ â ïðåäëîæåíèè, à y - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê BIO.
Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîå ñëó÷àéíîå ïîëå âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3: Óñëîâíîå ñëó÷àéíîå ïîëå äëÿ ëèíåéíîé öåïè. Öâåòîì îáîçíà÷àþòñÿ íàáëþäàå-
ìûå çíà÷åíèÿ. Äóãè ñîîòâåòñòâóþò ôàêòîðàì. Ïðîïèñíîå X è íàïðàâëåííûå äóãè óêà-
çûâàþò íà òî, ÷òî çíà÷åíèå êàæäîãî ôàêòîðà ϕ2

t (yt, yt−1) ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîÿòíîñòè
p(yt, yt−1|X1...N), ò.å. âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äàííûå ñêðûòûå ñîñòîÿíèÿ ¾ó÷àñòâîâàëè¿ â
ãåíåðàöèè âñåé íàáëþäàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîäðîáíåå î íîòàöèè ñì. [9]

Â äàííîé öåïè èìåþòñÿ äâà òèïà ôàêòîðîâ - îäèíî÷íûå (singleton) è ïàðíûå (pairwise).
Îäèíî÷íûå ôàêòîðû ϕ1

t (yt,x) çàäàþò âëèÿíèå, êîòîðîå îêàçûâàåò íàáëþäàåìàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íà ìåòêó yt. Ïàðíûå ôàêòîðû ϕ2

t (yt, yt−1) çàäàþò âëèÿíèå ñîñåäíèõ ìåòîê äðóã
íà äðóãà. Âàæíûì îòëè÷èåì îò ÑÌÌ è ÌÌÌÝ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôàêòîðû âîîáùå ãîâîðÿ
íå îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó ϕ(D) 6 1. Àðãóìåíò x â ôàêòîðå ϕ1

t óêàçûâàåò
íà òî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè åãî çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíî ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêè
ëþáûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèìè ïðèçíàêàìè, íàïðèìåð, ìîãóò áûòü ¾ñëî-
âî xt ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâèòåëüíûì¿ èëè ¾ñëîâî xt '÷åëîâåê', ñëîâî xt+1 'ñîáàêà'¿. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ϕ1

t ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé yt, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå x ïîñòîÿííî.

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âûâîäà â ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå êëà-
ñòåðíîãî äåðåâà ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà Âèòåðáè. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé öåïè
êëàñòåðíîå äåðåâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ. Íàïðèìåð, åñëè â ñòðóêòóðå íà ðèñ. 3 çíà÷åíèÿ â
êàæäîì èç îäèíî÷íûõ ôàêòîðîâ áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ òîëüêî íà îñíîâå ïðèçíàêîâ òåêóùåãî
íàáëþäåíèÿ, òî êëàñòåðíîå äåðåâî ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Ðèñ. 4: Êëàñòåðíîå äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîìó ñëó÷àéíîìó ïîëþ äëÿ ëèíåéíîé
öåïè ñ ¾îêíîì íàáëþäåíèÿ¿ ðàâíûì 1

Ôàêòîð êëàñòåðà ψt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ôàêòîðîâ, âõîäÿùèõ â íåãî. Òà-
êèì îáðàçîì, åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïàðíîãî ôàêòî-
ðà, â òî âðåìÿ êàê ïðè âû÷èñëåíèè åãî çíà÷åíèé òàêæå èñïîëüçóþòñÿ è ðàçëè÷íûå ïðèçíà-
êè ýëåìåíòîâ íàáëþäàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü
ôàêòîð êëàñòåðà êàê ψt(yt, yt−1,x).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôàêòîðà ψt(yt, yt−1,x) íà îñíîâå íàáëþäàåìûõ ïðèçíàêîâ
ââîäÿòñÿ èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ïðèçíàêîâ fk è ñîîòâåòñòâóþùèå âåñà λk. Òîãäà èñêîìàÿ
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óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

P(y |x) =
1

Z(X)
exp {

T∑
t=1

K∑
k=1

λkfk(yt, yt−1,x)}, (2)

ãäå Z(X) � ôóíêöèÿ íîðìàëèçàöèè, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

P(y |x) =
∑
y

exp {
T∑
t=1

K∑
k=1

λkfk(yt, yt−1,x)} (3)

Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäáîð âåñîâ λk, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
ïðàâäîïîäîáèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îáó÷åíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàöèé ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì L-
BFGS. Èñ÷åðïûâàþùàÿ èíôîðìàöèÿ è ññûëêè ñîäåðæàòñÿ â [9] è [8].

Èñïîëüçóåìûå äàííûå

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëèñü îáó÷àþùèå âûáîðêè äâóõ òèïîâ. Ïåðâàÿ îáó-
÷àþùàÿ âûáîðêà áûëà ïîëó÷åíà ïóòåì îáðàáîòêè íåðàçìå÷åííîãî òåêñòà èç êîðïóñà
OpenCorpora ìîðôîëîãè÷åñêèì è ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçàòîðîì (TreeTagger, CSTlemma,
Malt Parser). Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà èñõîäíàÿ âûáîðêà ñ ñèíòàêñè÷åñêîé ðàçìåòêîé
â ôîðìå äåðåâà çàâèñèìîñòåé. Âñåãî 46397 ïðåäëîæåíèé. Â êà÷åñòâå âòîðîé èñõîäíîé âû-
áîðêè áûëà èñïîëüçîâàíà ÷àñòü ñèíòàêñè÷åñêè àííîòèðîâàííîãî êîðïóñà ðóññêîãî ÿçûêà
SynTagRus ÈÏÏÈ ÐÀÍ. Â îáó÷àþùåå ìíîæåñòâî áûëî âûäåëåíî âñåãî 40976 ïðåäëîæå-
íèé. SynTagRus òàêæå èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå ñèíòàêñè÷åñêîé àííîòàöèè ñòðóêòóðó äåðåâà
çàâèñèìîñòåé. Äàëåå â êàæäîì ñèíòàêñè÷åñêîì äåðåâå âûäåëÿëèñü áàçîâûå èìåííûå ãðóï-
ïû. Ïåðâîå ñëîâî ãðóïïû ïîëó÷àëî ìåòêó B, ïîñëåäóþùèå � ìåòêó I ; ñëîâà, íå âîøåäøèå
íè â îäíó èç áàçîâûõ èìåííûõ ãðóïï, ïîëó÷àëè ìåòêó O. Àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ áàçîâûõ
èìåííûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ïðîñòîé îáõîä äåðåâà âãëóáü ñ îáúåäèíåíèì â îäíó
áàçîâóþ èìåííóþ ãðóïïó ïîääåðåâüåâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì êðèòåðèÿì:

1) Âñå óçëû ïîääåðåâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ëèíåéíîì ïîðÿäêå
ñëîâ áåç ðàçðûâîâ.

2) Âåðøèíîé êàæäîãî ïîääåðåâà ÿâëÿåòñÿ ñëîâî-ñóùåñòâèòåëüíîå â ëþáîì ïàäåæå.
3) Â îñòàëüíûõ óçëàõ ïîääåðåâà ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî óçëû ñî ñëåäóþùèìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè:
(à) ñóùåñòâèòåëüíîå â ðîäèòåëüíîì ïàäåæå;
(á) ïðèëàãàòåëüíîå èëè ïîðÿäêîâîå ÷èñëèòåëüíîå â ëþáîì ïàäåæå;
(â) íàðå÷èå.

4) Çíàêè ïðåïèíàíèÿ îòñóòñòâóþò â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ïîëó÷åíû äâå îáó÷àþùèå âûáîðêè ñ BIO-ðàçìåòêîé. Â òåñòîâîå
ìíîæåñòâî áûëî âûäåëåíî 6310 ïðåäëîæåíèé êîðïóñà SynTagRus, îáðàáîòàííûõ òåì æå
ñïîñîáîì. Äâå óêàçàííûõ îáó÷àþùèõ âûáîðêè è òåñòîâàÿ âûáîðêà áûëè èñïîëüçîâàíû
â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ.

Äëÿ âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ íàáîð ìåòîê BIO áûë ðàñøèðåí äâóìÿ ìåòêàìè BH è
IH ñ öåëüþ âûäåëåíèÿ âåðøèíû áàçîâîé èìåííîé ãðóïïû. Ìåòîäèêà ïîäãîòîâêè îáó÷àþùå-
ãî è òåñòîâîãî ìíîæåñòâ îñòàëàñü ïðåæíåé, çà èñêëþ÷åíèåì íåçíà÷èòåëüíûõ íåîáõîäèìûõ
èçìåíåíèé â àëãîðèòìå ãåíåðàöèè ìåòîê íà îñíîâå ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà.
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Öåëüþ òðåòüåé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ áûëî îöåíèòü âîçìîæíîñòè àëãîðèòìà â âûäå-
ëåíèè áîëåå äëèííûõ ôðàãìåíòîâ òåêñòà: ðÿäîâ îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ ïðåäëîæåíèÿ, êîí-
ñòðóêöèé ñ ïðåäëîãîì èëè ñîþçîì âíóòðè, ïóíêòóàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ÈÃ, âîîáùå ãîâîðÿ,
äîïóñêàåò ðåêóðñèâíóþ âëîæåííîñòü. Íàçîâåì òàêèå ôðàãìåíòû ðåêóðñèâíûìè èìåííûìè
ãðóïïàìè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû òîëüêî ñ âûáîðêîé íà îñíîâå
êîðïóñà SynTagRus.

Ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ ðàáîòû ñ óñëîâíûìè ñëó÷àéíûìè ïîëÿìè áûëà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà MALLET
[17], ðåàëèçîâàííàÿ íà Java. Â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå ïðèçíàêè òîêåíîâ: ÷àñòü ðå÷è, ïàäåæ, ÷èñëî, ðîä, çàãëàâíàÿ áóêâà. Ñèìâîëû
ïóíêòóàöèè ðàññìàòðèâàëèñü êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ÷àñòü ðå÷è. Äëÿ êàæäîãî òîêåíà â êà-
÷åñòâå ïðèçíàêîâ òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ïðèçíàêè ïðàâîãî è ëåâîãî ñîñåäà, à òàêæå âñå
ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè ïðèçíàêîâ òåêóùåãî è êàæäîãî èç ñîñåäíèõ òîêåíîâ: {f 1

t &f
1
t−1

f 2
t &f

1
t−1 . . . }.

Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîì â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ èñïîëüçîâàëèñü ìîðôîëîãè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè èìåí. Ïðèçíàê ¾ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ çàãëàâíîé áóêâû¿ áûëî ðåøåíî ââåñòè
äëÿ áîëåå êà÷åñòâåííîé îáðàáîòêè èìåí è äîëæíîñòåé: Ïðåçèäåíò Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
Áîðèñ Áîðèñîâè÷ Ãðåáåíùèêîâ. Òàêæå áûëî ðåøåíî ïîñòàâèòü îòäåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ
ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ òîêåí â êà÷åñòâå ïðèçíàêà.

Ñòàíäàðòíîé îöåíêîé êà÷åñòâà ïîâåðõíîñòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà ÿâëÿåòñÿ çà-
èìñòâîâàííûé èç èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà ïîêàçàòåëü ïî F1 ìåðå, âû÷èñëÿåìûé íà îñíîâå
äîëè ïðàâèëüíî âûäåëåííûõ ÑÔÒ.

Ðàññìîòðèì êîëëåêöèþ òåêñòîâ, âçÿòûõ â êà÷åñòâå òåñòîâîé âûáîðêè. ×èñëî ÑÔÒ,
ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ àëãîðèòìîì, îòíåñåííîå ê êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ, âîçâðàùåííûõ
àëãîðèòìîì, íàçûâàåòñÿ òî÷íîñòüþ (Precision):

Precision =
tp

tp+ fp
, (4)

ãäå tp (true positive) � êîëè÷åñòâî ÑÔÒ ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ àëãîðèòìîì, fp (false
positive) � ÷èñëî ÑÔÒ, îøèáî÷íî âîçâðàùåííûõ àëãîðèòìîì.

Ïîëíîòîé (Recall) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

Recall =
tp

tp+ fn
, (5)

ãäå fn (false negative) � ÷èñëî ÑÔÒ, îøèáî÷íî ïðîïóùåííûõ àëãîðèòìîì.
Âçâåøåííîå ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ýòèõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿ F1-ìåðîé:

F1 =
1

1
P
∗ 1

2
+ 1

R
∗ 1

2

=
2PR

P +R
(6)

, ãäå P è R � ñîîòâåòñòâåííî òî÷íîñòü è ïîëíîòà.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1 è 2.
Îöåíêà òî÷íîñòè, ïîëíîòû è F1-ìåðû äëÿ âûäåëåíèÿ âåðøèí ÑÔÒ ïðîâîäèëàñü àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì: îöåíèâàëàñü äîëÿ âåðøèí, ïðàâèëüíî îïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîì.
Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî àëãîðèòì äåìîíñòðèðóåò ñáàëàíñèðîâàíî âûñîêèé ðåçóëüòàò êàê

ïî òî÷íîñòè, òàê è ïî ïîëíîòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñêàçûâàåòñÿ è íà F1-ìåðå.
Áîëåå òîãî, ðàñøèðåíèå íàáîðà òåãîâ BIO, èñïîëüçóåìîãî, íàïðèìåð, äëÿ àíãëèéñêîãî
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Áàçîâûå è ðåêóðñèâíûå ÈÃ.

Ìîäåëü Precision Recall F1-ìåðà

SynTagRus. Áàçîâàÿ ÈÃ. Òîêåíû+ 0.9339 0.9307 0.9323
SynTagRus. Áàçîâàÿ ÈÃ. Òîêåíû- 0.9452 0.9427 0.9439
OpenCorpora. Áàçîâàÿ ÈÃ. Òîêåíû+ 0.9229 0.9115 0.9172
OpenCorpora. Áàçîâàÿ ÈÃ. Òîêåíû- 0.9305 0.9238 0.9271
SynTagRus. Ðåêóðñèâíàÿ ÈÃ. Òîêåíû+ 0.7521 0.7747 0.7632
SynTagRus. Ðåêóðñèâíàÿ ÈÃ. Òîêåíû- 0.7654 0.7536 0.7594

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Âûäåëåíèå âåðøèí.

Ìîäåëü Precision Recall F1-ìåðà

SynTagRus. Òîêåíû+ 0.9556 0.9514 0.9555
SynTagRus. Òîêåíû- 0.9648 0.9545 0.9596
OpenCorpora. Òîêåíû+ 0.9601 0.9458 0.9529
OpenCorpora. Òîêåíû- 0.9523 0.9428 0.9510

ÿçûêà [10] çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ òåãîâ äëÿ âûäåëåíèÿ âåðøèí, íèñêîëüêî íå óõóäøàåò
ðåçóëüòàò, à êà÷åñòâî èõ âûäåëåíèÿ ïî F1-ìåðå òàêæå îêàçûâàåòñÿ âûñîêèì (ñì. òàáë. 2).
Ýòî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè âñåãî ÑÔÒ èìåííîé ãðóïïû â íà÷àëü-
íóþ ôîðìó, íàïðèìåð, äëÿ îáðàùåíèÿ ê áàçå äàííûõ. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî
ìîäåëü îáó÷åííàÿ íà îñíîâå âûáîðêè, ïîëó÷åííîé ïðè ïîìîùè àâòîìàòè÷åñêîãî ñèíòàê-
ñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà, ïîêàçûâàåò äîñòàòî÷íî âûñîêèé ðåçóëüòàò (ñòðîêè 3, 4 òàáë. 1).
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ìîæåò áûòü îáó÷åíà íà êîðïóñå òåêñòîâ, ñîáðàííîì ñàìîñòîÿòåëü-
íî, ÷òî êðèòè÷íî äëÿ ÿçûêîâ, íå èìåþùèõ áîëüøèõ îòêðûòûõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ êîðïó-
ñîâ (ê íèì îòíîñèòñÿ è ðóññêèé). Íåáîëüøîå ñíèæåíèå âñåõ ïîêàçàòåëåé ïðè äîáàâëåíèè
ïðèçíàêîâ-òîêåíîâ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåîáó÷åíèÿ. Ïîñëåäíèì
ôàêòîì, êîòîðûé íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå óõóäøåíèå êàê òî÷íîñòè, òàê
è ïîëíîòû ïðè ïîïûòêå îáðàáîòêè áîëåå äëèííûõ ôðàãìåíòîâ òåêñòà. Â äàííîì ñëó÷àå
ãîðàçäî ñèëüíåå ñêàçûâàåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü. Ê ïðèìåðó, äëÿ ïðàâèëü-
íîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïï ñ ïðåäëîãîì âíóòðè èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ìîðôîëîãè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì: [Ìåæäóíàðîäíûé ñóä ïî ïðàâàì ÷åëîâåêà]
â [Ãààãå] vs. [Ìåæäóíàðîäíûé ñóä ïî ïðàâàì] [÷åëîâåêà â Ãààãå] vs. [Ìåæäóíàðîäíûé ñóä]
ïî [ïðàâàì ÷åëîâåêà] â [Ãààãå] è ò.ä. Âîïðåêè îæèäàíèÿì, áîãàòûé íàáîð ìîðôîëîãè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ñëîâîôîðì â ðóññêîì ÿçûêå íå äàåò æåëàåìîãî ýôôåêòà.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà ñîâåðøåíà ïîïûòêà àäàïòàöèè îäíîé èç òåõíèê ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-
çà, äàâíî è ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþùèõñÿ äëÿ ÿçûêîâ ñ áîëåå ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì
ñëîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàíåå áûëî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîáîäíûé ïîðÿäîê ñëîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî íàäåæíî è ìîæåò íàéòè ñâîå
ïðèìåíåíèå â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ïðèìåíåíèå ïîëíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà íå òðåáóåò-
ñÿ. Ýòèìè çàäà÷àìè ìîãóò áûòü ïîèñê êëþ÷åâûõ ñëîâ â äîêóìåíòå èëè âûñêàçûâàíèè,
ïîñòóïàþùåì íà âõîä äèàëîãîâîé ñèñòåìû. Ìåòîä ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü â òåêñòå òàêèå
ôðàãìåíòû, êàê: [ýêîëîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà], [Ïðåçèäèóì Ñîâåòà Ìèíèñòðîâ ÑÑÑÐ], [áàñ-
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ñåéí Àçîâñêîãî ìîðÿ]. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ òàêîå
ñïåöèôè÷íîå äëÿ äàííîãî ÿçûêà îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñèíòàêñè÷åñêîé ãðóïïû, êîòîðîå áû
ïîçâîëèëî íàõîäèòü ìàêñèìàëüíî äëèííûå íåðåêóðñèâíûå ôðàãìåíòû òåêñòà, ÷òî è áûëî
ñäåëàíî â ñòàòüå.

Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî íåòðåáîâàòåëüíîñòü ê êà÷åñòâó îáó÷àþùåé âûáîðêè:
îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íà îñíîâå âûäà÷è äîñòóïíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà.
Áåçóñëîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ òî÷íîñòü âûäåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ
âíóòðè ïðåäëîã è/èëè ñîþç: [Êîìèññèÿ ÎÎÍ] ïî [ïðàâàì ÷åëîâåêà] âìåñòî [Êîìèññèÿ ÎÎÍ
ïî ïðàâàì ÷åëîâåêà]. Â öåëîì â ñòàòüå óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âíåñåíèè íåîáõîäèìûõ
ïîïðàâîê, çàâèñÿùèõ îò ÿçûêà, ìåòîä ðàáîòàåò íå õóæå, ÷åì äëÿ ÿçûêîâ ñ áîëåå ñòðîãèì
ïîðÿäêîì ñëîâ.
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Ìîñêâà, Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ, çàäàííûõ èçîáðàæåíèÿìè, â òåðìèíàõ ñîîò-
íîøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè è âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Èñïîëüçóÿ ìíîãîóðîâíåâóþ
ñåòü ýòàëîíîâ, ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû èåðàðõè÷åñêîãî ïîèñêà ðåøåíèÿ ïî êðèòåðèþ áëè-
æàéøåãî ýòàëîíà. Ïîëó÷åíû ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè èåðàðõè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà ýòàëîíîâ. Ïðèâåäåíû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíà-
âàíèÿ ïîäïèñåé, æåñòîâ è ëèö äëÿ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå èåðàðõè÷åñêîãî ïîèñêà
è ïîëíîãî ïåðåáîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîáðàæåíèå, êëàññèôèêàöèÿ, ýòàëîííûé îáúåêò, ìíîãîóðîâíåâàÿ
ñòðóêòóðà, ðåøàþùèé àëãîðèòì, ïåðåáîðíûé ïîèñê, èåðàðõè÷åñêèé ïîèñê, âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü, äîëÿ îøèáîê.

Hierarchical Data Structures and Decision Algorithms
for Efficient Image Classification∗

Lange M.M., Ganebnykh S.N.
Dorodnicyn Computing Centre of RAS, Moscow, Russian Federation

The problem of image-based object recognition in terms of computational complexity as a func-
tion of error rate is studied. Using a multilevel network of the template objects, two fast guided
search algorithms for the decision template are suggested. For the guided search and exhaus-
tive search algorithms, comparative estimations of computational complexity are estimated.
Experimental curves of computational complexity as the function of classification error rate are
obtained for a common source of gestures, signatures, and faces using the guided and exhaustive
search decision algorithms.

Keywords: image, classification, template object, multilevel structure, decision algorithm, ex-
haustive search, guided search, computational complexity, error rate.

Ââåäåíèå

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü â òåðìèíàõ
ñîîòíîøåíèÿ õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, òðåáóÿ ìèíèìèçàöèè
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè çàäàííîì îãðàíè÷åíèè íà îáúåì âû÷èñëåíèé ëèáî ìèíèìèçàöèè
îáúåìà âû÷èñëåíèé ïðè äîïóñòèìîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ìåòðè÷åñêàÿ
ìîäåëü êëàññèôèêàöèè èìååò î÷åâèäíîå ñõîäñòâî ñ òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîé ìîäåëüþ
êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà (Rate Distortion Coding) ïðè íà-
ëè÷èè êàíàëà íàáëþäåíèÿ [1]. Â ìîäåëè êëàññèôèêàöèè êàíàë íàáëþäåíèÿ ýêâèâàëåíòåí
ïðåäñòàâëåíèþ, ôîðìèðóþùåìó îïèñàíèÿ îáúåêòîâ èñòî÷íèêà (îáðàçîâ), â ïðîñòðàíñòâå
êîòîðûõ ñòðîèòñÿ êëàññèôèêàòîð. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ïðîñòðàíñòâå èåðàð-

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-00920-à.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.
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õè÷åñêèõ îïèñàíèé îáðàçîâ ñ ìíîãîóðîâíåâûì ðàçðåøåíèåì [2, 3, 4]. Ñòðóêòóðà òàêèõ
îïèñàíèé óäîáíà äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé è ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìû
áûñòðîãî àíàëèçà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíà-
âàíèÿ îáðàçîâ, çàäàííûõ èçîáðàæåíèÿìè, â ïðîñòðàíñòâå äðåâîâèäíî ñòðóêòóðèðîâàííûõ
ïðåäñòàâëåíèé ýëëèïòè÷åñêèìè ïðèìèòèâàìè [5]. Êëàññ äîïóñòèìûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå
äîïóñêàþò òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ, âêëþ÷àåò âñåâîçìîæíûå îáúåêòû â âèäå ìíîãî-
ñâÿçíûõ äâóìåðíûõ òâåðäûõ òåë ñ îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ
êîîðäèíàò. Äîïóñêàþòñÿ îáúåêòû â ôîðìå ëèíåé÷àòûõ (line-based) è îáëàñòíûõ (region-
based) òåë ñ ïîëóòîíîâîé îêðàñêîé. Ê òàêèì îáúåêòàì îòíîñÿòñÿ ïîäïèñè, ðóêîïèñíûå
ñèìâîëû, îòïå÷àòêè ïàëüöåâ, æåñòû, ëèöà, ñèëóýòû è ìíîãèå äðóãèå. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà
èñòî÷íèêîâ äðåâîâèäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè, à ñòðóêòó-
ðà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñåòè ýòàëîíîâ ñ ìíîãîóðîâíåâûì ðàçðåøåíèåì,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðèìåíåíèå áûñòðûõ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ïðîöåäóðû íà-
ïðàâëåííîãî ïîèñêà [6].

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèé îáðàçîâ

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî îáðàçîâ, çàäàííûõ èçîáðàæåíèÿìè, â êîòîðîì êàæäûé îáðàç
A ∈ A èìååò ìíîãîóðîâíåâîå ïðåäñòàâëåíèå

AL = (a0, . . . , al, . . . , aL), (1)

â âèäå ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà [6] çàäàííîé ãëóáèíû L. Ïðåäñòàâëåíèå al â (1) îáðà-
çîâàíî íàáîðîì èç 2l ýëëèïòè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ, çàïèñàííûõ â óçëàõ l-ãî óðîâíÿ, à ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèé Al = (a0, . . . , al) îáðàçóåò ïîääåðåâî ãëóáèíû l â äåðåâå
AL. Äåðåâî AL ñòðîèòñÿ ïóòåì ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ îáðàçà A íà ñåãìåíòû è àïïðîê-
ñèìàöèè ñåãìåíòîâ â óçëàõ ñ íîìåðàìè n = 0, . . . , 2L+1 − 2 ýëëèïòè÷åñêèìè ïðèìèòèâàìè
âèäà

Qn = (n, rn,un,vn, zn), (2)

ãäå rn � âåêòîð öåíòðà ýëëèïñà; un, vn � âåêòîðû áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñåé; zn � ñðåäíèé
óðîâåíü ÿðêîñòè ïèêñåëåé â àïïðîêñèìèðóåìîì ñåãìåíòå. Âåêòîðû rn, un, vn çàäàþòñÿ
â ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ îáðàçà A. Êàæäûé äåëèìûé ñåãìåíò ñ íîìåðîì n äàåò ïàðó
ïîòîìêîâ ñ íîìåðàìè 2n + 1, 2n + 2. Åñëè ñåãìåíò íå ìîæåò áûòü ðàçáèò íà äâå ÷àñòè,
òî åãî ïîòîìêè äóáëèðóþò ýòîò ñåãìåíò. Ïàðàìåòðû êàæäîãî ïðèìèòèâà (2) íîðìèðó-
þòñÿ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ êîðíåâîãî ïðèìèòèâà ñ íîìåðîì n = 0.
Êëàññ èñòî÷íèêîâ èçîáðàæåíèé è ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé (1) îïðåäåëåíû â ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèÿõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Èñòî÷íèê îáúåêòîâ, çàäàííûõ íà èçîáðàæåíèÿõ äâóìåðíûìè òâåðäû-
ìè òåëàìè â âèäå íàáîðîâ ïèêñåëåé ñ èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ êîîðäèíàò,
ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî îáðàçîâ A, êîòîðûå äîïóñêàþò ìíîãîóðîâíåâîå ïðåäñòàâëåíèå âè-
äà (1).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàçìåðå ïèêñåëåé è áîëüøîì ÷èñëå óðîâíåé
êâàíòîâàíèÿ ÿðêîñòåé, äåðåâî ïðèìèòèâîâ AL âèäà (1) ïðàêòè÷åñêè èíâàðèàíòíî ê ïðå-
îáðàçîâàíèÿì ïîâîðîòà, ñìåùåíèÿ, èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è óðîâíÿ ÿðêîñòè îáðàçà A.

Ïðèìåðû ìíîãîóðîâíåâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîäïèñè, æåñòà ðóêè è ëèöà íàáîðàìè ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ a1, a3, a5, a7, äàíû íà ðèñ. 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà ìåð ðàçëè÷èÿ îáúåêòîâ A ∈ A, Â ∈ A ïî èõ ïðåäñòàâëåíè-
ÿì AL, ÂL âèäà (1) îïðåäåëèì ôóíêöèè ðàçëè÷èÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ïðèìèòèâîâ Qn ∈ AL è
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signature l=1 l=3 l=5 l=7 
  

     
gesture l=1 l=3 l=5 l=7 

     

face l=1 l=3 l=5 l=7 

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû ìíîãîóðîâíåâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîäïèñè, æåñòà ðóêè è ëèöà

Q̂n ∈ ÂL (ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè n) ïî òðåì ãðóïïàì ïàðàìåòðîâ. Ýòè ôóíêöèè èìåþò
ñëåäóþùèé âèä

ρ1(Qn, Q̂n) = ‖rn − r̂n‖,

ρ2(Qn, Q̂n) =
1

2

(
‖un − ûn‖+ ‖vn − v̂n‖

max(‖un‖, ‖ûn‖)

)
,

ρ3(Qn, Q̂n) = |zn − ẑn|.

Äëÿ ïàðû îáúåêòîâ A, Â ìåðà ðàçëè÷èÿ l-ãî ïîðÿäêà ïî k-é ãðóïïå ïàðàìåòðîâ ïðèìèòèâîâ
îïðåäåëÿåòñÿ íà ïîääåðåâüÿõ Al, Âl è èìååò âèä

dlk(A, Â) =
2l+1−2∑
n=1

wnρk(Qn, Q̂n), (3)

ãäå wn = λ blog2(n+ 1)c 2−blog2(n+1)c � âåñîâîé êîýôôèöèåíò n-ãî ïðèìèòèâà ñ íîðìèðîâî÷-

íûì ìíîæèòåëåì λ, îáåñïå÷èâàþùèì
2l+1−2∑
n=1

wn = 1, k = 1, 2, 3, l = 1, . . . , L. Ñóììèðîâàíèå

ìåð (3) ñ âåñàìè ωk : ω1 + ω2 + ω3 = 1 äàåò îáîáùåííóþ ìåðó ðàçëè÷èÿ l-ãî ïîðÿäêà

dl(A, Â) =
3∑

k=1

ωkd
l
k(A, Â), (4)

ãäå l = 1, . . . , L, à âåñà ωk, k = 1, 2, 3, îïðåäåëÿþòñÿ îöåíêàìè âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïî
ìåðàì (3), ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ íà ýòàïå îáó÷åíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A = {Ai}ci=1 ñîäåðæèò îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå c > 2
êëàññàì. Äëÿ îáó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáó÷àþùåå ìíîæåñòâî

B =
{
Bi = {Bij}Mj=1

}c
i=1
⊂ A, (5)
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â êîòîðîì êàæäûé êëàñòåð Bi ⊂ Ai ñîäåðæèò M îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî (5) èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îöåíèâàíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìåðå (4) è äëÿ îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ. Â
êàæäîì êëàñòåðå Bi, i = 1, . . . , c, ôîðìèðóåòñÿ àíñàìáëü íàáîðîâ ýòàëîíîâ(

B̂1
i , . . . , B̂

m
i , . . . , B̂

M
i

)
, (6)

ãäå m � ÷èñëî ýòàëîíîâ â íàáîðå B̂m
i . Èñïîëüçóÿ íàáîðû ýòàëîíîâ B̂m

i , i = 1, . . . , c, m =
= 1, . . . ,M íà ìíîæåñòâå ïðåäñòàâëåíèé âèäà (1) ââîäÿòñÿ ðàçäåëÿþùèå ôóíêöèè

gl(A|B̂m
i ) = max

B∈B̂mi
Kdl(A,B) (7)

ïîðÿäêà l = 1, . . . , L ñ ÿäðîì Kdl(A,B) â ôîðìå íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè îò ìåðû dl(A,B)
âèäà (4). Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî êëàññà îáúåêòà A ∈ A ñòðîèòñÿ íà ôóíêöèÿõ (7) ñ ïàðà-
ìåòðàìè l = L, m = M è èìååò âèä

i∗ = arg
c

max
i=1

gL(A|B̂M
i ) (8)

Ðåøåíèå (8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà ýòàëî-
íîâ (Exhaustive Search) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ L è M , è ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ
èåðàðõè÷åñêîãî ïîèñêà (Guided Search) ðåøàþùèõ ýòàëîíîâ ïðè çíà÷åíèÿõ l = 1, . . . , L
è m = 1, . . . ,M . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýôôåêòèâíîñòü ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ èññëåäîâà-
íà â òåðìèíàõ çàâèñèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ ÿä-
ðà Kdl(A,B) = 1 − dl(A,B) è ES-àëãîðèòìà ñ ïàðàìåòðàìè l = L, m = M è äâóõ GS-
àëãîðèòìîâ ñ ïàðàìåòðàìè m = M , l = 1, . . . , L è l = L, m = 1, . . . ,M . Äëÿ óêàçàííûõ
àëãîðèòìîâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðè áîëüøîì ÷èñëå êëàññîâ.
Ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò äîëè
îøèáîê, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ñðàâíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è êà÷åñòâà
êëàññèôèêàöèè äëÿ ïåðåáîðíîãî è èåðàðõè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðåøåíèÿ.

Ìíîãîóðîâíåâàÿ ñåòü ýòàëîíîâ

Àíñàìáëè íàáîðîâ ýòàëîíîâ âèäà (6), ôîðìèðóåìûå íà êëàñòåðàõ îáó÷àþùåãî ìíîæå-
ñòâà (5), ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà íåçàâèñèìî, â ïðîñòðàíñòâå äðåâî-
âèäíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ôîðìå (1). Íà ìíîæåñòâå ïðåäñòàâëÿþùèõ äåðåâüåâ ñ ìåðîé (4)
ïîðÿäêà L äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà Bi ⊂ B, i = 1, . . . , c âûïîëíÿåòñÿ äèõîòîìè÷åñêîå ðàçáè-
åíèå íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñåãìåíòû Bij : Bi = {Bij}Mj=1 è âûáîð â êàæäîì ñåãìåíòå Bij

ýòàëîííîãî îáúåêòà B̂ij = arg min
B̂∈Bij

max
B∈Bij

dL(B, B̂). Íà êàæäîì øàãå äèõîòîìèè âûïîëíÿåò-

ñÿ ðàçáèåíèå ñåãìåíòà Bij → (Bij′ ,Bij′′) èìåþùåãî íàèáîëüøåå ðàññåÿíèå max
B∈Bij

dL(B, B̂ij)

ñðåäè ñåãìåíòîâ òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ Bi. Ñåãìåíòû Bij′ è Bij′′ âêëþ÷àþò îáúåêòû, áëè-
æàéøèå ê íàèáîëåå óäàëåííûì äðóã îò äðóãà îïîðíûì îáúåêòàì Bij′ ∈ Bij è Bij′′ ∈ Bij.
Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû ôîðìèðóåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå M óðîâíåé
(ðèñ. 2). Êàæäàÿ âåðøèíà òàêîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ñåãìåíòó Bij è ýòàëîíó B̂ij ∈ Bij,
âûáèðàåìîìó â öåíòðå ýòîãî ñåãìåíòà. Óðîâíè äåðåâà ñ íîìåðàìè k = 0, . . . ,M − 1 îáðà-
çóþò íàáîðû ýòàëîíîâ B̂m

i = {B̂ij}mj=1 â àíñàìáëå (6), ãäå m = k + 1. Ïîñëåäíèé óðîâåíü

äàåò íàáîð ýòàëîíîâ B̂M
i = {B̂ij}Mj=1, ñîâïàäàþùèé ñ êëàñòåðîì Bi â (5).

Ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå àíñàìáëåé (B̂1
i , . . . , B̂

m
i , . . . , B̂

M
i ), i = 1, . . . , c âûïîëíÿåòñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå äðåâîâèäíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ôîðìå (1), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèé
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m = 1 : B̂1
i

m = 2 : B̂2
i

m = 3 : B̂3
i

m = 4 : B̂4
i

Bij

Bij′′Bij′

Ðèñ. 2: Äðåâîâèäíàÿ ñòðóêòóðà àíñàìáëÿ íàáîðîâ ýòàëîíîâ (B̂1
i , . . . , B̂

m
i , . . . , B̂

M
i ) êëàñòåðà

Bi

ïîðÿäêà l = 1, . . . , L äëÿ óêàçàííûõ àíñàìáëåé îáðàçóåò ìíîãîóðîâíåâóþ ñåòü ýòàëîíîâ.
Òàêàÿ ñåòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå ìàòðèöû

B̂11 . . . B̂l1 . . . B̂L1

B̂1m . . . B̂lm . . . B̂Lm

B̂1M . . . B̂lM . . . B̂LM

(9)

â êîòîðîé B̂lm � ïðåäñòàâëåíèå ïîðÿäêà l äëÿ ìíîæåñòâà íàáîðîâ B̂m = {B̂m
i }ci=1, à ñòðîêè

ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïðåäñòàâëåíèé òàêèõ íàáîðîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì m
è l = 1, . . . , L. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèÿ (8)
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòè ýòàëîíîâ (9) è ïðèâîäÿòñÿ ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèÿ è îöåíêè ñëîæíîñòè

Ïîèñê ðåøåíèÿ (8) ñ ïîìîùüþ ES-àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå B̂LM â ñå-
òè ýòàëîíîâ (9). Äâà ðàññìàòðèâàåìûõ GS-àëãîðèòìà èñïîëüçóþò äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ B̂1M , . . . , B̂lM , . . . , B̂LM è B̂L1, . . . , B̂Lm, . . . , B̂LM , êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò M -é ñòðîêå è L-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû (9). Ýòè àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà
ïðîöåäóðàõ ñóæåíèÿ çîíû ïîèñêà íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ óðîâíÿõ l = 1, . . . , L äëÿ ïåðâîãî
àëãîðèòìà è m = 1, . . . ,M äëÿ âòîðîãî àëãîðèòìà. Ñòðàòåãèè ñóæåíèÿ çîíû ïîèñêà äëÿ
äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ GS-àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

cl = bc2−α(l−1)c, l = 1, . . . , L, α = (L− 1)−1 log(c/c∗) (10)

cm = bcm−βc, m = 1, . . . ,M, β = (logM)−1 log(c/c∗) (11)

ñ ïàðàìåòðîì c∗ = 1, 2, . . . . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (10) è (11) çíà÷åíèÿ cl è cm îïðåäåëÿþò
÷èñëî êëàññîâ, àíàëèçèðóåìûõ íà l-ì è m-ì óðîâíÿõ, èç êîòîðûõ îòáèðàþòñÿ cl+1 è cm+1

êëàññîâ ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ðàçäåëÿþùèõ ôóíêöèé gl(A|B̂M
i ) è gL(A|B̂m

i ) âèäà
(7). Îòîáðàííûå êëàññû àíàëèçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ óðîâíÿõ ñ íîìåðàìè l + 1 è m + 1
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ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïîñëåäíèõ L-ì è M -ì óðîâíÿõ âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå âèäà (8) ïî c∗

êëàññàì, îòîáðàííûì íà ïðåäûäóùèõ óðîâíÿõ.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ïàð ñîîòâåò-

ñòâåííûõ ïðèìèòèâîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ýòàëîíîâ è ïðåäñòàâëåíèè ïðåäúÿâëÿåìîãî îáú-
åêòà, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â âû÷èñëåíèè ðàçäåëÿþùèõ ôóíêöèé. Ó÷èòûâàÿ äðåâîâèäíîñòü
ñòðóêòóð ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ è àíñàìáëåé íàáîðîâ ýòàëîíîâ, ðåàëèçàöèÿ l-ãî óðîâíÿ
α-ñòðàòåãèè (10) òðåáóåò ïðîñìîòðà 2l ïàð ïðèìèòèâîâ íà îäèí ýòàëîí (âåðøèí áèíàðíûõ
äåðåâüåâ), à ðåàëèçàöèÿ m-ãî óðîâíÿ β-ñòðàòåãèè (11) òðåáóåò ñðàâíåíèÿ îáúåêòà ñ åäèí-
ñòâåííûì ýòàëîíîì â êàæäîì êëàññå ïðè m = 1 è ñðàâíåíèÿ îáúåêòà ñ äâóìÿ ýòàëîíàìè
â êàæäîì êëàññå ïðè m = 2, . . . ,M . Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ â ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèÿõ ñôîðìóëèðîâàíû îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè GS-àëãîðèòìîâ íà îñíîâå
α è β ñòðàòåãèé.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé M > 1, c∗ > 1 è α = log(c/c∗)
L−1

> 1,
GS-àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèé α -ñòðàòåãèþ (10), îáåñïå÷èâàåò âû÷èñëè-
òåëüíóþ ñëîæíîñòü

CGS
α = M

L∑
l=1

cl2
l 6 2McL (12)

Ïðè c→∞ ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äàåò CGS
α = O(c log c).

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé L > 1, c∗ > 1 è β = log(c/c∗)
logM

> 1, GS-

àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèé β-ñòðàòåãèþ (11), îáåñïå÷èâàåò âû÷èñëèòåëü-
íóþ ñëîæíîñòü

CGS
β = 2(2L − 1)(c1 + 2

M∑
m=2

cm) 6 2(2L − 1)(1 + 2
M∑
m=2

m−1)c (13)

Ïðè M →∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c→∞ ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äàåò

CGS
β 6 2(2L − 1)(2 lnM + 2γ − 1)c = O(c log c)

ãäå γ ≈ 0.577 � êîíñòàíòà Ýéëåðà [7].

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ES àëãîðèòìà èìååò âèä

CES = 2(2L − 1)Mc (14)

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû M , L, c, ïðèíÿòûõ â óòâåðæäåíèÿõ 3 è 4, îöåíêà
(14) äàåò àñèìïòîòèêó CES = O(c2) ïðè c →∞. Èç ïðèâåäåííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïðè
α = 1, β = 1 è c→∞ èåðàðõè÷åñêèå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò âû÷èñëèòåëüíûé âûèãðûø
CES/CGS = Ω(c/ log c). Äëÿ ES àëãîðèòìà è GS àëãîðèòìà íà îñíîâå α-ñòðàòåãèè ýòîò
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [8].

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè êëàññèôèêàöèè

Ïîâûøåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ êëàññèôèêàòîðà çà ñ÷åò âû÷èñëèòåëüíîãî âûèãðûøà
èåðàðõè÷åñêèõ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ (GS àëãîðèòìîâ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåáîðíûì ðåøà-
þùèì àëãîðèòìîì (ES àëãîðèòìîì) îïðàâäàíî ïðè ñîïîñòàâèìûõ âåðîÿòíîñòÿõ îøèáêè
êëàññèôèêàöèè, ò.å. ïðè εES ≈ εGS. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå îöåíêè äîëåé
îøèáîê εGS

α (L,M), εES(L,M) è âû÷èñëèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé CGS
α (L,M), CES(L,M) ïðè
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Òàáëèöà 1: Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ñðåäíÿÿ äîëÿ îøèáîê äëÿ ïåðåáîðíîãî ES àëãî-
ðèòìà è èåðàðõè÷åñêîãî GS àëãîðèòìà íà îñíîâå α-ñòðàòåãèè ïðè M = 20

L 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

CGS
α (L,M) 3600 3760 4960 7360 11360 18160 30320 50320 87920 162720
CES(L,M) 3600 10800 25200 54000 111600 226800 457200 918000 1839600 3682800
εGS
α (L,M) 0.1531 0.0698 0.0377 0.0257 0.0182 0.0145 0.0123 0.0109 0.0101 0.0096
εES(L,M) 0.1533 0.0687 0.0357 0.0247 0.0155 0.0122 0.0099 0.0083 0.0080 0.0078

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ M = 20, L = 1, . . . , 10 è c∗ = 2, è àíàëîãè÷íûå îöåíêè εGS
β (L,M),

εES(L,M), è CGS
β (L,M), CES(L,M), ïðè L = 10, M = 1, . . . , 20 è c∗ = 2. Ïî íàéäåííûì

ïàðàìåòðè÷åñêèì îöåíêàì ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå çàâèñèìîñòè CGS
α (ε), CGS

β (ε), è CES(ε).
Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ èñòî÷íèêîì ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé (8 áèò/ïèêñåëü),

âêëþ÷àþùèõ ïîäïèñè (40 êëàññîâ ïî 40 èçîáðàæåíèé, æåñòû ðóêè (25 êëàññîâ ïî 40 èçîá-
ðàæåíèé è ëèöà (25 êëàññîâ ïî 40 èçîáðàæåíèé). Îáùåå ÷èñëî êëàññîâ c = 90, îáùåå
÷èñëî èçîáðàæåíèé (îáúåêòîâ) ðàâíî 3600. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ñëîæíîñòè âûïîëíÿëîñü
ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê (12), (13) è (14).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ äîëåé îøèáîê ïðèìåíÿëàñü ñõåìà êðîññ-òåñòèðîâàíèÿ íà
îñíîâå 100 êðàòíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èçîáðàæåíèé èñòî÷íèêà íà 2 ÷àñòè (100 times
2 fold cross-validation) [9]. Íà êàæäîì ðàçáèåíèè ôîðìèðîâàëèñü îáó÷àþùàÿ è òåñòîâàÿ
âûáîðêè. Ïåðâàÿ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà ýòàïå îáó-
÷åíèÿ εLOO

k (L,M), k = 1, 2, 3 ìåòîäîì leave-one-out [9] ïî êàæäîé èç òðåõ êîìïîíåíò ìåðû
(4); âòîðàÿ � äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîëè îøèáîê òåñòèðîâàíèÿ ε(L,M) ïî êàæäîìó èç òðåõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ. Â êà÷åñòâå îöåíîê âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìåðå
(4) âûáèðàëèñü íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû

ωk =
log εLOO

k (L,M)
3∑

k=1

log εLOO
k (L,M)

, k = 1, 2, 3.

Îøèáêè òåñòèðîâàíèÿ ε(L,M) óñðåäíÿëèñü ïî 100 ðàçáèåíèÿì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îöåíîê εGS

α (L,M), εGS
β (L,M) è εES(L,M). Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû íà îäíîì

ÿäðå ïðîöåññîðà Intel Core i3 ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 3GHz, íà êîìïüþòåðå ñ îïåðàòèâíîé
ïàìÿòüþ îáúåìîì 3Gb è îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé MS Windows 7.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ñðåäíÿÿ äîëÿ îøèáîê òåñòèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â
òàáë. 1 è 2. Ïîñòðîåííûå ïî ýòèì òàáëèöàì ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè îò ñðåäíåé äîëè îøèáîê äàíû íà ðèñ. 3.

Èç äàííûõ òàáë. 1 è ãðàôèêîâ íà ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè L = 1 ðåàëèçóåòñÿ íàèáîëü-
øàÿ äîëÿ îøèáîê, ðàâíàÿ 0.1533, è â ýòîì ñëó÷àå α-ñòðàòåãèÿ íå èìååò âû÷èñëèòåëüíîãî
âûèãðûøà îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèè ïîëíîãî ïåðåáîðà; ïðè L = 10 äîëÿ îøèáîê äîñòèãà-
åò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ 0.0078, ïðè êîòîðîì âû÷èñëèòåëüíûé âûèãðûø íå ìåíåå 22.6.
Àíàëîãè÷íî èç òàáë. 2 è ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè M = 1 äîëÿ îøèáîê ìàêñèìàëüíà è ðàâ-
íà 0.1520 è â ýòîì ñëó÷àå β-ñòðàòåãèÿ íå äàåò âû÷èñëèòåëüíîãî âûèãðûøà îòíîñèòåëüíî
ñòðàòåãèè ïåðåáîðà, à ïðè M = 20 äîëÿ îøèáîê äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ 0.0079,
ïðè êîòîðîì âû÷èñëèòåëüíûé âûèãðûø îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé 4.6.

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíû ñîîòíîøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ àë-
ãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ äâóìåðíûõ îáúåêòîâ, çàäàííûõ èçîáðàæåíèÿìè. Ïðåäëîæåíû
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Òàáëèöà 2: Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ñðåäíÿÿ äîëÿ îøèáîê äëÿ ïåðåáîðíîãî ES àëãî-
ðèòìà è èåðàðõè÷åñêîãî GS àëãîðèòìà íà îñíîâå β-ñòðàòåãèè ïðè L = 10

M 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

CGS
β (L,M) 184140 192324 225060 261888 302808 347820 380556 417384 450120 491040

CES(L,M) 184140 368280 552420 736560 920700 1104840 1288980 1473120 1657260 1841400
εGS
β (L,M) 0.1558 0.1306 0.0954 0.0798 0.0541 0.0361 0.0277 0.0194 0.0175 0.0155

εES(L,M) 0.1520 0.0497 0.0336 0.0249 0.0196 0.0161 0.0141 0.0124 0.0113 0.0104
M 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

CGS
β (L,M) 519684 560604 585156 609708 646536 675180 712008 732468 765204 789756

CES(L,M) 2025540 2209680 2393820 2577960 2762100 2946240 3130380 3314520 3498660 3682800
εGS
β (L,M) 0.0141 0.0132 0.0126 0.0122 0.0114 0.0111 0.0107 0.0106 0.0103 0.0103

εES(L,M) 0.0098 0.0093 0.0089 0.0085 0.0083 0.0082 0.0081 0.0080 0.0079 0.0079
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GS, β − ñòðàòåãèÿ : L = 10;M = 1, . . . , 20

ES : L = 10;M = 1, . . . , 20

ES : L = 1, . . . , 10;M = 20

GS, α− ñòðàòåãèÿ : L = 1, . . . , 10;M = 20

Ðèñ. 3: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè (â îïåðàöèÿõ íà îáúåêò) îò
ñðåäíåé äîëè îøèáîê äëÿ ES è GS àëãîðèòìîâ

äðåâîâèäíûå ñòðóêòóðû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ è ôîðìèðîâàíèÿ àíñàìáëåé ýòà-
ëîíîâ. Èñïîëüçóÿ ìíîãîóðîâíåâóþ ñåòü ýòàëîíîâ, ðàññìîòðåíû èåðàðõè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû ïîèñêà ðåøåíèÿ ïî êðèòåðèþ áëèæàéøåãî ýòàëîíà è ïîëó÷åíû îöåíêè âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Ðàññìîòðåííûå èåðàðõè÷åñêèå àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ
íà äâóõ ñòðàòåãèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñóæåíèÿ çîíû ïîèñêà ðåøåíèÿ â ìíîãîóðîâíåâîé
áàçå ýòàëîíîâ. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå êëàññîâ îöåíåí âû÷èñëèòåëüíûé âûèãðûø ïðåäëîæåí-
íûõ èåðàðõè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà ýòàëîíîâ. Äëÿ
ïåðåáîðíîãî è èåðàðõè÷åñêèõ ðåøàþùèõ àëãîðèòìîâ íàéäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñè-



ìîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò äîëè îøèáîê ðàñïîçíàâàíèÿ. Óêàçàííûå çàâèñèìîñòè
ïîëó÷åíû äëÿ ñîñòàâíîãî èñòî÷íèêà, âêëþ÷àþùåãî èçîáðàæåíèÿ ïîäïèñåé, æåñòîâ ðóêè
è ëèö.

Â ïåðñïåêòèâå ïëàíèðóåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøàþùåãî àëãîðèòìà íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ
ðàññìîòðåííûõ ñòðàòåãèé ñóæåíèÿ çîíû ïîèñêà, è ïîëó÷åíèå äëÿ íåãî îöåíîê ñëîæíî-
ñòè è âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ðåøàþùèå àëãîðèòìû ñ
ðàçäåëÿþùèìè ôóíêöèÿìè, ïîñòðîåííûìè íà äðóãèõ ÿäðàõ ïîòåíöèàëüíîãî òèïà.
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Computable combinatorial data dependent on generalization bounds are studied. This approach
is based on simplified probabilistic assumptions: it is assumed that the instance space is finite,
the labeling function is deterministic, and the loss function is binary. A random walk across
a set of linear classifiers with low error rate is used to compute the bound efficiently. The
experimental evidence to confirm that this approach leads to practical overfitting bounds in
classification tasks is provided.

Keywords: probability of overfitting, empirical risk, combinatorial bounds, similaritiy between
classifiers, cross-validation procedure.

Âû÷èñëèìûå êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ∗

Âîðîíöîâ Ê.Â.1, Ôðåé À.È.2, Ñîêîëîâ Å.À.3

1Ìîñêâà, Âû÷èñëèòåëüíûé Öåíòð ÐÀÍ; 2Ìîñêîâñêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò;
3Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ êîìáèíàòîðíûå îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, âû÷èñëèìûå
ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ýòè îöåíêè îñíîâàíû íà óïðîùåííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, â
êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü êîíå÷íàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ è áèíàðíàÿ
ôóíêöèÿ ïîòåðü. Äëÿ ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ýôôåêòèâíûé ìåòîä
âû÷èñëåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê, èñïîëüçóþùèé ñëó÷àéíûå áëóæäàíèé ïî ìíîæåñòâó
êëàññèôèêàòîðîâ ñ íèçêèì ÷èñëîì îøèáîê. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå
îáîñíîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ, ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îöåíêà âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ, ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ, ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü.

1 Introduction
Accurate bounding of overfitting is an active area of research starting with the pioneer work [1].
A widely adapted approach is based on a probabilistic framework where an instance space
X (usually, of an infinite cardinality) is equipped with an unknown probability distribution.
Consider an independent and identically distributed (i.i.d.) sample X = {x1, . . . , x`} from
X, a set A of all feasible classifiers (for example, all linear classifiers in the original feature
space), and a learning algorithm µ which selects a specific classifier a = µX from the set A
based on the observed sample X. The goal of generalization bounds is to predict an average
performance of the classifier a on the whole X. The most generalization bounds are derived from
various concentration inequalities [2] and take into account the dimensionality of A (such as

∗This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (projects Nos. 11-07-00480 and 12-07-
33099 -mol-a-ved) and by the program “Algebraic and Combinatorial Methods in Mathematical Cybernetics and
New Generation Information Systems” of the Department of Mathematical Sciences of the Russian Academy
of Sciences.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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Vapnik–Chervonenko (VC) dimension, fat-shattering dimension, etc.), properties of the learning
algorithm µ (such as the local properties of empirical risk minimization [3]), and information
drawn from the observed sample X (such as the normalized margin in margin-based bounds [4,
5]). Generalization bounds can be useful in structural risk minimization and in model selection,
and, hope, some time in future they could replace costly cross-validation procedures.

Despite recent significant improvements [6], there is still a big gap between theory and
practice. Even the latest PAC (Probably approximately correct) Bayesian bounds [7] vastly
overestimate overfitting, especially when the cardinality of an instance space is small. Another
difficulty is that intermediate bounds are usually expressed in terms of unobservable quantities
and that makes impossible to measure and compare the factors of overestimation. Finally, many
papers lack experimental evaluation. As a result, from practical perspective, the existing bounds
are not well suitable for prediction and control of overfitting.

The present authors believe that a simplified probabilistic framework is quite sufficient for
obtaining practical overfitting bounds. In this paper, it is assumed that the instance space X
is finite, and for each object x ∈ X and classifier a ∈ A, there exists a deterministic binary
loss I(a, x) ∈ {0, 1} associated with classification of x as a(x). Let assume that all partitions
of the set X into an observed training sample X of size ` and a hidden test sample X̄ = X \X
of size k can occur with equal probability. Then, the overfitting probability can be defined by
a purely combinatorial formula [8]:

Qε(µ,X) = P
[
ν(µ(X), X̄)− ν(µ(X), X) > ε

]
(1)

where µ is the learning algorithm; ν(a,X) is the error rate of a classifier a ∈ A on a sample X;
and the square brackets denote a transformation of a logical value into a numerical one: [true] =
= 1, [false] = 0. A definition similar to (1) first appears in [9] for a specific case of k = 1 and then
in [10] (this time for an arbitrary k, but with significant notation differences). This definition
closely resembles the procedure of complete cross-validation, which is known to provide sharp
estimates of performance of a learning algorithm on data yet unknown during learning phase.

Definition (1) is not guarantied to be an upper bound for new objects beyond X (not even
up to some probability). In this paper, the authors do not discuss how to mitigate this problem.
It is just assumed that the lack of guaranties is acceptable in the same way as people normally
accept results of a fare 10-fold cross-validation in experimental evaluations.

Within (1), an empirical risk minimization µX = arg min
a∈A

ν(a,X) is used as a learning

algorithm. This requires an explicit representation of the set of classifiers A, which might be of
enormous cardinality (109 and higher) in real applications. In this paper, a special case of linear
classifiers is studied and an efficient algorithm that samples a small set of classifiers (up to 104)
to recover accurate overfitting bound (1) is presented. Also note that a direct computation
of (1) is intractable because it involves a sum across all C`

`+k subsets X ⊂ X. For empirical
risk minimization, efficient upper bounds on (1), obtained in [11] are used, and compared with
Monte-Carlo estimate of (1).

Overfitting of logistic regression in experiments is studied on 15 datasets from the UCI
repository [12]. The results confirm that the present approach provides sharp estimates of
overfitting, which correlate with the actual overfitting, recovers a correct shape of the learning
curves, and outperform the state-of-the-art of PAC-Bayesian bounds.

The rest of this paper is organized as follows. Section 2 contains a brief review of combi-
natorial bounds on (1). Section 3 describes the algorithm of sampling a representative set of
linear classifiers. Section 4 provides experimental results and Section 5 concludes the paper.
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2 Background
Let X = {x1, . . . , xL} be a finite instance space and A be a set of classifiers. By I : A ×
× X → {0, 1} denote a binary loss function such that I(a, x) = 1 if a classifier a produces
an error on an object x. For further consideratio, there is no need to specify what is “classifier.”
Particularly, a regression function can also be a “classifier” if a binary loss function is used.

The binary vector (ai) ≡
(
I(a, xi)

)
L
i=1 of size L is called an error vector of the classifier a.

Assume that all classifiers from A have pairwise different error vectors. The number of errors
of a classifier a on a sample X ⊆ X is defined as n(a,X) =

∑
x∈X I(a,X). The error rate is

defined as ν(a,X) = (1/|X|)n(a,X). The subset Am = {a ∈ A : n(a,X) = m} is called m-layer
of classifiers.

A learning algorithm is a mapping µ : 2X → A that takes a training sample X ⊆ X and gives
a classifier µX ∈ A. The learning algorithm µ is called empirical risk minimization (ERM)
whenever for all X ∈ X it satisfies µX ∈ A(X) where

A(X) ≡ Arg min
a∈A

n(a,X).

The choice of a classifier that minimizes empirical risk may be ambiguous because of discreteness
of the function n(a,X). An ERM algorithm µ is said to be pessimistic if

µX ∈ Arg max
a∈A(X)

n(a, X̄).

The pessimistic ERM cannot be implemented in practice because it looks into a hidden part
of data X̄ unknown at the learning stage. Nevertheless, pessimistic ERM is a very useful
theoretical concept because it gives tight upper bounds of overfitting probability for any ERM.

Permutational probability. By [X]` denote a set of all C`
L = L!/(`!(L− `)!) samples

X ⊂ X of size `. Define a probability operator P and an expectation operator E for a predicate
ϕ : [X]` → {0, 1} and a real function ψ : [X]` → R:

Pϕ = C`
L

−1
∑
X∈[X]`

ϕ(X); Eψ = C`
L

−1
∑
X∈[X]`

ψ(X).

If the discrepancy δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X) is greater than a given nonnegative thresh-
old ε, then the classifier a = µX is said to be overfitted. The goal is to estimate the probability
of overfitting :

Qε(µ,X) = P
[
δ(µ,X) > ε

]
.

where δ(µ,X) = δ(µX,X) for short.
The inversion of an upper bound Qε 6 η(ε) is an inequality ν(µX, X̄) − ν(µX,X) 6 ε(η)

that holds with probability at least 1−η where ε(η) is the inverse function for η(ε). The median
of an upper bound Qε 6 η(ε) is the inversion at η = 1/2.

Average train and test errors are defined as follows:

ν`(µ,X) = Eν(µX,X); (2)

ν̄`(µ,X) = Eν(µX, X̄). (3)

Hypergeometric distribution. For a classifier a such that m = n(a,X), the probability
to have s errors on a sample X is given by a hypergeometric function:

P[n(a,X) = s] = Cs
mC`−s

L−mC
`
L

−1 ≡ h`, mL (s)
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where argument s runs from s0 = max{0,m− k} to s1 = min{m, `}, and parameter m takes
values 0, . . . , L. It is assumed that Cs

m = h`, mL (s) = 0 for all other integers m, s.
Define the hypergeometric cumulative distribution function (left tail of the distribution):

H`, m
L (z) =

bzc∑
s=s0

h`, mL (s) .

Consider a set A = {a} containing a fixed classifier so that µX = a for any X. Then the
probability of overfitting Qε transforms into the probability of large deviation between error
rates on two samples X and X̄. If the number of errors n(a,X) is known, then an exact Qε

bound can be obtained.

Theorem 1 (FC-bound [11]). For a fixed classifier (FC) a such that m = n(a,X), any set X,
and any ε ∈ [0, 1], the probability of overfitting is given by the left tail of the hypergeometric
distribution:

Qε(a,X) = H`, m
L

(
`
L

(m− εk)
)
. (4)

The hypergeometric distribution plays a fundamental role in combinatorial bounds. To-
gether with union bound, Eq. (4) provides an upper estimate of Qε(µ,X) that holds for any
learning algorithm µ.

Theorem 2 (VC-type bound [11]). For any set X, any learning algorithm µ, and any
ε ∈ [0, 1], the probability of overfitting is bounded by the sum of FC-bounds over the set A:

Qε(µ,X) 6 P
[
max
a∈A

δ(a,X) > ε
]
6
∑
a∈A

H`, m
L

(
`
L

(m− εk)
)
, m = n(a,X). (5)

There are two reasons for looseness of (5). First, most classifiers in A are bad and should have
vanishing probability to be obtained as a result of learning. Nevertheless, the uniform deviation
bound ignores the learning algorithm µ. Second, similar classifiers share their contribution,
which is ignored by union bound. Better bound should account for actual learning algorithm
and similarity between classifiers.

Splitting and connectivity bounds. Define an order relation on classifiers a 6 b as a
natural order over their error vectors: ai 6 bi for all i = 1, . . . , L. Define a metric on classifiers
as a Hamming distance between error vectors: ρ(a, b) =

∑L
i=1 |ai − bi|.

Theorem 3 (Splitting and connectivity (SC) bound [11]). If learning algorithm µ is
pessimistic ERM, then for any ε ∈ [0, 1], the probability of overfitting is bounded by the
weighted sum of FC-bounds over the set A:

Qε(µ,X) 6
∑
a∈A

C`−q
L−q−rC

`
L

−1
H`−q, m−r
L−q−r

(
`
L

(m− εk)
)
. (6)

Here, m = n(a,X); q = q(a) is the upper connectivity; and r = r(a) is the inferiority of
a classifier a:

q(a) = #{b ∈ A : a < b and ρ(a, b) = 1};
r(a) = #{x ∈ X : I(a, x) = 1 and ∃ b ∈ A such that b 6 a and I(x, b) = 0}

where for any set S notation #S stands for cardinality of S.
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Splitting and connectivity bound (6) turns into VC-type bound (5) when all q(a) and r(a) are
set to zeros.

The weight Pa = C`−q
L−q−rC`

L
−1

in sum (6) is an upper bound on the probability P[µX = a]
to get a given classifier a as a result of learning. This quantity decreases exponentially as the
connectivity q(a) or the inferiority r(a) increase. This implies that approximate calculation of
Qε(µ,X) requires knowledge not about the full set A, but only about few bottom layers of A.
This fact motivates an algorithm presented in the next section.

3 Sampling Linear Classifiers
One has to deal with the set of all classifiers A to calculate bounds (5), (6), or to estimate

Qε(µ,X) directly from definition (1). In this section, an efficient algorithm which samples a
small set of classifiers (about 104) sufficient to recover accurate overfitting bound is described.

Consider binary classification problem with labels yi ∈ {−1,+1}, i = 1, . . . , L, assigned
to objects xi ∈ X ⊂ Rd, respectively. Consider a set of unbiased linear classifiers a(x;w) =
= sign〈w, x〉 where w ∈ Rd is a real vector of weights. A pair of classifiers (w1, w2) is called neigh-
bors if their classification differs only by one object: x ∈ X such that sign(〈w1, x〉) sign(〈w2, x〉) =
= −1.

The immediate goal is to find all or some of neighbors of a given classifier w0. Then, this
procedure will be used to organize random walk on the graph G = (A,E) where vertices
correspond to classifiers in A and edges connect neighbor classifiers.

Finding neighbor classifiers along specific direction. Dual transformation D
maps a point x ∈ Rd into hyperplane D(x) = {w ∈ Rd : 〈w, x〉 = 0} and a hyperplane
h = {x ∈ Rd : 〈w, x〉 = 0} into point D(h) = w. Applying dual transformation D to finite set
of points X ⊂ Rd produces a set of hyperplanes H ≡ {D(xi)}Li=1. Each hyperplane hi ∈ H di-
vides Rd into two half-spaces:

h+
i = {w ∈ Rd : sign〈w, xi〉 = yi};
h−i = {w ∈ Rd : sign〈w, xi〉 = −yi}.

These half-spaces h+
i and h−i correspond to linear classifiers giving correct and incorrect answer

on xi, respectively. So, to find all classifiers with given error vector I = (Ii)
L
i=1, Ii ∈ {+,−}

where “+” corresponds to correct answer and “−” corresponds to incorrect, let just find the
intersection of half-spaces

⋂L
i=1 h

Ii
i . This intersection contains all linear classifiers with error

vector I (and only them). So, a set of hyperplanes H dissects Rd into convex polytopes called
cells, and the partition itself is called an arrangement of hyperplanes [13]. It can be shown that
finding neighbors of classifier w0 ∈ Rd is equivalent to finding cells adjacent to the cell of w0 in
arrangement H.

In order to find a neighbor of the classifier w0, let select an arbitrary vector u ∈ Rd and
consider a parametric set of classifiers {w0 + tu : t > 0}. This set corresponds to a ray in the
space of classifiers which starts from w0 and goes along the direction of u. An intersection of
this ray with hyperplane hi ∈ H is defined by condition 〈w0 + tu, xi〉 = 0, e. g., for ti = −
−〈w0, xi〉/〈u, xi〉. Let t(1) and t(2) be the first and the second smallest positive values from {ti},
i = 1, . . . , L. Whenever t(1) 6= t(2), one can conclude that w′ = w0 + (t(1) + t(2))u/2 defines an
adjacent classifier along direction u.

Random walk on classifiers graph. Techniques of random walk [14, 15, 16] provide
common approach to sample vertices from huge graphs. They are based on stationary distri-
butions of Markov chains and have nice properties when the sample is large. The goal is to get
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Algorithm 1 Random walk on classifiers graph

Require: starting point w0; sample X ⊂ Rd; integer parameters N , m, n; float parameter p ∈ (0, 1];
Ensure: set of classifiers A with unique error vectors.
1: Initialize concurrent random walk: vi = w0, i = 1, . . . , N ;
2: Create set A := ∅;
3: while A.size() < n
4: for all i ∈ 1, . . . , N
5: Find neighbor v′i of vi along random direction u ∈ Rd;
6: if n(v′i,X) > n(vi,X) then
7: with probability (1− p) continue;
8: else if n(v′i,X) > n(w0,X) +m then
9: continue;

10: vi = v′i;
11: A.add(vi);
12: return A
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Fig. 1: Map of hamming distances between
classifiers (top chart) and error profile (bot-
tom chart) produced by a simple random walk
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Fig. 2: Map of hamming distances between
classifiers (top chart) and error profile (bot-
tom chart) produced by random walk where
a step to upper vertex is made with probabil-
ity 0.5

a small sample sufficient to estimate overfitting from (1), (5), or (6). In this paragraph, it will
be discussed how to organize such random walk on A based on procedure that finds a random
neighbor for w ∈ A.

The algorithm is given in listing 1. It is controlled by the desired number of classifiers n,
maximal number of layer m, the number of concurrent walks N , and the probability p of
transition towards classifier with higher number of errors. The computational complexity of
this algorithm is O(Ldn).
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To explain the necessity of the parameter p, the results of the simplest random walk with n =
= 2000 iterations are presented in Fig. 1. The bottom chart displays the number of errors
n(vi,X) as a function of step. The upper chart displays a color map of pairwise hamming
distances ρ(vi, vj) between sampled vertices vi and vj. As a starting point, a classifier learned
by logistic regression is used. It is natural to expect that it has relatively small number of errors
which drifts upwards along random walk. This effect is undesired, because classifiers with high
number of errors have too small chance to be selected by learning algorithm.

Figure 2 presents similar result for updated random walk where a step to upper vertex is
made with probability p = 0.5. This enforces random walk to stay within the lower layers of
the graph.

4 Experiment

The goal of the experiment on the benchmark datasets is twofold. First, it was checked whether
combinatorial functionals Qε(µ,X) (1) and ν̄`(µ,X) (3) together with algorithm 1 provide an
accurate estimates of the overfitting on the holdout testing sample. Second, direct Monte-
Carlo estimates of overfitting based on functional (1) were compared with VC-type bound
(5), SC-bound (6), and with recent PAC-Bayesian dimension dependent (DD) and dimension
independent (DI) margin bounds proposed in [7].

Table 1: Description of datasets

Dataset #Examples #Features Dataset #Examples #Features

Sonar 208 60 Statlog 2310 19
Glass 214 9 Wine 4898 11
Liver dis. 345 6 Waveform 5000 21
Ionosphere 351 34 Pageblocks 5473 10
Wdbc 569 30 Optdigits 5620 64
Australian 690 6 Pendigits 10992 16
Pima 768 8 Letter 20000 16
Faults 1941 27

Fifteen datasets from the UCI repository [12] have been used. If the dataset is a multiclass
problem, the data were manually grouped into two classes since the binary classification problem
has been studied. For preprocessing, objects with one or more missing features have been
eliminated and all features have been normalized into [0, 1] interval. A description of the datasets
is given in Table 1 with number of examples after elimination.

In all experiments, the original dataset X was splitted into a training sample XL and a
testing sample XK . The training sample XL is used to train a logistic regression and to calculate
overfitting bounds. Then, the predictions of the bounds were compared with the actual error
rate on XK .

In the first experiment, the learning curves of logistic regression, where L runs from 5% to
95% of the original dataset size with 5 percent steps were built. For each L, M = 100 splits
X = Xi

L ∪ Xi
K , i = 1, . . . ,M , were generated and used to get Monte-Carlo estimates of train

error rate νL(µLR,X) from (2) and test error rate ν̄L(µLR,X) from (3) for logistic regression
learning algorithm µLR:

ν̂L(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

L), ˆ̄νL(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

K).
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Fig. 3: Learning curves of logistic regression and ERM. The error ratio of logistic regression is
estimated by Monte-Carlo method on splits of the original dataset X = XL ∪ XK . The error
ratio of ERM is estimated on splits of the training set XL = X` ∪Xk

After that, for each training sample XL, the classifiers were used and an average ERM
errors were estimated: train error ν`(µ,XL) and test error ν̄`(µ,XL) where µ is ERM learning
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Table 2: Comparison between real overfitting and various overfitting bounds: TrainErr stands
for νL(µLR,X), TestErr for ν̄L(µLR,X), Overfit is their difference, δ`(µ) ≡ ν̄`(µ,XL)− ν`(µ,XL)

Monte-Carlo estimates Generalization bounds
Task TrainErr TestErr Overfit δ`(µ) VC SC PAC DI PAC DD
Sonar 0.000 0.271 0.271 0.095 0.185 0.119 1.287 1.287
Glass 0.046 0.075 0.029 0.078 0.211 0.140 1.126 0.738
Liver dis. 0.299 0.314 0.015 0.060 0.261 0.209 1.207 1.067
Ionosphere 0.049 0.125 0.077 0.052 0.150 0.112 1.219 1.153
Wdbc 0.001 0.056 0.055 0.032 0.071 0.043 1.174 0.705
Australian 0.122 0.136 0.013 0.030 0.137 0.110 1.146 0.678
Pima 0.220 0.227 0.007 0.028 0.159 0.127 0.971 0.749
Faults 0.198 0.210 0.012 0.010 0.108 0.087 1.110 1.061
Statlog 0.138 0.142 0.005 0.010 0.096 0.082 1.102 0.747
Wine 0.248 0.250 0.002 0.004 0.134 0.109 0.776 0.637
Waveform 0.103 0.105 0.002 0.004 0.099 0.079 0.561 0.354
Pageblocks 0.050 0.050 0.001 0.004 0.073 0.057 0.737 0.186
Optdigits 0.115 0.121 0.006 0.004 0.102 0.084 1.068 0.604
Pendigits 0.160 0.161 0.001 0.002 0.127 0.103 0.774 0.432
Letter 0.274 0.274 0.001 0.001 0.165 0.137 0.818 0.636

algorithm. To sample classifiers on XL, algorithm 1 was launched with parameters n = 8 192,
N = 64, m = 15, p = 0.8, and classifier µLRXL was used as a starting point. To estimate
ν`(µ,XL) and ν̄`(µ,XL), let again compute Monte-Carlo type estimates of definitions (2) and
(3) by randomly generating M ′ = 4 096 splits XL = Xj

` ∪X
j
k, j = 1, . . . ,M ′, at constant ratio

`
L

= 0.8:

ν̂`(µ,XL) =
1

M ′

M∑
j=1

ν(µXj
` , X

j
` ), ˆ̄ν`(µ,XL) =

1

M ′

M∑
j=1

ν(µXj
` , X

j
k).

These estimates are then averaged over all partitions X = Xi
L ∪ Xi

K .
The four values (the actual train and test errors of logistic regression νL(µLR,X) and

ν̄L(µLR,X), ERM train error ν`(µ,XL), and ERM test error ν̄`(µ,XL)) are charted as a functions
of a training sample size ratio (Fig. 3) sorted according to sizes of datasets, from the smallest
to the largest. Note that ERM test error might be either below or above actual test error rate
of logistic regression because µ and µLR are quite different learning algorithms. However, from
charts, one may conclude that ν̄`(µ,XL), estimated only based on XL provides reasonably good
estimate of actual test error rate ν̄L(µLR,X) and of the learning curve on test sample XK .

Now, let turn to comparison of different overfitting bounds. For each dataset, 5-fold cross
validation were used and the results were averaged over 20 runs (for a total 100 runs). As
before, training sample XL was used to learn logistic regression, run algorithm 1, and estimate
ν`(µ,XL) and ν̄`(µ,XL) based on 4 096 randomly generated splits XL = Xj

` ∪X
j
k. In addition,

XL was used to estimate overfitting ν̄`(µ,XL) − ν`(µ,XL) by medians of VC-type bound (5)
and SC-bound (6) and to calculate DD-margin and DI-margin bounds from [7]. The results are
presented in Table 2. Note that while all combinatorial bounds estimate overfitting, PAC DI
and PAC DD are the upper bounds on the test error.

The key observation is that δ`(µ) ≡ ν̄`(µ,XL)−ν`(µ,XL) is in the order of magnitude sharper
than any of the other bounds. It works well for all datasets except Sonar (which is the smallest
dataset in the selection described). Across combinatorial bounds, the SC-bound outperform VC-
type bound, but still vastly overestimates the target quantity δ`(µ). All combinatorial bounds
provide tighter estimates on overfitting and test error rate than PAC-Bayesian bounds.

Note that the VC-bound is estimated by a small subset of A obtained from a random
walk. This is a “localized” VC-bound. The usual VC-bound estimated from VC-dimension d of
a whole set A should be greater than 1 on all datasets.

5 Concluding Remarks
In this paper, new random walk technique is presented for efficient calculation of combina-

torial data-dependent generalization bounds. Although combinatorial bounds are obtained for



empirical risk minimization under binary loss, it is shown that they provide sharp overfitting
estimates for logistic regression. The bounds recover correct shape of the learning curves for
logistic regression, correlate well with the actual overfitting, and outperform both classical VC-
bound and recent state-of-the-art PAC-Bayesian bounds in experiments on 15 datasets from
the UCI repository.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ áåñïðèçíàêîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáúåêòû ïîïàðíî ñðàâíèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé äåéñòâè-
òåëüíîé ôóíêöèè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèì, ÷åì òðàäèöèîííûé ìåòîä
ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé (êåðíåëîâ), òðåáóþùèé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàò-
ðèöû ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ îáúåêòîâ. Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ ïåðåä
ñóùåñòâóþùèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ íà ñîâðåìåííûõ
ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìîùíûå êëà-
ñòåðû äëÿ áûñòðîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì îáúåìîì äàííûõ. Ïîëó÷åííîå óñêîðåíèå
ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíûìè ðåàëèçàöèÿìè àëãîðèòìîâ äîõîäèò äî 25 ðàç íà ñðàâíèòåëüíî
ñëàáîé ïî ìîùíîñòè âèäåîêàðòå NVidia GeForce 310M.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñïðèçíàêîâîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, ìàøèíà ðåëåâàíòíûõ âåêòî-
ðîâ, àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ïàðàëëåëèçóåìûå àëãîðèòìû.

Numerical algorithms for selective multimodal pattern
recognition

N.A. Razin1, V.V. Mottl 2

MIPT1,2; Computing Centre of the Russian Academy of Sciences2

The authors address the problem of regression estimation under the assumption that pair-wise
comparison of objects is arbitrarily scored by real numbers. Such a linear embedding is much
more general than the traditional kernel-based approach, which demands positive semidefi-
niteness of the matrix of object comparisons. The advantage of proposed algorithms is their
good scalability at multiprocessor systems, leading to use powerful clusters for solving pattern
recognition problems for large data. The resulting computational speed for algorithms tested
on usual video card NVidia GeForce 310M is 25 times faster compared to naive algorithms
implementation.

Keywords: machine learning, svm, rvm, gpu, cuda, parallel computations.

Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå ñòàíäàðòíîãî êëàññèôèêàòîðà SVM (support vector machine) [1] ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç [2], ïîÿâëÿþòñÿ íåêâàäðàòè÷íûå
çàäà÷è SVM, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âûïóêëîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íî ñêîðîñòü ðàáîòû
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ñòàíîâèòñÿ óçêèì ãîðëûøêîì ïðè ïîñòðîåíèè ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêî-
ñòè. Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ñòàíäàðòíîãî êëàññèôèêàòîðà SVM � èñïîëü-
çîâàòü ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì SMO (sequential minimal optimization) [3]. Âî-ïåðâûõ, SMO çàòî-
÷åí ïîä ðåøåíèå èìåííî êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ êëàññè÷åñêèé SVM, à çíà÷èò
íåêâàäðàòè÷íûå çàäà÷è [2] âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ýòèì àëãîðèòìîì ðåøàòü íåëüçÿ. Âî-âòîðûõ,

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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SMO äåëàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ïîýòîìó íà î÷åíü áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ åãî óñêî-
ðèòü íå óäàñòñÿ.

Ñóùåñòâóþùèå ñïîñîáû, îïòèìèçèðóþùèå ñêîðîñòü ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà SVM, íå ãî-
äÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

� ñïîñîáû [3], [4], [5], [6] çàòî÷åíû ïîä êëàññè÷åñêèé SVM ñ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷åé;

� ñïîñîáû êëàññà [4] äåëàþò î÷åíü ìíîãî ¾ëåãêîâåñíûõ¿ èòåðàöèé. Åñòåñòâåííî, åñëè âûáîðêà
áîëüøàÿ, òàêèå àëãîðèòìû áóäóò ðàáîòàòü î÷åíü äîëãî. Çàäåéñòâîâàòü ìîùíîñòè ñîâðåìåí-
íûõ êëàñòåðîâ â ñëó÷àå ñ SMO ëèáî ñ äðóãèì àíàëîãè÷íûì àëãîðèòìîì, äåëàþùèì ìíîãî
èòåðàöèé, íåâûãîäíî.

Ðåøåíèå êðèòåðèÿ ñ êâàäðàòè÷íî-ìîäóëüíîé ðåãóëÿðèçàöèåé àíàëèòè÷åñêè âûïèñàòü íå óäà-
åòñÿ, âî-ïåðâûõ, èç-çà ìîäóëÿ, à, âî-âòîðûõ, èç-çà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà
òî÷êè îïòèìóìà èñïîëüçóåòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ê êðèòåðèþ ñ êâàäðàòè÷íî-ìîäóëüíîé
ðåãóëÿðèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ÷èñëåííîé
óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:

� ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà;

� ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà;

� ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè (ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé).

Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Íàñ
â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóåò ñêîðîñòü ðàáîòû ýòèõ ìåòîäîâ è òðåáóåìàÿ äëÿ èõ ðàáîòû ïàìÿòü.
Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà òðåáóþò ëèíåéíûõ ðàñõîäîâ ïî ïàìÿòè â
çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Îäíàêî èõ ñëàáàÿ ñòîðîíà � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, êîòîðûå
ýòè ìåòîäû äåëàþò. Î÷åíü ÷àñòî äàæå â çàäà÷àõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (N ∼ 100) ýòè ìåòîäû
âûïîëíÿþò òûñÿ÷è èòåðàöèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî êàê áû îòäåëüíàÿ èòåðàöèÿ íè áûëà óñêîðåíà, âñå
ðàâíî ïðèíöèïèàëüíî áîëüøîé ñêîðîñòè äîñòèãíóòü íå ïîëó÷èòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ýòèõ èòåðàöèé
âûïîëíÿåòñÿ î÷åíü ìíîãî.

Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè â ýòîì ñìûñëå îáëàäàåò ãîðàçäî áîëåå âûñîêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñêî-
ðîñòè. Äàæå íà áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ (N ∼ 1000) ýòîò ìåòîä âûïîëíÿåò äåñÿòêè èòåðàöèé.
Îäíàêî êàæäàÿ èòåðàöèÿ âû÷èñëèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ òÿæåëîé. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìåòîä
âíóòðåííåé òî÷êè ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷å áåç-
óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, äîáàâëÿÿ ê öåëåâîé ôóíêöèè øòðàôíûå ôóíêöèè, øòðàôóþùèå âûõîä
ïåðåìåííûõ îïòèìèçàöèè çà ïðåäåëû îáëàñòè äîïóñòèìûõ îãðàíè÷åíèé. Ñàìà çàäà÷à áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî ïåðåìíî-
æèòü ìàòðèöû ðàçìåðîâ N ×N è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðîâ N ×N . Ïåðâàÿ
èç ýòèõ îïåðàöèé î÷åíü õîðîøî ïàðàëëåëèòñÿ. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ òîæå ìîæåò áûòü ðàñïàðàëëåëå-
íà, íî ìåíåå ýôôåêòèâíî. Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè òðåáóåò ìíîãî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèö
ðàçìåðîâ N ×N , òî åñòü ïîòðåáëåíèå ïàìÿòè â ýòîì ñëó÷àå ðàñòåò êâàäðàòè÷íî îò ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè îáó÷åíèÿ SVM, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
âíóòðåííåé òî÷êè [7]. Âî-ïåðâûõ, ýòèì ìåòîäîì ìîæíî ðåøàòü ïðîèçâîëüíóþ çàäà÷ó âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Âî-âòîðûõ, ìå-
òîä â ñðåäíåì äåëàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ SMO è èìååò
îòëè÷íûé ïîòåíöèàë äëÿ óñêîðåíèÿ ÷åðåç ðàñïàðàëëåëèâàíèå. ßñíî, ÷òî êâàäðàòè÷íîå èñïîëüçî-
âàíèå ïàìÿòè äåëàåò ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèìûì ïðè ðàáîòå ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì äàííûõ.
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Â ðàìêàõ òåêóùåé ðàáîòû àâòîðû íå ñòîëêíóëèñü ñ çàäà÷àìè òàêîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîé
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì ïðèìåíÿòü ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè.

Âûïóêëûé êðèòåðèé îáó÷åíèÿ � äâàæäû ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ìà-
øèíà îïîðíûõ âåêòîðîâ

Â äàííîé ñòàòüå ìû èñõîäèì èç êëàññè÷åñêîé âåðñèè SVM, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îòáîðà ïðè-
çíàêîâ è íàçâàííîé â [8] äâàæäû ðåãóëÿðèçîâàííîé ìàøèíîé SVM.

Êàê è â êëàññè÷åñêîé SVM, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåêòû ðåàëüíîãî ìèðà ω ∈ Ω îïèñûâàþòñÿ
k ïðèçíàêàìè x(ω) = (x1(ω) . . . xk(ω)), êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îáúåêòîâ N â îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå. Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè aTx + b =

∑k
l=1 alxl +

+ b ≷ 0 â Rk äëÿ çàäàííîé îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè

k∑
l=1

[
βa2

l + µ|al|
]

+
∑N

j=1 δj → min
al,b,δj

;

yj(
k∑
l=1

alxlj + b) > 1− δj , j = 1, . . . , N,

δj > 0, j = 1, . . . , N,

îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ SVM áîëåå ñëîæíîé ðåãóëÿðèçàöèåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ
â êîìáèíèðîâàíèè íîðì L1 è L2 íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ñ âåñàìè β, µ âìåñòî ÷èñòîé íîðìû L2

â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.

Åñëè µ = 0, êðèòåðèé ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêèé SVM. Åñëè æå µ → +∞, êðèòåðèé
ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî ñåëåêòèâíûì, îòáðàñûâàÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ïðèçíàêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ìåíÿÿ
ïàðàìåòð µ, ìîæíî ìåíÿòü õàðàêòåð îáó÷åíèÿ îò ñîõðàíåíèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ äî èñêëþ÷åíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî èõ êîëè÷åñòâà èç ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìàøèíû SVM êðèòåðèé (1) óæå íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, íî
îñòàåòñÿ âûïóêëûì.

Ìàøèíà RVM ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ

Êðèòåðèé îáó÷åíèÿ (1) îñòàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìûì â ñèòóàöèè, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå
îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ S(ω′, ω′′) áîëåå óäîáíî, ÷åì ïðè ïîìîùè ïðèçíàêîâîãî
îïèñàíèÿ x(ω). Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ îáúåêòà ω ∈ Ω íà êàæäîì èç N îáúåêòîâ îáó-
÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè xl(ω) = S(ωl, ω) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê åãî âòîðè÷íûå ïðèçíàêè
[9]. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îáîáùåííóþ âåðñèþ RVM, êîòîðóþ ñëåäóåò íàçâàòü Relevance
Object Machine, ïîòîìó ÷òî íåò íèêàêîé ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ
ïðèçíàêîâ.

Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ íåñêîëüêèìè àïðèîðè ðàâíîâåðîÿòíûìè ôóíêöèÿìè
ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ Si(ω

′, ω′′), i = 1, n íå âëèÿåò ïðèíöèïèàëüíî íà êðèòåðèé, êðîìå òîãî, ÷òî
êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ ðàñøèðÿåòñÿ äî nN :{

xil = Si(ωl, ω)äëÿ âñåõ ω ∈ Ω;

xil,j = Si(ωl, ωj)äëÿ j-ãî îáúåêòà ωj .
(1)

Ïðÿìîå îáîáùåíèå êðèòåðèÿ (1) äàåò âûïóêëûé êðèòåðèé îáó÷åíèÿ, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ òîëü-
êî êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ:

n∑
i=1

N∑
l=1

[
βa2

il + µ|ail|
]

+
∑N

j=1 δj → min
ail,b,δj

;

yj(
n∑
i=1

N∑
l=1

ailxil,j + b) > 1− δj , j = 1, N ;

δj > 0, j = 1, N.
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Äâîéñòâåííàÿ çàïèñü êðèòåðèÿ è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âòîðè÷-
íûõ ïðèçíàêîâ

Òåîðåìà 1. Îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü (ail, i = 1, n, l = 1, N, b) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
âil =

1

2β
(sil + µ), sil < −µ;

âil = 0,−µ 6 sil 6 µ;

âil =
1

2β
(sil − µ), sil > µ;

(2)

b̂ = −

∑
j:0<λ̂j<1 λ̂j

∑
l,i:λ̂l>0,âil 6=0 âilxil,j +

∑
j:λ̂j=1 yj∑

j:0<λ̂j<1 λ̂j
, (3)

ãäå

sil =
∑
j:λ̂j>0

yj λ̂jxil,j ,

{j : 0 < λ̂j < 1} è {j : λ̂j = 1} � ïîäìíîæåñòâà íåíóëåâûõ ðåøåíèé {j : λ̂j > 0} äâîéñòâåííîé
çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:



W (λ1, . . . , λN |µ) =
∑N

j=1 λj −
1

4β

n∑
i=1

N∑
l=1


min


µ+

N∑
j=1

yjλjxil,j

0

µ−
N∑
j=1

yjλjxil,j





2

→ max
λ1,...,λN

;

∑N
j=1 yjλj = 0;

0 6 λj 6 1, j = 1, N.

(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà àíàëèçå ñåäëîâîé òî÷êè Ëàãðàíæèàíà èñõîäíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè (2), â êîòîðîé ÷èñëà (λ1, . . . , λN ) ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà ïðè
íåðàâåíñòâàõ yj(

∑n
i=1

∑N
l=1 ailxil,j + b)− 1 + δj > 0. �

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ W (λ)â çàäà÷å(4) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî W (λ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé: ëèíåéíîé
ïî λ è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ïî λ, òî îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî W (λ) - âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. �

Èçáàâèìñÿ îò óñëîâèÿ-ðàâåíñòâà â çàäà÷å (4), ÷òîáû îíà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâîâàëà ïîñòàíîâ-
êå âèäà (9). Ðàññìîòðèì íîâûå ïåðåìåííûå η è ìàòðèöó ïåðåõîäà Z, ÷òî λ = Zη. Òîãäà ìàòðèöà
Z âûãëÿäèò òàê:

Z =


−y2

y1
−y3

y1
· · · −yN

y1

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 (5)

Îáîçíà÷èì x̃il = {y1xil,1, ..., yNxil,N}T .
Óòâåðæäåíèå 2. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (4), çàïèñàííàÿ â ïåðåìåííûõ η, ïîëíîñòüþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîñòàíîâêå (9).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó (4) â ïåðåìåííûõ η:
W (η1, . . . , ηN |µ) = 1TZη − 1

4β

∑n
i=1

∑N
l=1

min

µ+ x̃T
ilZη

0

µ− x̃T
ilZη




2

→ max
η1,...,ηN−1

,

0 6 (Zη)j 6 1, j = 1, N

(6)

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ëèíåéíî, òî ôóíêöèÿ W (η) îñòàåòñÿ âûïóêëîé â ñèëó
òåîðåìû 1. Îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà ëèíåéíû, ñëåäîâàòåëüíî, âîãíóòû. �

Óòâåðæäåíèå 3. Ãðàäèåíò è ãåññèàí öåëåâîé ôóíêöèè W (η) äâîéñòâåííîé çàäà÷è 6 îïðåäåëÿ-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè:

∇W (η) = ZT1− 1

2β

∑
i,l:|x̃T

ilZη|>µ

[
ZTx̃il

(
x̃T
ilZη + µ sign(x̃T

ilZη)
)]

(7)

∇2W (η) =
1

2β
ZT

 ∑
i,l:|x̃T

ilZη|>µ

x̃ilx̃
T
il

Z (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

min

µ+ x̃T
ilZη

0
µ− x̃T

ilZη

 = min

[
µ− |x̃T

ilZη|
0

]
= min

[
µ− x̃T

ilZη sign(x̃T
ilZη)

0

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (6) è âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè âçÿòèÿ ïåðâîé è âòîðîé
ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ W (λ), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Óòâåðæäåíèÿ (2) è (3) äàþò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì [7] äëÿ ðåøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (6). Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ïåðåìåííûå η, ìû âûïîëíÿåì îáðàòíîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ê ïåðåìåííûì λ. Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïîëó÷àåì ñîãëàñíî òåîðåìå (1).

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ñåëåêòèâíîãî êîìáèíèðîâà-
íèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé

Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè îñâåùåíà â ëèòåðàòóðå [7], [10]. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôèêàöèÿ [7]. Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ýòîãî ìåòîäà òàêàÿ:{

min f(x);

c(x) > 0,
(9)

ãäå f(x) : Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à c(x) > 0 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ci :
Rn → R (1 6 i 6 m) íåîòðèöàòåëüíà è âñå ci âîãíóòû. Øòðàôû âûðàæàþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè, à ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè èùåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà.

Ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ñíà÷àëà ñâîäèò òó çàäà÷ó, êîòîðóþ îí ðåøàåò, ê äâîéñòâåííîé, à ïîòîì
îïåðèðóåò â òåðìèíàõ ýòîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ïîýòîìó ìû ôàêòè÷åñêè áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó,
äâîéñòâåííóþ ê äâîéñòâåííîé èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ Êàðóøà-
Êóíà-Òàêåðà äëÿ íîâîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èòåðàòèâíî ïðè
ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèé áóäåò 2N , òî è äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ áó-
äåò 2N , à àêòèâíûõ ïåðåìåííûõ îñòàíåòñÿ N − 1, ïîòîìó ÷òî ìû èçáàâèëèñü îò îãðàíè÷åíèÿ-
ðàâåíñòâà. Èòîãî, ïåðåìåííûõ â äâîéñòâåííîé çàäà÷å áóäåò 3N − 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ:
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� àëãîðèòì îïåðèðóåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x), åå ãðàäèåíòîì ∇f(x), ãåññèàíîì
∂2f(x)/(∂xi∂xj), çíà÷åíèåì îãðàíè÷åíèé C(x) è èõ ÿêîáèàíîì ∂ci(x)/∂xj â òî÷êå x;

� N − 1 èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê è ðàíüøå: η.

� 2N äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì π;

� Îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà èç (6) îáîçíà÷èì êàê âåêòîð-ñòîëáåö c(η) = {c1(η), ..., c2N (η)}T,
c̃ = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

N

, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
N

}T, Z̃ =
[
Z
−Z
]
. Òîãäà

c(η) = Z̃η + c̃; (10)

� p = [η, π], ψ(p) = W (η)− πT c(η)− µ
∑2N

i=1 log(π(i)c
2
(i)(η)).

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì 1, ïîñòðîåííûé íà áàçå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè [7], êîð-
ðåêòíî ðåøàåò çàäà÷ó (eqrefeq:svmmultimodalDoublyRegularizedSvm), ò. å.:

� íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå η0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óñëîâèÿìè
c(l)(η) > 0, l = 1, 2N ;

� ãðàäèåíò ∂W (η)/(∂ηi) è ãåññèàí ∂2W (η)/(∂ηi∂ηj) èñõîäíîé ôóíêöèè W (η) ïîñ÷èòàíû êîð-
ðåêòíî;

� ÿêîáèàí îãðàíè÷åíèé ∂c(i)(η)/∂ηj ïîñ÷èòàí êîððåêòíî;

� ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ êàæäîãî èç îãðàíè÷åíèé c(i)(η) åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ: óñëîâèÿ-îãðàíè÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (10).
Îöåíèì ýëåìåíòû âåêòîðà Zη = (λ1, ..., λN )T:{

λ1 =
∑N−1

i=1 −
yi+1

y1
ηi;

λi = ηi−1, i = 2, N.
(12)

ßñíî, ÷òî äëÿ i = 2, ..., N ñïðàâåäëèâî 0 < λi < 1 â ñèëó ôîðìóëû (11). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
î òîì, ÷òî n+1 > n−1 è y1 = −1, èìååì

∑N−1
i=1 −(yi+1/y1)ηi = n+1(3/(4n+1)) − (N − n+1)/(2(N −

− n+1)) = 1/4, ò.å. 0 < λ1 < 1. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 0 < −Zη + c̃ < 1.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî π0 = (1, ..., 1)T > 0T, ò. å. íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé òî÷êîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óñëîâèÿìè c(l)(η) > 0, l = 1, 2N . Êîððåêòíîñòü ãðàäèåíòà
∂W (η)/∂ηi è ãåññèàíà ∂

2W (η)/(∂ηi∂ηj) èñõîäíîé ôóíêöèè W (η) ãàðàíòèðóåòñÿ Óòâåðæäåíèåì
3. ßêîáèàí îãðàíè÷åíèé, ïîäàííûõ íà âõîä, î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîãëàñíî (10) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Z̃. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2c(i)(η)/(∂ηi∂ηj), î÷åâèäíî, íóëåâàÿ, òàê êàê âñå îãðàíè÷åíèÿ
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëèíåéíû. �

Àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ñåëåê-
òèâíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ 1-ïðîöåññîðíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îäèí ìîìåíò âðåìåíè òàêàÿ ìàøèíà ìîæåò âûïîëíèòü îäíó ýëåìåíòàðíóþ
àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèé, ò. å. ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, äåëåíèå, óìíîæåíèå.

Ïóñòü íàì äàíà îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü ωj , j = 1, N . Ïóñòü íàì çàäàíû ñïîñîáû ñðàâíåíèÿ
îáúåêòîâ Si(ω

′, ω′′), i = 1, n.
Êàæäûé j-ûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì xil,j , i = 1, n, l = 1, N , ò. å. nN ÷èñëàìè. Â

èòîãå âñÿ îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü çàíèìàåò ïàìÿòü ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû O(nN2). Ïåðåéäåì ê
àíàëèçó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòì 1 Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (2)

Âõîä: � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà xil,j , i = 1, n, l = 1, N, j = 1, N, yj = ±1;

� n+1 = |(j : yj = 1)| > n−1 = |(j : yj = −1)|, y1 = −1;

� ðåãóëÿðèçóþùèå êîýôôèöèåíòû β > 0, µ > 0;

� ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî ïîèñêà 0 < ν < 1, 0 < α < 1;

� ïàðàìåòðû îñòàíîâà ε1 > 0, ε2 > 0.
Âûõîä: âil, b
1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå p0 = [η0, π0]:

η0
i =

{
3/(4n1), yi+1 = 1,

1/(2(N − n+1)), yi+1 = −1
(11)

π0 = (1, . . . , 1)

2: ïîâòîðÿòü

3: X̃(ηs) = ZT
[∑

i,l:|x̃TilZηs|>µ
x̃ilx̃

T
il

]
Z

4: ∇W (ηs) = −1TZ + X̃(ηs)ηs

5: ∇2W (ηs) = X̃(ηs)
6: C(ηs) = diag(Z̃η + c̃), Θ = diag(πs1, . . . , π

s
2N )

7: ρs = max(0, ‖η
sT Z̃T πs‖

2N )
8: íàïðàâëåíèå ñïóñêà hs+1 =

[
dηs+1, dπs+1

]
âû÷èñëÿåì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûé óðàâ-

íåíèé: (
∇2W (ηs) −Z̃T

ΘZ̃ C(ηs)

)(
dηs+1

dπs+1

)
=

(
−∇W (ηs) + Z̃π
ρs1T − C(ηs)π

)
9: âåëè÷èíó øàãà γ âûáèðàåì íà îñíîâàíèè àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà[10]: γl = νlα. Êàê

òîëüêî íàõîäèòñÿ òàêîå l, ÷òî ψ(ps + γlh
s+1) 6 ψ(ps) + ωγl∇ψµ(ps)Ths+1, ëèíåéíûé ïîèñê

îñòàíàâëèâàåòñÿ.
10:

[
ηs+1, πs+1

]
= [ηs, πs] + γlh

s+1 ∈ R3N−1.

11: ïîêà |W (ηs)−W (ηs+1)| > ε1 and |∇W (ηs+1)− Z̃Tπs+1| > ε2 and |C(ηs+1)πs+1− ρs+11T | > ε2

12: λ = Zηs

13: âû÷èñëèòü âil, b ïî ôîðìóëàì (2)

Óòâåðæäåíèå 4. Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il ýêâèâàëåíòà îïåðàöèè óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö X∗X∗T, ãäå X∗ = (xi1,l1 , ...,xim,lm), {(ik, lk) : |x̃TiklkZη
s| > µ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X∗∗ =
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il . Òîãäà X∗∗k,m =

∑im,lm
i,l=i1,l1

xi,l,kxi,l,m, à ýòî îçíà-
÷àåò ñòàíäàðòíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
xi1,l1 , ...,xim,lm , à äðóãàÿ � åå òðàíñïîíèðîâàííàÿ. �

Ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà àë-
ãîðèòìà 1:

1. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó îáúåêòû × ïðèçíàêè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñ-
ëèòü nN2 ÷èñåë. Ñëîæíîñòü, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî äîëãî âû÷èñëÿþòñÿ
ñàìè ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ. Ñëîæíîñòü ýòîé îïåðàöèè N2

∑n
i=1O(Si), ãäå O(Si) îáîçíà÷àåò

ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ i-îé ôóíêöèè ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ.
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2. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ x̃il,j ñîñòàâëÿåò O(nN2), òàê êàê ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ n×N ×N
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

3. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ñîãëàñíî øàãó 1, ãåíåðèðóåò N − 1 ÷èñëî, èñïîëüçóÿ êàæäûé ðàç
íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, òàê ÷òî ñëîæíîñòü òóò áóäåò O(N). Ïàìÿòü òàêàÿ
æå: O(N).

4. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñëåâà âåêòîðà íà ýòó ìàòðèöó xTZ ýêâè-
âàëåíòíà ñóììå äâóõ âåêòîðîâ: (x2, ..., xN )T + x1(−y2/y1, ...,−yN/y1), ò.å. ñëîæíîñòü ïîëó-
÷àåòñÿ O(N).

5. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâà âåêòîðà íà ýòó ìàòðèöó Zx ýêâè-
âàëåíòíà óìíîæåíèþ ýòîãî âåêòîðà íà ïåðâûé ðÿä ýòîé ìàòðèöû è êîïèðîâàíèþ ýëåìåíòîâ
ýòîãî âåêòîðà â ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð, ò. å. ñëîæíîñòü ïîëó÷àåòñÿ O(N).

6. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû ñïðàâà è ñëåâà íà ëþáóþ
ìàòðèöó Z′ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ýòîé ìàòðèöû íà ïåðâûé ðÿä ìàòðèöû Z è êîïèðîâàíèþ
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû, ò. å. ñëîæíîñòü ïîëó÷àåòñÿ O(N2).

7. Àíàëèç ôîðìóëû øàãà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ãëàâíîãî öèêëà íåîáõîäèìî
çíàòü äëÿ êàæäîé ïàðû i, l çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ x̃T

ilZ, êîòîðîå íèêàê íå çàâèñèò îò íîìå-
ðà èòåðàöèè è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòüþ. Ïîýòîìó ìîæíî îäèí ðàç
çàðàíåå âû÷èñëèòü âñå x̃T

ilZ äëÿ âñåõ i, l. Ýòî çàíèìàåò, ñ ó÷åòîì âèäà ìàòðèöû Z, O(nN2).

8. Íà øàãå 3 íåîáõîäèìî äëÿ âñåõ i, l âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå x̃T
ilZη

s, çàðàíåå ïðåäâû÷èñëåí-
íûõ âåêòîðîâ ó íàñ nN , òîãäà â äàííîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü áóäåò O(nN2), òàê êàê êàæäûé
ðàç ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ðàâíÿåòñÿ O(N).

9. Äàëåå íà øàãå 3 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñóììó
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il . ÑîãëàñíîÓòâåðæäåíèþ

4, ýòî ýêâèâàëåíòíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö nN × k × nN , ãäå k = |i, l : |x̃T
ilZη

s| > µ|,
ò. å. k = 1, ..., nN . Òî åñòü â õóäøåì ñëó÷àå ýòî O(n3N3).

10. Øàã 4 âåäåò ê ñóììå äâóõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(N),
à âòîðîé çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ O(N2).

11. Øàãè 5�7 çàíèìàþò ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, ò. å. O(N)

12. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 8 äåëàåòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî dηs+1 ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé (N − 1) × (N − 1). Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì
Ãàóññà çà O(N3). Íà ñëåäóþùåì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ óæå dπs+1, ýòî äåëàåòñÿ çà O(N2) îïå-
ðàöèé.

13. Ëèíåéíûé ïîèñê íà øàãå 9 âûïîëíÿåòñÿ çà íåîïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òàê êàê
íåèçâåñòíî çàðàíåå, íà êàêîì íîìåðå l ôóíêöèÿ ψ(ps) óìåíüøèò ñâîå çíà÷åíèå. Äîïóñòèì,
÷òî ïðîøëî l øàãîâ. Íà êàæäîì øàãå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå ψ(ps),
âû÷èñëåííîå íà ïðîøëîé èòåðàöèè, íîâîå çíà÷åíèå ψ(ps + γlh

s+1) âû÷èñëÿåòñÿ, ñîãëàñíî
ôîðìóëå ψ(p), çà O(nN), òàê êàê îñíîâíûå çàòðàòû òóò ïîéäóò íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè W (η), îñòàëüíûå äâà ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿþòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(N). Èòîãî
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü øàãà 9 ñîñòàâëÿåò O(lnN).

14. Îñòàëüíûå øàãè àëãîðèòìà 10�13 âû÷èñëÿþòñÿ çà âðåìÿ O(nN2) çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ ïî
ôîðìóëàì (2).
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Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äî öèêëà 2 ñîñòîèò èç âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû îáúåêòû × ïðèçíàêè, ãåíåðà-
öèè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðåäâû÷èñëåíèÿ x̃T

ilZ äëÿ âñåõ i, l: O(nN2) + O(N) + O(nN2) =
= O(nN2). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öèêë 2 âûïîëíÿëñÿ m ðàç, à âíóòðåííèé öèêë ëèíåéíî-
ãî ïîèñêà âûïîëíÿëñÿ l1, ..., lm ðàç ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñëîæíîñòü öèêëà 2 ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:∑m

i=1

[
O(nN2) +O(n3N3) +O(N3) +O(linN)

]
= O(mn3N3) + O(nN

∑m
i=1 li). Êîëè÷åñòâî îïåðà-

öèé ïîñëå àëãîðèòìà ñâÿçàíî ëèøü ñ âû÷èñëåíèåì ðåçóëüòàòà è ðàâíî O(nN2). Â èòîãå îáùàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ðàâíîm, à íà êàæäîé èòåðàöèè
âûïîëíÿëñÿ ëèíåéíûé ïîèñê ñëîæíîñòüþ li, i = 1, ...,m,

Complexity = O(nN2) +O(mn3N3) +O(nN

m∑
i=1

li) +O(nN2) =

= O(mn3N3) +O(nN

m∑
i=1

li) (13)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî öèêë 2 âíîñèò ìàêñèìàëüíûé âêëàä â êîëè÷åñòâî îïåðàöèé àë-
ãîðèòìà, òàê êàê íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî âûïîëíÿòü óìíîæåíèå ìàòðèöû nN×k íà ñàìó ñåáÿ
òðàíñïîíèðîâàííóþ è ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé N × N . Ýòè îïåðàöèè èìååò ñìûñë
ðàñïàðàëëåëèòü. Òî, ÷òî àëãîðèòì âûíóæäåí äåðæàòü âñå nN2 ÷èñåë, � îñîáåííîñòü äàííîãî àë-
ãîðèòìà è îäíîâðåìåííî åãî ñàìûé ãëàâíûé íåäîñòàòîê, òàê êàê ýòî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò
îáúåìû äàííûõ (êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ è êîëè÷åñòâî ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ), íà êîòîðûõ
ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äàííûé àëãîðèòì.

Ìîäóëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Ñîãëàñíî àíàëèçó ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ â ðàçäåëàõ 8 íàèáîëåå òðóäîåìêèìè îïåðàöèÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðîâ N ×N è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ðàçìåðîâN×N . Èìåííî ýòè äâå îïåðàöèè âíîñÿò ìàêñèìàëüíûé âêëàä â èòîãîâóþ ñëîæíîñòü
êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ 1. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë íà÷àòü îïòèìèçàöèþ èìåííî ñ ýòèõ îïåðàöèé.
Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàì, óêàçàííûå âûøå àëãîðèòìû òðàòÿò íà óìíîæåíèå ìàòðèö è ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 80% âðåìåíè ñâîåé ðàáîòû. Åñòåñòâåííî, ðå÷ü èäåò î ðåàëèçàöèè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå.

Óìíîæåíèå ìàòðèö

Îáîñíóåì, ïî÷åìó ðàñïàðàëëåëèâàíèå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ëó÷øå, ÷åì ñóùåñòâóþùèå àëãî-
ðèòìû óìíîæåíèÿ. Êðîìå ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö N × N çà âðåìÿ O(N3)
èçâåñòíû òàêæå àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå áûñòðåå:

1. àëãîðèòì Øòðàññåíà [11] óìíîæàåò äâå ìàòðèöû ðàçìåðîâ N ×N çà O(N2.807);

2. àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà-Âèíîãðàäà [12], èìåþùèé ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ O(N2.3755);

3. àëãîðèòì Âèëüÿìñ [13], íåìíîãî îáãîíÿþùèé àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà�Âèíîãðàäà, è èìåþ-
ùèé ñëîæíîñòü O(N2.3727).

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè î÷åíü ïðîñòàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà � âèäåîêàðòà
NVidia Geforce 310M, èìåþùàÿ 16 GPU. Îöåíèì, êàêèõ ðàçìåðîâ äîëæíà áûòü ìàòðèöà, ÷òî-
áû àëãîðèòì Øòðàññåíà äàë âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà 16 ÿäåð. Îò-
âåò ïðîñò: N > 161/(3−2.807) ≈ 1000000. Â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè òàêàÿ ìàòðèöà çàíèìàëà áû
8 · 10000002/10242 ≈ 8 òåðàáàéò, ÷òî íà òåêóùèé ìîìåíò òåõíè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðèíöèïèàëüíî.
ßñíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå ìîùíûì âû÷èñëèòåëüíûì ñèñòåìàì âûèãðûø â ñêîðîñòè áóäåò
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè íåèçìåííûõ ðàçìåðàõ ìàòðèöû. ×òî êàñàåòñÿ àëãîðèòìà Âèëüÿìñ [13]
è àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà�Âèíîãðàäà [12], òî ýòè àëãîðèòìû èìåþò î÷åíü áîëüøóþ êîíñòàíòó
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Àëãîðèòì 2 Îáùàÿ ñõåìà òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
N ×N
Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ N ×N , âåêòîð b ðàçìåðîâ N × 1.
Âûõîä: âåêòîð x ðàçìåðîâ N × 1 : Ax = b.
1: äëÿ i = 1 to N

;
2: îáíîâèòü ìàòðèöó A, âûïîëíèâ, â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîãî ìåòîäà(Ãàóññà-Æîðäàíà,

ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî è ò.ä.) O(N2) îïåðàöèé;
3: âû÷èñëèòü ðåøåíèå x íà áàçå ìàòðèöû A, ïîëó÷åííîé ïîñëå N èòåðàöèé. Çäåñü ñëîæíîñòü

äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ íå ïðåâîñõîäèò O(N2).

ñëîæíîñòè, ïîýòîìó âûèãðûâàþò ó ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìîâ íà ìàòðèöàõ, ðàçìåðû êîòîðûõ ïðå-
âîñõîäÿò ñîâðåìåííûå òåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðîâ. Ïîýòîìó â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà âèäåîêàðòå � ëó÷øåå ðåøåíèå èç âñåõ âîçìîæíûõ, èñõî-
äÿ èç êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Åñëè ðàññìîòðåòü äåòàëè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè,
òî íåîáõîäèìî ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöó, çàãðóæåííóþ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà,
íåîáõîäèìî 1 ðàç ñêîïèðîâàòü â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü âèäåîêàðòû, ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû çà-
íèìàåò O(N2) îïåðàöèé. Ó÷èòûâàÿ ñîâðåìåííûå ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè CPU → GPU
è GPU → CPU [14], äàæå äëÿ ìàòðèöû 10000 × 10000 ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ êîïèðîâàíèÿ çàéìåò
ìåíüøå ñåêóíäû, ÷òî â ðàçû ìåíüøå âðåìåíè, êîòîðîå òðàòèòñÿ íà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö
íà GPU. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âûïîëíåíî äâå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö:
äëÿ îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíû(CPU) è äëÿ âèäåîêàðòû(GPU). Â êà÷åñòâå ôðåéìâîðêà, íà áàçå
êîòîðîãî âûïîëíÿëàñü ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, áûë âçÿò OpenCL [15]. Ýòî óäîáíûé ñîâðåìåí-
íûé ôðåéìâîðê, ñî÷åòàþùèé â ñåáå âîçìîæíîñòü ãèáêîé ðàçðàáîòêè íà C++ è ðåàëèçîâàííûé
ïðàêòè÷åñêè ïîäî âñå ñîâðåìåííûå âèäåîêàðòû, â ÷àñòíîñòè êàðòû NVidia.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñóùåñòâóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçðåæåííûìè, äåëÿòñÿ íà òî÷íûå(ïðÿìûå) ìåòîäû [16] è èòåðàöèîííûå ìåòîäû [16].

Òî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîïóëÿðíûå òî÷íûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé N ×N :

1. ìåòîä Ãàóññà-Æîðäàíà [17], êîëè÷åñòâî îïåðàöèé: 2N3;

2. ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî [18], êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé: N3/3;

3. äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç ðàçëîæåíèå ìàòðèöû â ïðîèç-
âåäåíèå áîëåå ïðîñòûõ ìàòðèö [19]: LU-ðàçëîæåíèå, QR-ðàçëîæåíèå è ò. ä. Ñëîæíîñòü òàêèõ
ìåòîäîâ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîñòàâëÿåò O(N3), îäíàêî ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò äîëüøå, ÷åì
÷åðåç ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî.

Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé ñõåìå.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó 2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûé âàðèàíò ïàðàëëåëèçàöèè
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïàðàëëåëèâàíèè êàæäîé èç N èòåðàöèé. Çäåñü ìîæåò áûòü äâà ïîäõîäà. Ïåð-
âûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íà êàæäîé èç N èòåðàöèé îòïðàâëÿòü íà âèäåîêàðòó òåêó-
ùóþ ìàòðèöó, à ïîòîì çàáèðàòü îòòóäà âû÷èñëåííûé ðåçóëüòàò. Òàêîé ïîäõîä èìååò ñóùåñòâåí-
íûé íåäîñòàòîê: îáíîâëåííóþ ìàòðèöó N×N ïðèäåòñÿ êîïèðîâàòü N ðàç âî âíóòðåííþþ ïàìÿòü
êàðòû. Óæå ïðè ðàçìåðàõ N = 10000, ñîãëàñíî [14], íà ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïîòðåáóåòñÿ ≈ 35 ìèí, ÷òî ñóùåñòâåííî äîëüøå, ÷åì ïðîñòî ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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÷åðåç ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå. Âòîðîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû çàãðóçèòü ìàòðèöó N × N íà âèäåîêàðòó öåëèêîì è ïðîâîäèòü âñå âû÷èñëåíèÿ íà íåé,
îäíàêî äàæå â òàêîé ñõåìå íå èçáåæàòü N èòåðàöèé, ëåæàùèõ â îñíîâå äàííîé ñõåìû, ÷òî äåëàåò
íåýôôåêòèâíûì ïîäîáíûé ïîäõîä. Ïîäòâåðæäåíèåì ÿâëÿþòñÿ ïîïûòêè ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì
ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî íà GPU [20], îäíàêî ðåçóëüòàòû ïîêà ñëàáûå: àëãîðèòì íà âèäåîêàðòå â 4
ðàçà ìåäëåííåå ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ, ðåàëèçîâàííûõ äëÿ îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíû, ïðè÷åì
ïîòåðÿ âðåìåíè êàê ðàç óõîäèò íà êîïèðîâàíèå äàííûõ è ïðî÷èå òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñóùå-
ñòâóþùèõ ìåõàíèçìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå CPU è GPU. Èòàê, òî÷íûå àëãîðèòìû
èìååò ñìûñë çàïóñêàòü íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå, ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàìêàõ òåõíè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé, ïðèíÿòûõ â äàííîé ðàáîòå. Ïîýòîìó ñðåäè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ èìååò ñìûñë ðåàëè-
çîâàòü íàèáîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà áàçå ðàçëîæåíèÿ
Õîëåöêîãî [18].

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1. ìåòîä ßêîáè [21];

2. ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ [21];

3. ìåòîä Ðåëàêñàöèè [22];

4. ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [10].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðâûå òðè ìåòîäà [21, 22] ñõîäèëèñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
íåêîòîðîé ìàòðèöû, çàâèñÿùåé îò àëãîðèòìà, óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ ρ(B) = max

λ
|λ(B)| < 1.

Äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ôàêò: íà çàäà÷àõ, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö
îêàçûâàåòñÿ > 1, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû íå ñõîäÿòñÿ.

Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ îêàçàëîñü íåýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü â ïðèêëàäíûõ çàäà-
÷àõ, ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä ïî÷òè âñåãäà âûïîëíÿåò êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû (ðèñ. 1). Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ìû ðåøèëè îòêàçàòüñÿ

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 842 × 842 îò íîìåðà èòåðàöèè â ìåòîäå
âíóòðåííåé òî÷êè. Âèäíî, ÷òî ÷åì âûøå íîìåð èòåðàöèè, òåì õóæå ðàáîòàåò ìåòîä, â ñå-
ðåäèíå ïóòè âûõîäÿ íà ïëàòî è äåëàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé O(N3)

îò èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Àëãîðèòì 3 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m.
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB.
1: äëÿ i = 1 to n
2: äëÿ j = 1 to m
3: âûáðàòü, êàêîå èç äâóõ ÿäåð ñâîáîäíî
4: îáíóëèòü òåêóùóþ ñóììó äëÿ âûáðàííîãî ÿäðà: S = 0
5: çàïóñòèòü íà ïîòîêå íà âûáðàííîì ÿäðå âû÷èñëåíèå ñóììû:
6: äëÿ k = 1 to N
7: S = S +A[i][k]A[k][j]
8: çàïèñàòü ðåçóëüòàò C[i][j] = S â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû
9: îñâîáîäèòü çàíÿòûé ïîòîê
10: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ [23] ëåãêî ïîçâîëÿþò âûíåñòè òàêèå îïåðàöèè â
îòäåëüíûå ìîäóëè, ÷òîáû ïîòîì îäèí è òîò æå àëãîðèòì ìîæíî áûëî çàïóñòèòü íà íîóòáóêå, íà
äåñêòîïå è íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå, óêàçàâ êàæäûé ðàç ðàçíóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ãèáêîñòè ïîäîáíîãî
óðîâíÿ â äàííîé ðàáîòå âñå àëãîðèòìû áóäóò ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå C++, matlab. Äàííûå ÿçû-
êè, âî-ïåðâûõ, ïîääåðæèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà âñåõ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ,
à âî-âòîðûõ, ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå ïàòòåðíû ïðîåêòèðîâàíèÿ [23], ïîçâîëÿþùèå
ïåðåèñïîëüçîâàòü êîä è ëåãêî ïîäìåíÿòü âåðñèè îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â çàâèñèìîñòè îò âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíóþ ðàçíèöó
ìåæäó öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì ïîðòàòèâíîãî êîìïüþòåðà (CPU) è âèäåîêàðòîé (GPU). Öåí-
òðàëüíûé ïðîöåññîð ïîðòàòèâíîãî êîìïüþòåðà îñíàùåí íåñêîëüêèìè ÿäðàìè (îáû÷íî 2�4), íà
êîòîðûõ ìîæíî ïàðàëëåëüíî èñïîëíÿòü íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Âèäåîêàðòà ÿâëÿ-
åòñÿ ñâîåîáðàçíûì ìèíèêëàñòåðîì � îíà óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî èìååò íà áîðòó áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ìèêðîïðîöåññîðîâ (GPU), êîòîðûõ îáû÷íî ñîòíè(íà ìîùíûõ âèäåîêàðòàõ), ÷òî äàåò
ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî â âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòÿõ GPU ïî ñðàâíåíèþ ñ CPU.

Ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà CPU

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ìàøèíå, îñíàùåííîé 2-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Core i7.
Åñòåñòâåííî, äàæå íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå ìîæíî âûèãðàòü â ñêîðîñòè óìíîæåíèÿ âäâîå,
åñëè ðàñïàðàëëåëèòü óìíîæåíèå íà äâà ÿäðà. Àëãîðèòì 3 èëëþñòðèðóåò ìåõàíèçì èñïîëüçîâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ÿäåð ïðè ðàáîòå ñ CPU.

Ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà âèäåîêàðòå NVidia GeForce
310M

Îñîáåííîñòü ðåàëèçàöèè OpenCL ïîä âèäåîêàðòû Nvidia çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìàêñèìàëü-
íàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû âèäåîêàðòû äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ðàçìåðû ìàòðèö êðàòíû 32
[24]. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðåàëüíîé æèçíè ðàçìåðû ìàòðèö, êîòîðûå íóæíî ïåðåìíîæàòü, âîâñå
íåîáÿçàòåëüíî êðàòíû 32. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ïàìÿòü íà âèäåîêàðòå îãðàíè÷åíà, òî î÷åíü
áîëüøèå ìàòðèöû òàì óìíîæàòü òîæå íåëüçÿ. Ïîýòîìó îáå èñõîäíûõ ìàòðèöû, êîòîðûå òðåáóåò-
ñÿ óìíîæèòü, íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà áëîêè òàê, ÷òîáû ðàçìåð êàæäîãî áëîêà áûë ìàêñèìàëüíûì
äëÿ äàííîé âèäåîêàðòû è êðàòåí 32. Åñòåñòâåííî, ÷òî îñòàíóòñÿ òàêèå áëîêè, îäèí èç ðàçìåðîâ
êîòîðûõ áóäåò 0 < s < 32. Â ñèëó ìàëîãî ðàçìåðà òàêîãî áëîêà, ìîæíî ëåãêî çàäåéñòâîâàòü
ñòàíäàðòíûé CPU äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ïî àëãîðèòìó 3. Ñîãëàñíî ñïåöèôèêàöèè äëÿ âèäåîêàðòû
NVidia GeForce 310M íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü ìàòðèöû ðàçìåðîâ íå áîëåå 1024× 1024.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû [17] èçâåñòíî ñëåäóþùåå
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Àëãîðèòì 4 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m, ãäå n | 1024, N | 1024,m |
1024, íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m, n | 1024, N | 1024,m | 1024
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB
1: ðàçáèòü èñõîäíûå ìàòðèöû íà áëîêè 1024× 1024. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ðàçìåðû ýòèõ

ìàòðèö êðàòíû 1024.
2: n = 1024ñ, N = 1024Ñ ,m = 1024m̃.
3: äëÿ k = 1 to ñ
4: äëÿ l = 1 to m̃
5: èíèöèàëèçèðîâàòü áëîê ìàòðèöû C[k][l] íóëÿìè
6: äëÿ p = 1 to Ñ
7: âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ áëîêà R = A[k][p]B[p][l] íà GPU, èñïîëüçóÿ ñòàí-

äàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà GPU ÷åðåç shared memory [24]
8: C[k][l] = C[k][l] + R

ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ ñëåäóþùåãî áëîêà ìàòðèöû C[k][l]
9: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Óòâåðæäåíèå 5. Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ äâóõ áëî÷íûõ ìàòðèö

A =

A11 ... A1M
...

. . .
...

AL1 ... ALM


è

B =

B11 ... B1N
...

. . .
...

BM1 ... BMN


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

C =


∑M

k=1 A1kBk1 · · ·
∑M

k=1 A1kBkN
...

. . .
...∑M

k=1 ALkBk1 · · ·
∑M

k=1 ALkBkN


ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåðû âñåõ áëî÷íûõ ìàòðèö Aik,Bik, à òàêæå ìàòðèö A,B, ñîîòâåòñòâóþò
ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Àëãîðèòì 4 îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàò-
ðèö, êîãäà èõ ðàçìåðû êðàòíû 1024. Àëãîðèòì 5 îáîáùàåò ñèòóàöèþ è îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ðàçìåðû êîòîðûõ êðàòíû 1024.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 4.

1. Øàãè àëãîðèòìà 1�2 äåëàþòñÿ çà O(1), òàê êàê ýòî ïðîñòî ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè äåëåíèÿ.

2. Øàã 5 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íóæíî âûïîëíèòü èíèöèàëèçàöèþ ìàòðèöû ðàçìåðàìè
O(10242). Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé: 10242.

3. Øàã 7 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñêîïèðîâàòü äâà áëîêà ìàòðèöû íà óñòðîéñòâî GPU -
O(10242), ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö [24] - O(10243/k), ãäå
k � êîëè÷åñòâî ÿäåð íà óñòðîéñòâå GPU, äëÿ âèäåîêàðòû NVidia GeForce 310M ýòî ÷èñëî
ðàâíî 16.

4. Øàã 8 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñêîïèðîâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ â ôèíàëü-
íóþ ìàòðèöó C � O(10242).
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Àëãîðèòì 5 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB
1: n = 1024ñ+ rA, N = 1024Ñ + rAB,m = 1024m̃+ rB
2: òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå äâóõ èñõîäíûõ ìàòðèö íà áëîêè:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,B =

(
B11 B12

B21 B22

)
ðàçìåðû êîòîðûõ ðàâíû:

A11 = 1024ñ× 1024Ñ ,A12 = 1024ñ× rAB,
A21 = rA × 1024Ñ ,A22 = rA × rAB
B11 = 1024Ñ × 1024m̃,B12 = 1024m̃× rB,
B21 = rAB × 1024m̃,B22 = rAB × rB

3: ïðîèçâåäåíèå A11B11 âû÷èñëÿåì ñîãëàñíî àëãîðèòìó 4
4: âñå îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ áëîêîâ Aik ×Blm âû÷èñëÿåì ïî àëãîðèòìó 3
5: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

Complexity = ñm̃
(

10242 + Ñ
(
10242 + 10243/16 + 10242

))
=

= (66Ñ + 1)nm =

(
33

512
+

1

N

)
nmN

Ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà:(
8nN + 8Nm+ 8× 2× 10242

)
10242

= 8
[
Ñ (ñ+ m̃) + 2

]
ìåãàáàéòà.

Åñëè ìàòðèöû òàêîâû, ÷òî ñ = m̃ = Ñ = 10, òî ïàìÿòè òàêîìó àëãîðèòìó ïîòðåáóåòñÿ 1602
ìåãàáàéòà ≈ 1,5 ãèãàáàéòà.

Êðîìå óìíîæåíèÿ ìàòðèö A11B11 íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óìíîæåíèå îñòàëüíûõ ÷àñòåé áëî÷-
íîé ñèñòåìû:

Complexity = nmrAB + nNrB + nrABrB + rANm+ rArABm+ rANrB + rArABrB 6

6 1024 (nm+ nN +Nm) + 10242 (n+m+N) + 10243 = O(nm+ nN +Nm)

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ ìàòðèö 5 ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

Complexity 6

(
33

512
+

1

N

)
nmN + 1024 (nm+ nN +Nm) + 10242 (n+m+N) + 10243

Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì 5 òðåáóåò ñòîëüêî æå ïàìÿòè, ñêîëüêî è àëãîðèòì 4.
Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà àëãîðèòì 1. Ñîãëàñíî øàãó 3 è Óòâåðæäåíèþ 4, åäèíñòâåí-

íàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö â ýòîì àëãîðèòìå, êîòîðàÿ íèêàê íå óïðîùàåòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ
â âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ X∗X∗T, ãäå X∗ � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ nN ×k, k = 1, ..., nN .
Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, êàê ïðèìåíèòü àëãîðèòì 5 ê âû÷èñëåíèþ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ: äîñòà-
òî÷íî âçÿòü ìàòðèöó X∗, òðàíñïîíèðîâàòü åå è ïðèìåíèòü àëãîðèòì 5. Íåîïòèìàëüíîñòü òàêîãî
ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèäåòñÿ âûäåëèòü ïàìÿòü äëÿ òîãî, ÷òîáû õðàíèòü òðàíñïî-
íèðîâàííóþ ìàòðèöó X∗, à çàòåì ñêîïèðîâàòü òóäà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó X∗. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàâ îáðàùåíèå ê îäíîé è òîé æå îáëàñòè ïàìÿòè,
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Àëãîðèòì 6 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ AAT íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n× n : C = AAT

1: C = ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà 5 íà ìàòðèöàõ A,AT

ãäå õðàíèòñÿ ìàòðèöà X∗. Ïðèâåäåì àëãîðèòì, âûïîëíÿþùèé óìíîæåíèå XXT ïî ïîäàííîé íà
âõîä ìàòðèöå X.

Ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé àëãîðèòì 6 íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 5, ïîýòîìó îáùåå
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ó ýòîãî àëãîðèòìà:

Complexity 6

(
33

512
+

1

N

)
nmN + 1024 (nm+ nN +Nm) +

+ 10242 (n+m+N) + 10243

Ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 6, âäâîå ìåíüøå ïàìÿòè, òðåáóåìîé äëÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà 5, ïîòîìó ÷òî íå íóæíî õðàíèòü âòîðóþ ìàòðèöó:

Memory =
(
8nN + 8× 2× 10242

)
/10242 = 8

[
Ñ ñ+ 2

]
ìåãàáàéòà

Óñêîðåíèå, ïîëó÷åííîå çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ óìíîæåíèÿ
ìàòðèö
Ïðîàíàëèçèðóåì âûèãðûø, äàâàåìûé àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà GPU 5, ïî ñðàâíå-

íèþ ñ àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà CPU 3. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ
íîóòáóê Sony Vaio, îñíàùåííûé ïðîöåññîðîì Core i7 è èìåþùèé 4096 ìåãàáàéò îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè. Âèäåîêàðòà NVIDIA GeForce 310M, èìåþùàÿ 512 ìåãàáàéò ïàìÿòè è 16 íåçàâèñèìûõ GPU.
Äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë {2n, n = 5, 11} 100 ðàç ãåíåðèðóåòñÿ äâå ñëó÷àéíûõ ìàòðèöû, èçìåðÿåò-
ñÿ âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî èç äâóõ àëãîðèòìîâ 5 è 3, à ïîòîì óñðåäíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ðàçìåðà
ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî âûèãðûø ïðè ïåðå-

Ðèñ. 2: Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äâóõ ðàçíûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö �
íà âèäåîêàðòå è íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå � â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà óìíîæàåìûõ
ìàòðèö

ìíîæåíèè ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ äîõîäèò äî 25 ðàç. Ýòî ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ òåì, ÷òî íà
âèäåîêàðòå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÿäåð, ÷åì íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå, íî åùå è ñ òåì, ÷òî ïëàíè-
ðîâùèê ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà âèäåîêàðòå ðàáîòàåò ëó÷øå è îïòèìàëüíåå ðàñïðåäåëÿåò
íàãðóçêó, ÷åì àíàëîãè÷íûé ïëàíèðîâùèê íà CPU.
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Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ
Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì 1, èñïîëüçóþùèé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö 6 è ðåøàþùèé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî [18],
óñïåøíî ïðèìåíåí â çàäà÷å ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà â ðàáîòå[25]. Ìàòåìàòè÷å-
ñêè ñòðîãèå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è îòáîðà ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áîëåå âûñîêîå êà÷å-
ñòâî êëàññèôèêàöèè. Â ðàáîòå [25] ïðèìåíåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà RVM, ê ïðåäñêàçàíèþ âòî-
ðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò
àâòîìàòè÷åñêè îòáèðàòü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ïðèçíàêè èç îáùåãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ.
Ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ strand'îâ îêàçàëàñü ðàâíîé ïðèìåðíî 75%, ÷òî íàõîäèòñÿ íà
óðîâíå óæå ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Îñîáåííî èíòåðåñíî òî, ÷òî íå áûëî çàìå-
÷åíî ïåðåîáó÷åíèÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ â íåñêîëüêî
ðàç âûøå ðàçìåðà îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî àìèíîêèñëîòíûõ ôðàãìåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé
ñòðóêòóðû áåëêà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì 1 ïîçâîëèë óñêîðèòü
ýòàï îáó÷åíèÿ â çàäà÷å ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà [25] â 25 ðàç â ñðàâíåíèè ñ
íàèâíîé ðåàëèçàöèåé äàííîãî àëãîðèòìà íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðèâåäåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñåëåêòèâíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ðàçíîðîäíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé îáúåêòîâ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî äàííîãî àëãîðèò-
ìà ïåðåä ñóùåñòâóþùèìè àíàëîãàìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí äåëàåò äåñÿòêè èòåðàöèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà âèäåîêàðòå, ÷òî
äàëî óñêîðåíèå â 25 ðàç â ñðàâíåíèè ñ íàèâíîé ðåàëèçàöèåé òàêîãî æå àëãîðèòìà íà âèäåîêàð-
òå. Íåäîñòàòêîì äàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí òðåáóåò êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà ïàìÿòè â
çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå äàí-
íîãî àëãîðèòìà äëÿ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ íà î÷åíü áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ(÷èñëî îáúåêòîâ
N � 105).
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íà îñíîâå êëàñòåðèçàöèè è ïîêðûòèé ìíîæåñòâà
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷è-
òûâàþùàÿ ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ. Îöåíêà îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû). Èòîãîâàÿ îöåíêà ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî àë-
ãîðèòìîâ âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê ìåæäó êëà-
ñòåðàìè. Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåòèêî-
ãðóïïîâîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ó÷åòå ñèììåòðèé. Íà ïðèìåðå çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI
ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ðÿäå ñëó÷àåâ äàåò ìåíåå çàâûøåííóþ îöåíêó âåðîÿò-
íîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå êîìáèíàòîðíûìè îöåíêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ, ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îöåíêà âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ, ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ, ÷àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà.

Combinatorial bounds on probability of overfitting
based on clustering and coverage of classifiers∗

A. I. Frey, I. O. Tolstikhin
Computing Centre of RAS

The paper improves existing combinatorial bounds on probability of overfitting. A new bound
is based on partitioning of a set of classifiers into nonoverlapping clusters and then embedding
each cluster into a superset with known exact formula for the probability of overfitting. The key
idea is to account for similarities between classifiers within each cluster. As a result, the new
bound outperforms existing combinatorial bounds in the authors’ experiments on real datasets
from UCI repository.

Keywords: probability of overfitting, empirical risk, combinatorial bounds, similaritiy between
classifiers, error bounds.

Ââåäåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó
âûáîðà ïî íåïîëíîé èíôîðìàöèè. Êà÷åñòâî àëãîðèòìà, âûáðàííîãî ïî êîíå÷íîé îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå îáúåêòîâ, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî õóæå íà íåçàâèñèìîé êîíòðîëüíîé
âûáîðêå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçîøëî ïåðåîáó÷åíèå àëãîðèòìà [1, 2].

Â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè [3] âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó-
÷åíèÿ íàçûâàþò äîëþ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ
ïîäâûáîðêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ïðè êîòîðûõ ïðîèçîøëî ïåðåîáó÷åíèå. Â [4] ïîêàçà-

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêò �11-07-00480, �12-07-33099 -ìîë-à-âåä) è ïðîãðàììîé ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àë-
ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî
ïîêîëåíèÿ¿.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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íî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ïðîôèëÿ ðàññëîåíèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ
è îò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé.

Ïðîôèëåì ðàññëîåíèÿ íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê íà ãå-
íåðàëüíîé âûáîðêå. Àëãîðèòìû ñ âûñîêèì ÷èñëîì îøèáîê èìåþò íèçêóþ âåðîÿòíîñòü
ðåàëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ è ïîòîìó äàþò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ. Äàííîå ÿâëåíèå ïîäðîáíî èçó÷åíî â ðàáîòàõ [5, 6, 7]. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ
[8, 9] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî êîìïîçèöèé ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè íà
ìíîãèõ çàäà÷àõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI.

Ñõîæèìè íàçûâàþò àëãîðèìû, õýììèíãîâû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìàëû. Â [4]
ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷å-
íèÿ îñíîâàíû íà àíàëèçå ïàð ñâÿçíûõ àëãîðèòìîâ, ò. å. ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íà îäíîì
îáúåêòå. Äàííûé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå ó÷åñòü ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ. Ïðåä-
ëîæåííûé â [10] ìåòîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñõîäñòâî, íî ëèøü â âèäå îöåíîê õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ñâÿçü ìåæäó ñõîäñòâîì àëãîðèòìîâ è âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ
áóäåò èçó÷åíà ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà [11, 12, 13]. ×òîáû óñòðàíèòü ýô-
ôåêò ðàññëîåíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà, â êîòîðûõ
âñå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà
êëàñòåðèçàöèè àëãîðèòìîâ ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Çàòåì äàííàÿ îöåíêà îáîáùàåò-
ñÿ íà ñåìåéñòâà ñ ðàññëîåíèåì àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê. Ýêñïåðèìåíòû íà 11 çàäà÷àõ
èç ðåïîçèòîðèÿ UCI ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä â ðÿäå ñëó÷àåâ óòî÷íÿåò âñå
èçâåñòíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X =
(
x1, . . . , xL), ñîñòîÿùàÿ èç L îáúåêòîâ. Ïðîèç-

âîëüíûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè, ïðèìåíåííûé ê äàííîé âûáîðêå, ïîðîæäàåò áèíàðíûé
âåêòîð îøèáîê a ≡

(
I(a, xi)

)
L
i=1, ãäå I(a, xi) ∈ {0, 1}� áèíàðíûé èíäèêàòîð îøèáêè àëãî-

ðèòìà a íà îáúåêòå xi. Â äàëüíåéøåì ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðî-
âàííîé, ïîýòîìó àëãîðèòìû áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ âåêòîðàìè èõ îøèáîê íà âûáîðêå X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäâûáîðêè U ⊆ X ÷èñëî è ÷àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà a îáîçíà-
÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç n(a, U) =

∑
xi∈U

I(a, xi) è ν(a, U) = n(a, U)/|U |.

Ïóñòü [X]` �ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X íà îáó÷àþùóþ âûáîð-
êó X äëèíû ` è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó X̄ äëèíû k = L− `. Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàþò
îòîáðàæåíèå µ, êîòîðîå ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X ∈ [X]` ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðûé àëãîðèòì a = µ(A,X) èç çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ A, ãäå A =
= {0, 1}L �ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ îøèáîê. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçáèåíèÿ X t X̄ = X ïåðåîáó÷åííîñòüþ àëãîðèòìà a = µ(A,X) íàçûâàþò óêëîíåíèå
÷àñòîò åãî îøèáîê íà êîíòðîëå è íà îáó÷åíèè δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X).

×àñòîòó îøèáîê ν(a,X) àëãîðèòìà a íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X ÷àñòî íàçûâàþò ýìïè-
ðè÷åñêèì ðèñêîì. Ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÌÝÐ)� ýòî òàêîé ìåòîä îáó÷åíèÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé îáó÷àþùåé âûáîðêè X âûáðàííûé àëãîðèòì a = µ(A,X) äîïóñêàåò íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ X ∈ [X]`

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî µ(A,X) ∈ A(X), ãäå

A(X) ≡ Arg min
a∈A

n(a,X). (1)
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Ïðè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò âîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòü � íåñêîëüêî
àëãîðèòìîâ èç A(X) ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Äëÿ
óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïè-
ðè÷åñêîãî ðèñêà, âûáèðàþùèé â A(X) àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé
âûáîðêå. Ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå, òàê êàê îí ïîä-
ãëÿäûâàåò â ñêðûòóþ ÷àñòü ãåíåðàëüíîé âûáîðêè. Òåì íå ìåíåå ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ
ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé òåîðåòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé, ïîñêîëüêó îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âåðõíèå
îöåíêè íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ëþáîãî ÌÝÐ.

Ñëåäóÿ ñëàáîé âåðîÿòíîñòíîé àêñèîìàòèêå [4], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå [X]`

âñåõ C`
L ðàçáèåíèé X t X̄ ââåäåíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Òîãäà âåðî-

ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîëÿ ðàçáèåíèé, ïðè êîòîðûõ ïåðåîáó÷åí-
íîñòü ïðåâûøàåò çàäàííûé ïîðîã ε ∈ (0, 1]:

Qε(A) = P[δ(µ(A,X), X) > ε], (2)

ãäå P[ϕ ] ≡ 1
C`L

∑
X∈[X]`

ϕ(X), ϕ�ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé [X]`,

à êâàäðàòíûå ñêîáêè ïåðåâîäÿò ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå â ÷èñëî 0 èëè 1 ïî ïðàâè-
ëàì [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 0. Çàìåòèì, ÷òî 1−Qε(A) êàê ôóíêöèÿ ïîðîãà ε åñòü ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû δ(µ(A,X), X), îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå {[X]`, 2[X]` ,P}, ãäå P�ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà èç
êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ èäåò ðå÷ü, áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò A
è çàïèñûâàòü âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ êàê Qε.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {a}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî àëãîðèòìà. Òîãäà µX = a äëÿ
ëþáîé âûáîðêè X ∈ [X]`. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε ïðåîáðàçîâàëàñü
â âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ óêëîíåíèé ìåæäó ÷àñòîòàìè îøèáîê â âûáîðêàõ X, X̄. Äîïóñòèâ,
÷òî ÷èñëî îøèáîê n(a,X) íàì èçâåñòíî, ïîëó÷èì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Qε.

Òåîðåìà 1 (FC-îöåíêà [8]). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àëãîðèòìà a, òàêîãî ÷òî m = n(a,X),
è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûì õâîñòîì ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Qε(a) = H`,m
L

(
`
L

(m− εk)
)
, (3)

ãäå H`,m
L (s) =

s∑
t=0

h`,mL (t)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, h`,mL (t) =

= Ct
mC

`−t
L−m/C

`
L �ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [4].

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ
îöåíêàõ. Îöåíêà (3), ïðèìåíåííàÿ ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâîì Áóëÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó íà Qε(A), ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ.

Òåîðåìà 2 (VC-îöåíêà [8]). Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿò-
íîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ñóììîé FC-îöåíîê ïî ìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ A:

Qε(A) 6 P
[
max
a∈A

δ(a,X) > ε
]
6
∑
a∈A

H`,m
L

(
`
L

(m− εk)
)
, m = n(a,X). (4)

Íàçîâåì äâå ïðè÷èíû çàâûøåííîñòè îöåíêè (4). Âî-ïåðâûõ, áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ
èç A èìåþò âûñîêóþ ÷àñòîòó îøèáîê è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò èñ÷åçàþùå ìàëóþ âåðîÿò-
íîñòü ðåàëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îöåíêà ðàâíîìåðíîãî óêëîíåíèÿ
èãíîðèðóåò ýòî ñâîéñòâî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ. Âî-âòîðûõ, íåðàâåíñòâî Áóëÿ èãíîðèðóåò òîò
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε îò õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ d = ρ(a1, a2)
ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê ïàðû àëãîðèòìîâ. L = 100, ` = 50

ôàêò, ÷òî àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê ïåðåîáó÷àþòñÿ â îñíîâíîì íà îäíèõ
è òåõ æå ðàçáèåíèÿõ. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè äîëæíû ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ìåòîäà îáó÷åíèÿ
è ñõîäñòâî ìåæäó àëãîðèòìàìè.

Ýôôåêò ñõîäñòâà

Õýììèíãîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó àëãîðèòìàìè a1 è a2 íàçûâàþò âåëè÷èíó

ρ(a1, a2) =
∑
xi∈X

[a1(xi) 6= a2(xi)].

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé çàâèñèìîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îò õýììèí-
ãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè ñåìåéñòâà.

Ýêñïåðèìåíò 1. Ìíîæåñòâî A = (a1, a2) ñîñòîèò èç äâóõ àëãîðèòìîâ, äîïóñêàþùèõ
ïî m îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåêòîðû îøèáîê ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû õýììèíãîâî
ðàññòîÿíèå ρ(a1, a2) ðàâíÿëîñü çàðàíåå ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó d. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çà-
âèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε(A) îò õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè.
Âèäíî, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ρ(a1, a2).

Çàäàäèìñÿ öåëüþ ïîñòðîèòü âåðõíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþ-
ùóþ äàííûé ýôôåêò. Äîïóñòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At òàê, ÷òî
â êàæäîå Ai ïîïàëè ëèøü àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Â äàííîé ñèòóàöèè
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà Ai êëàñòåðàìè àëãîðèòìîâ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ
âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà A ìîæíî ñâåñòè ê îöåíèâàíèþ âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ îòäåëüíûõ êëàñòåðîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Qε(A) 6
t∑
i=1

Qε(At). (5)

Â äàëüíåéøåì ëåììà 3 áóäåò èãðàòü òó æå ðîëü, ÷òî è íåðàâåíñòâî Áóëÿ ïðè âûâî-
äå îöåíêè (4). Ïðåèìóùåñòâî äàííîé ëåììû â òîì, ÷òî âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì
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àëãîðèòìàì a ∈ A ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êëàñòåðàì ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ
A = A1 t A2 t · · · t At.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (5) äëÿ t = 2 (äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà êëàñòåðîâ íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ(A,X) àëãîðèòì, âûáðàííûé ïåññèìèñòè÷åñêèì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî
ðèñêà èç ìíîæåñòâà A ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå
X ∈ [X]` è ïîêàæåì ñëåäóþùåå:

[δ(µ(A,X), X) > ε] 6 [δ(µ(A1, X), X) > ε] + [δ(µ(A2, X), X) > ε]. (6)

Äëÿ ðàçáèåíèÿ X è ìíîæåñòâ A1, A2, A ìíîæåñòâà A1(X), A2(X), A(X) îïðåäåëåíû ñî-
ãëàñíî (1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1(X), n2(X) è n(X) ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå
äëÿ àëãîðèòìîâ èç A1(X), A2(X) è A(X), ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî n1(X) > n(X)
è n2(X) > n(X), íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ îáÿçàòåëüíî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, âî âòîðîì îáà
íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n1(X) > n(X). Òîãäà A2(X) = A(X), è ñëåäîâà-
òåëüíî µ(A2, X) = µ(A,X), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (6).

Ñëó÷àé 2. Èç n1(X) = n2(X) = n(X) ñëåäóåò, ÷òî A(X) = A1(X) ∪ A2(X), è, òàêèì
îáðàçîì, ëèáî µ(A,X) ∈ A1(X), ëèáî µ(A,X) ∈ A2(X) (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîå èç
ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ ïîïàë àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå).
Çíà÷èò, âíîâü âûïîëíåíî (6). �

Äëÿ âûâîäà âåðõíèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà óäîáíî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà àëãîðèòìû äîïóñêàëè ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê
íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé èç ðàáîòû [13].

Ëåììà 4. Ïóñòü Ai, B �äâà ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ, Ai ⊆ B, è âñå àëãîðèòìû èç B äî-
ïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Ïóñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìè-
çàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Òîãäà äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Qε(Ai) 6 Qε(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ B = Ai ∪ {b}. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå X ∈ [X]`. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðàçáèåíèÿ ñ µ(B,X) = b, ïî-
òîìó ÷òî âêëàä îñòàëüíûõ ðàçáèåíèé â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ íå èçìåíèëñÿ. Ïóñòü
a = µ(Ai, X)� àëãîðèòì, âûáðàííûé íà ðàçáèåíèè X ìåòîäîì îáó÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ai.
Ïîñêîëüêó µ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïîëó÷èì n(b,X) 6 n(a,X).
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ àëãîðèòìû a è b èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå,
óêëîíåíèå ÷àñòîòû δ(b,X) > δ(a,X). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä êàæäîãî ðàçáèåíèÿ îò äîáàâ-
ëåíèÿ àëãîðèòìà b ìîã òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. �

Íà âûáîð ìíîæåñòâà B íàêëàäûâàåòñÿ íåñêîëüêî óñëîâèé. Âî-ïåðâûõ, îíî äîëæíî
ñîñòîÿòü èç àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âî-âòîðûõ, âñå
àëãîðèòìû äîëæíû èìåòü áëèçêèå âåêòîðû îøèáîê. Â-òðåòüèõ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïå-
ðåîáó÷åíèÿ Qε(B) äîëæíà áûòü âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ñëåäóþùåå
ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿåò âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a0 �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ñ m îøèáêàìè, r 6 m�íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. Öåíòðàëüíûì ñëîåì õýììèíãîâà øàðà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî:

Bm
r (a0) = {a ∈ A : ρ(a, a0) 6 r è n(a,X) = m}.

Äàííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç àëãîðèòìîâ õýììèíãîâà øàðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a0,
äîïóñêàþùèõ íà ïîëíîé âûáîðêå ñòîëüêî æå îøèáîê, ñêîëüêî è öåíòð øàðà. Âåðîÿòíîñòü
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ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r (a0)) çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà øàðà r è ÷èñëà îøèáîê n(a0,X),

ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âìåñòî Bm
r (a0) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü Bm

r .

Ýêñïåðèìåíò 2. Èññëåäóåì âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà Ìîíòå-Êàðëî, ñýìïëèðóÿ (2) ïî 10 òûñ. ñëó÷àéíûì ïîäâûáîðêàì X ∈ [X]`. Äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ ìû ðàññìîòðèì åùå îäíî ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî Rm

n , ñîñòàâëåííîå èç n àëãîðèòìîâ,
äîïóñêàþùèõ ïî m îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåêòîðû îøèáîê âñåõ àëãîðèòìîâ èç Rm

n

ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïîêàçàíî, ïðè êàêîì ÷èñëå
àëãîðèòìîâ n â Rm

n ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèé Qε(R
m
n ) è Qε(B

m
r ) ñîâïàäàþò.

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå |Rm
n | è |Bm

r | ïðè L = 50, ` = 25, m = 10

r |Bm
r | |Rm

n | δ
2 401 2 0.079
4 35 501 7 0.160
6 1 221 101 39 0.240
8 20 413 001 378 0.319

Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî âñåãî ñåìü àëãîðèòìîâ ñî ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè îøèáîê ìîãóò
ïåðåîáó÷èòüñÿ òàê æå ñèëüíî, êàê è ìíîæåñòâî èç äåñÿòêîâ òûñÿ÷ àëãîðèòìîâ ñ áëèçêèìè
âåêòîðàìè îøèáîê. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äåòàëüíî èçó÷èì ýòî ñâîéñòâî ìíîæåñòâà
Bm
r è ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B

m
r ).

Öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà

Òî÷íàÿ ôîðìóëà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) âïåðâûå ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [13].

Òåîðåìà 5 ([13]). Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ m-ãî ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà Bm

r ðàäèóñà r ïðè r 6 2m è
n(a0,X) = m çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Qε(B
m
r ) = H`,m

L ( `
L

(m− εk) +
⌊
r/2
⌋
) · [m > εk], (7)

ãäå H`,m
L (s)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàíåå íå ïóáëèêîâàëîñü, è ìû ïðèâîäèì åãî â íàñòî-
ÿùåì ïàðàãðàôå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä
[11, 12, 13].

Ïóñòü SL = {π : X → X}� ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èç L ýëåìåíòîâ, äåéñòâóþùàÿ íà
ãåíåðàëüíóþ âûáîðêó ïåðåñòàíîâêàìè îáúåêòîâ. Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé π ∈ SL íà àëãî-
ðèòì a ∈ A îïðåäåëåíî ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò âåêòîðà îøèáîê: (πa)(xi) = a(π−1xi).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûáîðêè X ∈ [X]` è ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊂ {0, 1}L äåéñòâèÿ πX è
πA îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: πX = {πx : x ∈ X}, πA = {πa : a ∈ A}.
Îïðåäåëåíèå 2 ([11]). Ãðóïïîé ñèììåòðèé Sym(A) ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊂ A íà-
çûâàþò åãî ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó:

Sym(A) = {π ∈ SL : πA = A}.
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Îðáèòîé ýëåìåíòà m ìíîæåñòâà M , íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G, íàçûâàåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâî Gm = {gm : g ∈ G} ⊆ M . Îðáèòû äâóõ ýëåìåíòîâ m1 è m2 ëèáî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà M íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îðáèòû: M = Gm1 t . . . t Gmk. Ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Sym(A) íà A
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(A), è äëÿ êàæäîé îðáèòû ω ∈ Ω(A) îáîçíà÷èì ÷åðåç aω ïðîèçâîëü-
íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîé îðáèòû. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ Sym(A) íà [X]`

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω([X]`), è äëÿ îðáèòû τ ∈ Ω([X]`) îáîçíà÷èì åå ïðåäñòàâèòåëÿ ÷åðåç Xτ .
Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ãðóïïà Sym(A) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñèììåòðèè

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ïðè âûâîäå îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-
òàõ [11, 12] èñïîëüçóåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.
Ýòîò ìåòîä âûáèðàåò ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç ìíîæåñòâà A(X) ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðî-
ÿòíî. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ (2) ïðèõîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü, óñðåäíèâ
ïåðåîáó÷åííîñòü ïî ìíîæåñòâó A(X):

Qε(A) =
1

C`
L

∑
X∈[X]`

1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[
δ(a,X) > ε

]
. (8)

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ó÷åòîì ãðóïïû ñèììåòðèé Sym(A) âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ (8)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
ω∈Ω(A)

|ω|
∑
X∈[X]`

[aω ∈ A(X)]

|A(X)|
[δ(aω, X) > ε].

Äëÿ âûâîäà òî÷íîé ôîðìóëû Qε(B
m
r ) íàì áóäåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå ãðóïïû

ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå [X]` âñåõ ðàçáèåíèé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü.

Ëåììà 6. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : 2A × [X]` → R äëÿ âñåõ A ⊂ A, X ∈ [X]`

è âñåõ π ∈ Sym(A) âûïîëíåíî óñëîâèå f(A,X) = f(A, πX). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ðàçëîæåíèå: ∑

X∈[X]`

f(A,X) =
∑

τ∈Ω([X]`)

|τ |f(A,Xτ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ãðóïïèðîâêè ðàâíûõ ñëà-
ãàåìûõ. �

Íàñ èíòåðåñóåò, êàêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ f(A,X) = f(A, πX). Ââåäåì
ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ:

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïåðâîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü g : A × [X]` → R, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî g(a,X) = g(πa, πX);

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé âòîðîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü G : 2A × [X]` → 2A, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî πG(A,X) = G(πA, πX);

� ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü f : 2A × [X]` → R, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî f(A,X) = f(πA, πX).

Â [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè n(a,X) è ν(a,X) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ôóíê-
öèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à A è A(X)� ñèììåòðè÷íûìè âòîðîãî ðîäà. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû
ïîçâîëÿþò ëåãêî ñòðîèòü íîâûå ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè èç óæå èìåþùèõñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü g1, g2, . . . , gp � ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè ïåðâîãî ðîäà, f1, f2, . . . , fp �
ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè òðåòüåãî ðîäà, F : Rp → R�ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà F (g1, g2, . . . , gp)� âíîâü ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà,
F (f1, f2, . . . , fp)� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî ðîäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì

F (πa, πX) ≡ F (g1(πa, πX), . . . , gp(πa, πX)) = F (g1(a,X), . . . , gp(a,X)) ≡ F (a,X),

è àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé òðåòüåãî ðîäà. �

Òåîðåìà 8. Ïóñòü g� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà, G� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ âòîðîãî ðîäà. Òîãäà f(A,X) ≡ |G(A,X)| è f(A,X) ≡

∑
a∈G(A,X)

g(a,X)� ñèììåòðè÷íûå

ôóíêöèè òðåòüåãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ A âûïîëíåíî |A| = |πA|, ïîñêîëüêó
π, êàê ýëåìåíò ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, |G(A,X)| = |πG(A,X)| =
= |G(πA, πX)|.

Äëÿ ôóíêöèè f(A,X) ≡
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

f(πA, πX) =
∑

a∈G(πA,πX)

g(a, πX) =
∑

a∈πG(A,X)

g(a, πX) =

=
∑

a∈G(A,X)

g(πa, πX) =
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) = f(A,X).

�

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî 1
|A(X)|

∑
a∈A(X)

[δ(a,X) > ε] ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà, à ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæíî ôàê-
òîðèçîâàòü ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè:

Qε(A) =
∑

τ∈Ω([X]`)

|τ |
|A(Xτ )|

∑
a∈A(Xτ )

[δ(a,Xτ ) > ε]. (9)

Äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå àëãîðèòìû èç A èìåþò ðàâ-
íîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âñå a ∈ A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |
[
min
a∈A

n(a,Xτ ) 6
`

L
(m− εk)

]
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû èç A(Xτ ) èìåþò îäèíàêîâîå ïåðåîáó÷åíèå.
Ýòî ñëåäóåò èç äâóõ óòâåðæäåíèé: âî-ïåðâûõ, âñå àëãîðèòìû èç A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî
îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå, âî-âòîðûõ, âñå àëãîðèòìû èç A(Xτ ) èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøè-
áîê íà îáó÷åíèè. Çíà÷èò (9) ìîæíî óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ | [δ(a′, Xτ ) > ε] ,

ãäå a′ �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç A(Xτ ). Èç a′ ∈ A(Xτ ) ñëåäóåò, ÷òî n(a′, Xτ ) =
= min

a∈A
n(a,X). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ ÷àñòîòû δ(a,X) è

ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷àåì (10). �
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Âåðíåìñÿ ê âûâîäó ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýì-
ìèíãîâà øàðà Bm

r ñ öåíòðîì â a0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xm = {x ∈ X : a0(x) = 1} ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàåòñÿ àëãîðèòì a0, è X

L−m = {x ∈ X : a0(x) = 0}�ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ a0 íå îøèáàåòñÿ.

Ëåììà 10. Ãðóïïà Sm × SL−m, ãäå Sm è SLm � ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê,
äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ Xm è XL−m, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
ñèììåòðèé ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ Bm

r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýììèíãîâà
øàðà è èíâàðèàíòíîñòè õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèþ ãðóïïû SL. �

Ëåììà 11. Îðáèòû τ ∈ Ω([X]`) èíäåêñèðîâàíû ïàðàìåòðîì i = |X ∩ Xm|. Ìîùíîñòü
îðáèòû τi çàïèñûâàåòñÿ â âèäå |τi| = C`

Lh
`,m
L (i), ãäå h`,mL (i) = Ct

mC
`−i
L−m/C

`
L �ôóíêöèÿ ïëîò-

íîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû
ïîäãðóïïû ñèììåòðèé, ïîëó÷åííîé â ëåììå 10. Ìîùíîñòü îðáèòû |τi| = C`

Lh
`,m
L (i) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷èñëîì ñïîñîáîâ âûáðàòü i îáúåêòîâ èç Xm è `− i îáúåêòîâ èç XL−m. �

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 9 è ëåììîé 11, ïîëó÷èì

Qε(B
m
r ) =

m∑
i=0

h`,mL (i)

[
min
a∈A

n(a,Xi) 6
`

L
(m− εk)

]
.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòð i îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ∩ Xm.
Ïóñòü r′ =

⌊
r
2

⌋
. Òîãäà

min
a∈Bmr

n(a,Xi) =

{
0, ïðè i 6 r′,

i− r′, ïðè i > r′.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Qε(B
m
r ) =

{
0, ïðè m < εk,

H`,m
L ( `

L
(m− εk) +

⌊
r/2
⌋
), ïðè m > εk. �

Èç äîêàçàííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) ñîîòâåòñòâóåò

FC-îöåíêå (3) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àëãîðèòìà, ñìåùåííîé âïðàâî íà ∆ε = L
k`

⌊
r/2
⌋
. Ýòî

îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â ýêñïåðèìåíòå 2 ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ Qε(B
m
r ) ðàñòåò ëèíåéíî ñ

ðîñòîì ðàäèóñà r.

Ó÷åò ðàññëîåíèÿ

Ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü A = A1 t A2 t · · · t At, è â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Ai àëãîðèòìû
äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê. Ïóñòü êàæäîå ìíîæåñòâî Ai âëîæåíî â öåíòðàëüíûé
ñëîé õýììèíãîâà øàðà Bmi

ri
. Òîãäà

Qε(A) 6
t∑
i=1

Qε(B
mi
ri

) =
t∑
i=1

{
H`,mi
L ( `

L
(mi − εk) +

⌊
ri/2

⌋
) · [mi > εk]

}
. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåìì 3, 4 è ôîðìóëû (7). �

Îöåíêà (11) ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî, íî íå ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê.
Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî èñïðàâèòü, ïðèìåíèâ ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíî-
æåñòâ [5]. Äëÿ ýòîãî ìåòîä íåîáõîäèìî îáîáùèòü, ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì íå ê îòäåëüíûì
àëãîðèòìàì, à íåïîñðåäñòâåííî ê êëàñòåðàì àëãîðèòìîâ.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 t A2 t · · · t At. Ïóñòü âûáîðêà X è ìåòîä îáó÷åíèÿ µ
òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , t ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
Xi ⊂ X è X ′i ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

[µ(A,X) ∈ Ai] 6 [Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄], ∀X ∈ [X]`.

Ïóñòü, êðîìå ýòîãî, âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ
îáúåêòàõ èç X ′i.

Ìíîæåñòâî Xi áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì, ìíîæåñòâî X ′i � çàïðåùàþùèì äëÿ Ai. Ãè-
ïîòåçà 1 îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü Ai òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè â îáó÷àþùåé âûáîðêå X íàõîäÿòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå îáúåêòû è íè îäíîãî çàïðåùà-
þùåãî. Âñå îñòàëüíûå îáúåêòû Yi ≡ X\Xi\X ′i áóäåì íàçûâàòü íåéòðàëüíûìè äëÿ Ai.

Ïóñòü Li = L − |Xi| − |X ′i|, `i = ` − |Xi|, ki = k − |X ′i|. Ïóñòü Q′ε(Ai) åñòü âåðîÿòíîñòü
ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ Yi:

Q′ε(Ai) =
1

C`i
Li

∑
Y ∈[Yi]`i

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > ε],

ãäå [Yi]
`i �ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé Yi íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó Y äëèíû `i è êîíòðîëüíóþ

âûáîðêó Ȳ äëèíû ki = Li − `i.
Òåîðåìà 13 (Îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñõîäñòâà). Ïóñòü âûïîëíåíà ãèïîòåçà 1, à íà ðàç-
áèåíèå A = A1 t A2 t · · · t At íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå: âíóòðè êàæäîãî
êëàñòåðà Ai âñå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê (îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç mi). Òî-
ãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(A) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñëåäóþùåé îöåíêîé:

Qε(A) 6
t∑
i=1

PiQ
′
εi

(Ai), (12)

ãäå Pi =
C
`i
Li

C`L
, εi = Li

`iki

` k
L
ε +

(
1 − ` Li

L`i

)
mi
ki
− |X′i|

ki
, Q′ε(Ai)� îïðåäåëåííàÿ âûøå âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
1

C`
L

∑
X∈[X]`

[δ(µ(A,X), X) > ε] =

=
1

C`
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]`

[µ(A,X) ∈ Ai][δ(µ(Ai, X), X) > ε] 6

6
1

C`
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]`

[Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄][δ(µ(Ai, X), X) > ε].
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Ïóñòü Y = X\Xi. Òîãäà
∑

X∈[X]`
ïðè óñëîâèè [Xi ⊂ X][X ′i ⊂ X̄] ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììè-

ðîâàíèå ïî Y ∈ [Yi]
`i .

Qε(A) 6
C`i
Li

C`
L

t∑
i=1

1

C`i
Li

∑
Y ∈[Yi]`i

[δ(µ(Ai, X), X) > ε], ãäå X = Y tXi. (13)

Âûðàçèì óñëîâèå δ(µ(Ai, X), X) > ε â òåðìèíàõ Y . Îáîçíà÷èì a = µ(Ai, X), è ïóñòü
n(a, Y ) = s. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå n(a,Xi) = 0 è n(a,X ′i) = |X ′i| èç ãèïîòåçû 1, ïîëó÷èì
n(a,X) = s, n(a, X̄) = mi−s, n(a, Ȳ ) = mi−|X ′i|−s. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ
äëÿ X è Y çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] =
[
s 6

`

L
(mi − εk)

]
,

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi] =
[
s 6

`i
Li

(
mi − |X ′i| − εiki

)]
.

Ïóñòü εi = Li
`iki

` k
L
ε +

(
1 − ` Li

L`i

)
mi
ki
− |X′i|

ki
. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] = [δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (13), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. �

Ïîêàæåì, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ A = A1 t A2 t · · · t At ïîñòðîèòü ñèñòåìó
ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ [5], ââåäåì íà A îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà: a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(a, x) 6 I(b, x),∀x ∈ X. Îïðåäåëèì a < b åñëè
a 6 b è a 6= b. Åñëè a < b è ïðè ýòîì ρ(a, b) = 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò
b, è çàïèñûâàòü a ≺ b.

Äëÿ îòäåëüíîãî àëãîðèòìà a ∈ A ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà îïðåäåëå-
íû â [5]:

Xa = {x ∈ X : ∃b ∈ A : a ≺ b, I(a, x) < I(b, x)},
X ′a = {x ∈ X : ∃b ∈ A : b < a, I(b, x) < I(a, x)}.

(14)

Äëÿ êëàñòåðà Ai ïîëîæèì

Xi =
⋂
a∈Ai

Xa, X ′i =
⋂
a∈Ai

X ′a. (15)

Ëåììà 14. Ìíîæåñòâà Xi è X
′
i, îïðåäåëåííûå â (15), ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæ-

äàþùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ êëàñòåðà Ai â ñìûñëå ãèïîòåçû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ X ∈ [X]` îáîçíà÷èì a = µX, è ïóñòü
a ∈ Ai. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåííûå â (14) ìíîæåñòâà Xa è X

′
a ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþ-

ùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ àëãîðèòìà a, ò. å. èç óñëîâèÿ µX = a ñëåäóåò, ÷òî
Xa ⊂ X è X ′a ⊂ X̄. Èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i ñëåäóåò, ÷òî Xi ⊂ Xa è X

′
i ⊂ X ′a. Ñëåäîâàòåëü-

íî, Xi ⊂ X è X ′i ⊂ X̄.

Óñëîâèå ¾âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ
îáúåêòàõ èç X ′i¿ òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i. �

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü îöåíêó (11).
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Ðèñ. 2: Ïåðåîáó÷åíèå öåíòðàëüíîãî ñëîÿ øàðà Bm
2ρ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ëîêàëüíîé îêðåñò-

íîñòè B̂m−ρ
2ρ,ρ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) ïðè L = 200, ` = 100, m = 50. Ðèñóíîê ñëåâà îòîáðàæàåò

ñðåäíåå óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ρ.
Ðèñóíîê ñïðàâà îòîáðàæàåò çàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Q̄ε(B, d) îò
ïàðàìåòðà d ïðè ρ = 5, ε = 0, 1

Òåîðåìà 15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12, îïðåäåëåíèé (14) è (15) äëÿ ïîðîæäàþùèõ è çà-
ïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) 6
t∑
i=1

C`i
Li

C`
L

Q′ε′(B
m′i
ri ) =

t∑
i=1

{C`i
Li

C`
L

H
`i,m

′
i

Li
(s(ε) +

⌊
ri/2

⌋
) · [mi > εk]

}
, (16)

ãäå s(ε) = `
L

(mi − εk), Li = L− |Xi| − |X ′i|, `i = `− |Xi|, m′i = mi − |X ′i|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 13, ëåììû 14 è ôîðìóëû (7). �

Ãëàâíîå îòëè÷èå (16) îò ïîëó÷åííîé ðàíåå îöåíêè (11) � â êîýôôèöèåíòå
C
`i
Li

C`L
, ýêñïîíåí-

öèàëüíî óáûâàþùåì ñ ðîñòîì ìîùíîñòè ïîðîæäàþùåãî è çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâ.

Ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ìàëîé ìîùíîñòè

Îòìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà Bm
r äàåò äîñòàòî÷íî ãðóáóþ îöåíêó

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà Ai ⊂ Bm
r . Âî-ïåðâûõ, òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíî-

æåñòâà Ai íå ó÷èòûâàåò îáúåêòû âûáîðêè, ëåæàùèå ãëóáîêî âíóòðè ñâîåãî êëàññà, è ïîòî-
ìó îäèíàêîâî êëàññèôèöèðóåìûå âñåìè àëãîðèòìàìè êëàñòåðà Ai. Âî-âòîðûõ, ïðè îöåíêå
íå ó÷èòûâàåòñÿ ìîùíîñòü êëàñòåðà Ai, êîòîðàÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ îêàçûâàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Bm

r .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âñå îáúåêòû ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X ðàçäåëåíû íà òðè íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: íàäåæíî êëàññèôèöèðóåìûå îáúåêòû X0, îøèáî÷íî êëàññèôèöèðó-
åìûå îáúåêòû X1 è ïîãðàíè÷íûå îáúåêòû Xr. Ïóñòü |Xr| = r è |X1| = m, ρ�öåëî÷èñëåí-
íûé ïàðàìåòð, ρ 6 r. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì a0, äîïóñêàþùèé m îøèáîê íà X1 è ρ îøèáîê
íà Xr. Ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòüþ àëãîðèòìà a0 áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ
B̂m
r,ρ ⊂ A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� B̂m
r,ρ ñîäåðæèò âñå àëãîðèòìû, äîïóñêàþùèå ðîâíî ρ îøèáîê íà îáúåêòàõ èç Xr,

� íè îäèí àëãîðèòì èç B̂m
r,ρ íå îøèáàåòñÿ íà îáúåêòàõ èç X0,

� âñå àëãîðèòìû èç B̂m
r,ρ îøèáàþòñÿ íà âñåõ îáúåêòàõ èç X1.

Íà ðèñ. 2 ñëåâà ñðàâíèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýììèí-
ãîâà øàðà è ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè. Âèäíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü äàåò ìåíüøóþ
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îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìàöèÿ êëàñòåðîâ Ai ñ ïîìî-
ùüþ ëîêàëüíûõ îêðåñòíîñòåé äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ îöåíêè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàñòåð Ai êàê ñëó÷àé-
íîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî îáúåìëþùåãî ìíîæåñòâà B (íàïðèìåð, öåíòðàëüíîãî ñëîÿ
õýììèíãîâà øàðà èëè ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñðåäíåé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ïîäìíîæåñòâàì ôèêñèðî-
âàííîé ìîùíîñòè íàçîâåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Q̄ε(B, d) =
1

Cd
|B|

∑
A′∈[B]d

Qε(A
′), (17)

ãäå [B]d = {A′ ⊂ B : |A′| = d }� ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè.

Íà ðèñ. 2 ñïðàâà ïîêàçàí ïðèìåð çàâèñèìîñòè ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Q̄ε(B, d)
îò ïàðàìåòðà d äëÿ äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü B �ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, äîïóñêàþùèõ ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê
íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |
Cd
Nε(B,Xτ )

Cd
|B|

, (18)

ãäå Ω([X]`)�ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé A íà [X]`, Xτ �ïðîèçâîëüíûé
ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû τ ∈ Ω([X]`), Nε(B,X) =

∑
a∈B

[n(a,X) > s(ε)]�÷èñëî àëãîðèòìîâ

èç B, íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè X, s(ε) = `
L

(m− εk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå Q̄ε(B, d) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî A′ ⊂ B âíîâü
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñëîÿ:

Q̄ε(B, d) =
1

Cd
|B|

∑
A′∈[B]d

1

C`
L

∑
X∈[X]`

[∃a ∈ A′ : n(a,X) 6 s(ε)] .

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíèì ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
X∈[X]`

∑
A′∈[B]d

[∀a ∈ A′ : n(a,X) > s(ε)]

︸ ︷︷ ︸
Fε(B,X)

.

Çàìåòèì, ÷òî âûäåëåííîå â ïðîøëîé ôîðìóëå âûðàæåíèå Fε(B,X) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
ñïîñîáîâ âûáðàòü èç B ïîäìíîæåñòâî A′ ìîùíîñòè d òàê, ÷òîáû íè îäèí èç àëãîðèòìîâ
â A′ íå áûë ïåðåîáó÷åííûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nε(B,X) îáùåå ÷èñëî àëãîðèòìîâ â B,
íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè X. Òîãäà Fε(B,X) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç Nε(B,X)
ïî d:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
X∈[X]`

Cd
Nε(B,X).

Ïî òåîðåìàì 7 è 8 ôóíêöèÿ Cd
Nε(B,X), ãäå Nε(B,X) =

∑
a∈B

[n(a,X) > ε], ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-

íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà, è, ñëåäîâàòåëüíî, (18) ôàêòîðèçóåòñÿ ïî äåéñòâèþ ãðóïïû
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ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé:

Q̄ε(B, d) = 1− 1

C`
L

1

Cd
|B|

∑
τ∈Ω([X]`)

|τ |Cd
Nε(B,Xτ ).

�

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà d äðîáü
Cd
Nε(B,X)

Cd|B|
ïðèáëèæåííî ðàâíà

(
Nε(B,Xτ )
|B|

)d
.

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ðàçáèåíèÿ (X, X̄) â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ d ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ è ÷èñëîì àëãîðèòìîâ èç B, íåïåðå-
îáó÷åííûõ íà ðàçáèåíèè (X, X̄).

Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü îöåíêó (18) íà ïðèìåðå ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè B̂m
r,ρ.

Òåîðåìà 17. Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà Ai ⊂ B̂m
r,ρ

ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè d äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Q̄ε(B̂
m
r,ρ, d) = 1− 1

C`
L

min(m,`)∑
i=0

min(r,`−i)∑
j=0

Ci
mC

j
rC

`−i−j
L−m−r

Cd
Ni,j

Cd
|B̂mr,ρ|

, (19)

ãäå

Ni,j =

min(j,ρ)∑
t=0

Ct
jC

ρ−t
r−j [i+ t > s(ε)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sm, Sr è SL−m−r,
äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ X1, Xr è X0, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîæåñòâà
àëãîðèòìîâ B̂m

r,ρ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Sm × Sr × SL−m−r. Îðáèòû äåéñòâèÿ

Sym(B̂m
r,ρ) íà [X]` èíäåêñèðóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, i = |X ∩X1| è j = |X ∩Xr|, ãäå X �

îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ìîùíîñòü îðáèòû τi,j äàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèåì |τi,j| =

= Ci
mC

j
rC

`−i−j
L−m−r.

Ðàçîáðàâøèñü ñ ñèììåòðèÿìè, íåîáõîäèìî äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ Xi,j ∈ τi,j âû÷èñëèòü

âåëè÷èíó Ni,j = N(B̂m
r,ρ, Xi,j)�êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ èç B̂m

r,ρ, íåïåðåîáó÷åííûõ íà ðàçáè-

åíèè Xi,j. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì a ∈ B̂m
r,ρ è îáîçíà÷èì ÷åðåç t êîëè÷åñòâî

îøèáîê äàííîãî àëãîðèòìà íàX∩Xr. Òîãäà äàííûé àëãîðèòì äåëàåò i+t îøèáîê íà îáó÷å-
íèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå òîãî, ÷òî îí íå ïåðåîáó÷åí, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå i+t > s(ε),
ãäå s(ε) = `

L
(m+ ρ− εk). Êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ â B̂m

r,ρ ñ äàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t

ðàâíî Ct
jC

ρ−t
r−j . Ñóììèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì êîëè÷åñòâî íåïåðåîáó÷åííûõ àëãîðèòìîâ:

Ni,j =

min(j,ρ)∑
t=0

Ct
jC

ρ−t
r−j [i+ t > s(ε)].

Òîãäà, ïî òåîðåìå 16, âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà B̂m
r,ρ, ñîñòîÿùåãî

èç d àëãîðèòìîâ, äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Q̄ε(B̂
m
r,ρ, d) = 1− 1

C`
L

min(m,`)∑
i=0

min(r,`−i)∑
j=0

|τi,j|
Cd
Ni,j

Cd
|B̂mr,ρ|

, (20)

ãäå τi,j è Ni,j îïðåäåëåíû âûøå. �
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Òåîðåìà 17 ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü âåðõíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ (16).
Äëÿ ýòîãî áóäåì îöåíèâàòü Qε(Ai) ñ ïîìîùüþ Q̄ε(B

m
r,ρ), ãäå d�ìîùíîñòü Ai, m�÷èñ-

ëî îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàþòñÿ âñå a ∈ Ai, r�÷èñëî òàêèõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ
õîòÿ áû äâà àëãîðèòìà èç Ai äàþò ðàçíóþ êëàññèôèêàöèþ, ρ� ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê àë-
ãîðèòìîâ èç Ai íà ìíîæåñòâå Xr. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îöåíêà Qε(Ai) 6 Q̄ε(B̂

m
r,ρ)

ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé.

Ýêñïåðèìåíò

Ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå îöåíêè ðàññëîåíèÿ-ñõîäñòâà (12) ñ òðåìÿ êîì-
áèíàòîðíûìè îöåíêàìè (VC- è SC-îöåíêàìè èç [6], ES-îöåíêîé èç [14]) è äâóìÿ PAC-
Bayesian îöåíêàìè èç [15].

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè âçÿòû 11 çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI [16]. Îïèñàíèå
çàäà÷ ïðèâîäèòñÿ â òàáë. 2. Íà ýòàïå ïðåäîáðàáîòêè óäàëÿëèñü îáúåêòû ñ õîòÿ áû îäíèì
ïðîïóùåííûì ïðèçíàêîì. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ïðèçíàê íîðìèðîâàëñÿ â èíòåðâàë [0, 1].
Äëÿ ìíîãîêëàññîâûõ çàäà÷ öåëåâûå êëàññû áûëè âðó÷íóþ ñãðóïïèðîâàíû â äâà êëàññà.

Òàáëèöà 2: Îïèñàíèå çàäà÷

Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ
Glass 214 9 Statlog 2310 19

Liver dis. 345 6 Wine 4898 11
Ionosphere 351 34 Waveform 5000 21
Australian 690 6 Pageblocks 5473 10
Pima 768 8 Optdigits 5620 64
Faults 1941 27

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ìû âûïîëíÿëè ïðîöåäóðó ïÿòèêðàòíîé êðîññ-âàëèäàöèè, êîòîðàÿ
çàïóñêàëàñü 100 ðàç äëÿ óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé çàäà÷è ìû
ãåíåðèðîâàëè M = 500 ðàçáèåíèé X = Xi

L t Xi
K , i = 1, . . . ,M è âû÷èñëÿëè îöåíêó Ìîíòå-

Êàðëî äëÿ ñðåäíåãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

δ̂L(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

K)− ν(µLRXi
L,Xi

L).

Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà XL èñïîëüçîâàëàñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìáèíà-
òîðíîé îöåíêè íà óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê ÌÝÐ. Ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A, èç êîòîðî-
ãî ÌÝÐ âûáèðàë ëó÷øèé àëãîðèòì, ãåíåðèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ [14]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì µLRXL, íàñòðîåííûé
ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå XL. Äàëåå âíîâü èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî: ãåíåðèðîâàëèñüM ′ = 4096 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé XL = Xj

`tX
j
k, j = 1, . . . ,M ′

(ïðè `
L

= 0.8) è âû÷èñëÿëàñü ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

δ̂`(µ,XL) =
1

M ′

M ′∑
j=1

ν(µXj
` , X

j
k)− ν(µXj

` , X
j
` ),

ãäå µ�ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Â çàêëþ÷åíèå ýòà âåëè÷èíà óñðåäíÿ-
ëàñü ïî âñåì ðàçáèåíèÿì X = Xi

L t Xi
K . Âåëè÷èíû δ̂L(µLR,X) è δ̂`(µ,XL) ñîîòâåòñòâóþò
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Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå ôàêòè÷åñêîãî ïåðåîáó÷åíèÿ è ðàçëè÷íûõ îöåíîê

Îøèáêà Ïåðåîáó÷åíèå Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè PAC-Bayes

Task Òåñò δ̂L(LR) δ̂`(µ) VC SC ES AF DI DD
glass 0.076 0.030 0.067 0.191 0.127 0.124 0.106 1.268 0.740
Liver dis. 0.315 0.017 0.046 0.249 0.192 0.146 0.161 1.207 1.067
Ionosphere 0.126 0.079 0.042 0.138 0.099 0.087 0.084 1.219 1.149
Australian 0.136 0.014 0.023 0.130 0.101 0.081 0.086 1.145 0.678
pima 0.227 0.007 0.021 0.151 0.117 0.090 0.098 0.971 0.749
faults 0.210 0.011 0.008 0.091 0.070 0.046 0.060 1.110 1.054
statlog 0.142 0.004 0.008 0.072 0.060 0.043 0.051 1.102 0.746
wine 0.250 0.002 0.003 0.061 0.047 0.032 0.040 0.776 0.637
waveform 0.105 0.003 0.003 0.043 0.033 0.023 0.023 0.561 0.354
pageblocks 0.051 0.001 0.003 0.030 0.022 0.016 0.018 0.739 0.186
Optdigits 0.121 0.006 0.003 0.043 0.034 0.023 0.026 1.068 0.604

ðåàëüíîìó ïåðåîáó÷åíèþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è åãî èäåàëüíîé îöåíêå â ðàìêàõ êîì-
áèíàòîðíîãî ïîäõîäà.

Â òàáë. 3 ñðàâíèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: δ̂L(µLR,X) è δ̂`(µ,XL); ÷åòûðå âåðõíèå
êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåëè÷èíû δ̂`(µ,XL), îáîçíà÷åííûå êàê VC, SC, ES è AF; äâå PAC-
Bayes îöåíêè (îáîçíà÷åíû êàê DD è DI). Â îòëè÷èå îò êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê, îãðàíè÷è-
âàþùèõ óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê, PAC-Bayes îöåíêè ñïðàâåäëèâû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ
÷àñòîòû îøèáîê íà êîíòðîëå (ïðèâåäåíà â ñòîëáöå ¾Îøèáêà òåñò¿). DD-îöåíêà ó÷èòûâàåò
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëü-
íîé DI-îöåíêîé, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ.

Êîìáèíàòîðíàÿ SC-îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè èç [6].
VC-îöåíêà òàêæå ïðèâåäåíà â [6], è îíà, â îòëè÷èå îò SC-îöåíêè, íå ó÷èòûâàåò íè ðàñ-
ñëîåíèå, íè ñâÿçíîñòü. ES-îöåíêà [14] îñíîâàíà íà áîëåå òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ, ïðè êî-
òîðîì êàæäûé àëãîðèòì ñðàâíèâàåòñÿ ñî âñåì ìíîæåñòâîì íàéäåííûõ èñòîêîì ãðàôà
ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.

AF-îöåíêà, ïðåäëàãàåìàÿ íàìè â äàííîé ñòàòüå, ïîëó÷åíà èç îöåíêè ðàññëîåíèÿ-
ñõîäñòâà (12). ×òîáû ïîëíîñòüþ êîíêðåòèçèðîâàòü îöåíêó (12), íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ñëå-
äóþùåå: ìåòîä ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íà êëàñòåðû, ñïîñîá âûáîðà
ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà, ñïîñîá îöåíèâàíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà. Â AF-îöåíêå ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå
ìíîæåñòâà âûáèðàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ (15), äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæ-
äîãî êëàñòåðà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (19), à ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A â
âèäå A = A1 t · · · t At ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè ïðè âû-
áîðå ðàññòîÿíèÿ äàëüíåãî ñîñåäà. Èñõîäíàÿ ìåòðèêà íà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê õýììèíãîâî
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê àëãîðèòìîâ.

Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè õî-
ðîøî ïðèáëèæàåòñÿ êîìáèíàòîðíîé îöåíêîé δ̂`(µ,XL) äëÿ ÌÝÐ. Âñå ÷åòûðå êîìáèíàòîð-
íûå îöåíêè ñóùåñòâåííî òî÷íåå îáåèõ PAC-bayes îöåíîê. Ñðåäè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê
íàèìåíåå çàâûøåííîé îêàçûâàåòñÿ ES-îöåíêà. Çà íåé ñëåäóåò ïðåäëîæåííàÿ íàìè AF-
îöåíêà. Êàæäàÿ èç ýòèõ îöåíîê ñóùåñòâåíî óòî÷íÿåò SC-îöåíêó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.
Óëó÷øåíèå òî÷íîñòè â ES- è AF-îöåíêàõ îñíîâàíî íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ýôôåêòàõ � áîëåå
òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ â ES-îöåíêå è ó÷åòå ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ â AF-îöåíêå. Ïðåäñòàâ-
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ëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî îáúåäèíåíèå ES- è AF-îöåíîê ïîçâîëèò äîáèòüñÿ åùå áîëüøåãî
êà÷åñòâà êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè îøèáîê àëãîðèòìîâ. Îöåíêà îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ìíîæå-
ñòâà àëãîðèòìîâ íà êëàñòåðû, ò. å. íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç àë-
ãîðèòìîâ ñ ïîõîæèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êëàñòåðà ïðèìåíÿåòñÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ õýììèíãîâ äèàìåòð êëàñòåðà è åãî
ìîùíîñòü. Ïî àíàëîãèè ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè îöåíêàìè ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè äîêàçà-
íà íîâàÿ îöåíêà, îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàþùàÿ è ýôôåêò ðàññëîåíèÿ ïî ÷èñëó îøèáîê, è
ýôôåêò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ. Âûâîä äàííîé îöåíêè ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðåòèêî-
ãðóïïîâîé ïîäõîä. Ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå
11 çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä â ðÿäå ñëó÷àåâ äàåò
áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå èçâåñòíûì îöåíêàìè.
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Èñòîðè÷åñêèé ìóçåé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðà-
æåíèé â àòðèáóöèè ïðîèçâåäåíèé æèâîïèñè. Ïðåäëîæåíî ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå ôàêòóðû
êàðòèí íà îñíîâå õàðàêòåðèñòèê õðåáòîâ ïîëóòîíîâîãî ðåëüåôà, ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðíîãî
òåíçîðà è çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàçðàáîòîê ïðè-
çíàêîâîå îïèñàíèå ôîðìèðóåòñÿ òîëüêî ïî èíôîðìàòèâíûì ôðàãìåíòàì èçîáðàæåíèé è íå
òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé ñåãìåíòàöèè îòäåëüíûõ ìàçêîâ êèñòè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû. Ïðåäëîæåííîå ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå ïîçâîëèò ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåí-
íóþ õàðàêòåðèñòèêó ñòèëÿ æèâîïèñè àâòîðà è íàðÿäó ñ äðóãèìè âèäàìè èññëåäîâàíèÿ
êàðòèí ñôîðìèðîâàòü àòðèáóöèîííîå çàêëþ÷åíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôàêòóðà êàðòèí, ïðèçíàêè èçîáðàæåíèé, ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ õðåá-
òîâ èçîáðàæåíèÿ, ñòðóêòóðíûé òåíçîð, ìåðà êîãåðåíòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå Ðèññà, àò-
ðèáóöèÿ êàðòèí.

Composing feature description of paintings texture∗

D.M. Murashov1, A.V. Berezin2, Y.Yu. Ivanova2

1Moscow, Dorodnicyn Computing Centre of RAS; 2Moscow, State Historical Museum

A task of composing a feature description of texture of paintings for the purposes of attribution
is considered. A feature description for comparing texture fragments based on ridges of grayscale
image relief, structure tensor, and local wave number is proposed. As compared to conventional
techniques, the selected features are computed only in informative image fragments and do not
require brush stroke segmentation. The results of computing experiments showed the efficiency
of the proposed feature set. The feature set gives quantitative description of painter’s artistic
style and provides suitable accuracy of feature computing. The proposed feature set may be
used as a part of technological description of fine art paintings for attribution.

Keywords: texture of paintings, image features, local orientation of image ridges, structure
tensor, coherency measure, Reisz transform, attribution of paintings.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ öåëåé àòðèáóöèè ïðîèçâåäåíèé
æèâîïèñè. Ïîä òåðìèíîì ¾àòðèáóöèÿ¿ ïîíèìàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæíîñòè íåïîä-
ïèñàííîãî õóäîæåñòâåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ òîìó èëè èíîìó àâòîðó, øêîëå, âðåìåíè, ñòðàíå
è ò. ä. [1].

Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â àòðèáóöèè ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì öèôðîâûõ èçîáðà-
æåíèé êàðòèí. Âàæíåéøèì òåõíè÷åñêèì ïðèçíàêîì êàðòèíû ÿâëÿåòñÿ ôàêòóðà. Ïîíÿòèå
ôàêòóðû îïðåäåëåíî êàê âèäèìîå ïîâåðõíîñòíîå ñòðîåíèå êàðòèíû [2]. Èäåÿ ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäîâ àíàëèçà èçîáðàæåíèé â àòðèáóöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè èçîáðàæåíèé

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-07-00668.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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àóòåíòè÷íûõ êàðòèí è èññëåäóåìîé êàðòèíû ïî ïðèçíàêàì, õàðàêòåðèçóþùèì èíäèâèäó-
àëüíîñòü õóäîæíèêà.

Â ïóáëèêàöèÿõ ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ãðóïï ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ
ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îäèí èç ïîäõîäîâ îñíîâàí íà ïåðåáîðíîì ñðàâíå-
íèè êâàäðàòíûõ ôðàãìåíòîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ îáà èññëåäóåìûõ èçîáðàæåíèÿ [3].
Ïðèçíàêàìè, êàê ïðàâèëî, ñëóæàò êîýôôèöèåíòû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (â ÷àñò-
íîñòè, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé). Òàêèå ìåòîäû òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò
è âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê óñëîâèÿì ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé è ïàðàìåòðàì àïïàðàòíûõ
ñðåäñòâ [4]. Â ðàáîòàõ [5] è [6] íà èçîáðàæåíèÿõ íàõîäÿòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå îáúåêòû, ïî
êîòîðûì ñðàâíèâàþòñÿ èçîáðàæåíèÿ. Òàêèìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå ìàçêè êèñòè
õóäîæíèêà. Îäíàêî âûäåëèòü â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå îòäåëüíûå ìàçêè óäàåòñÿ äàëåêî
íå íà âñåõ ïîëîòíàõ. Ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü, íàïðèìåð, íà êàðòèíàõ Âàí Ãîãà è íåêîòîðûõ
äðóãèõ. Ïîýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ íå
òðåáóåòñÿ ñåãìåíòàöèÿ îòäåëüíûõ ìàçêîâ.

Èíäèâèäóàëüíîñòü õóäîæíèêà ïðîÿâëÿåòñÿ â îñîáåííîñòÿõ ìàçêîâ êèñòè, îáóñëîâëåí-
íûõ ñèñòåìîé íàëîæåíèÿ ìàçêîâ, âûáîðîì êèñòåé, íàæèìîì. Èíäèâèäóàëüíîñòü âûÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå â ïîäõîäå ê ïðîðàáîòêå ñâåòà, ïîëóòåíè è òåíè, â ñîîòíîøåíèè ðàñïîëîæåíèÿ
ìàçêîâ ïî ãðàíèöàì ôîðìû è ôîíà, à òàêæå ïî ãðàíèöàì îòäåëüíûõ äåòàëåé [7].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäàöèÿìè èñêóññòâîâåäîâ ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå îáðàçöîâ
äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàòü ãðóïïó ìàçêîâ, ôîðìèðóþùèõ êàêóþ-ëèáî äåòàëü, èëè ãðà-
íèöû êàñàíèÿ ïðåäìåòîâ äðóã ñ äðóãîì è ôîíîì.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü èçîáðàæåíèÿ ïî íàáî-
ðó ïðèçíàêîâ, âû÷èñëÿåìûõ íà èíôîðìàòèâíûõ ôðàãìåíòàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ
äâà èçîáðàæåíèÿ (ýòàëîííîå è òåñòîâîå), íà êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ãðóïïû èíôîðìàòèâ-
íûõ ôðàãìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó êëàññó (íàïðèìåð, ôðàãìåíòû íà êîòîðûõ
èçîáðàæåí íîñ èëè äðóãàÿ ÷àñòü ëèöà, ôðàãìåíòû ñ äåòàëÿìè îäåæäû). Êàæäûé êëàññ
õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ïðèçíàêîâ. ×èñëî êëàññîâ àïðèîðè íå èçâåñòíî.
Íåîáõîäèìî: âûäåëèòü íà èçîáðàæåíèÿõ èíôîðìàòèâíûå îáúåêòû; êëàññèôèöèðîâàòü ýòè
îáúåêòû è óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå îáúåêòîâ îäèíàêîâûõ êëàññîâ íà èçîáðàæåíèÿõ; ñðàâ-
íèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôðàãìåíòû ïî âûáðàííîìó íàáîðó ïðèçíàêîâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: (à) ïîèñê îäíîòèïíûõ èíôîðìàòèâíûõ
ôðàãìåíòîâ íà ñðàâíèâàåìûõ èçîáðàæåíèÿõ; (á) âû÷èñëåíèå ïðèçíàêîâ; (â) ñðàâíåíèå íàé-
äåííûõ îäíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ; (ã) çàêëþ÷åíèå î ñõîæåñòè èçîáðàæåíèé ïî ìíîæåñòâó
íàéäåííûõ ôðàãìåíòîâ.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ýòàïàì (á) è (â) çàäà÷è ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé êàðòèí. Âû-
áðàíû îòëè÷íûå îò ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ýëåìåíòû ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ, îòðàæàþùåãî
ñòèëü æèâîïèñè õóäîæíèêà, è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ñðàâíåíèÿ èíôîðìàòèâíûõ ôðàã-
ìåíòîâ êàðòèí. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Èñõîäíûå äàííûå

Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ öâåòíûå èçîáðàæåíèÿ ôðàãìåíòîâ êàðòèí (ïîðòðåòîâ),
âûïîëíåííûõ ðàçíûìè õóäîæíèêàìè XVIII�XIX ââ. Èçîáðàæåíèÿ ôèêñèðóþòñÿ öèôðîâîé
ôîòîêàìåðîé. Ðàçìåðû ôðàãìåíòîâ (íàïðèìåð, ëèö) ñîñòàâëÿþò 4272×2848 ïèêñåëåé. Ðàç-
ìåðû èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå èíôîðìàòèâíûõ îáëàñòåé ñîñòàâèëè îêîëî 1800×1000
ïèêñåëåé. Ðàçðåøåíèå ñîñòàâèëî 200 òî÷åê íà 1 ñì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êà÷åñòâó èñõîäíûõ
äàííûõ äëÿ òàêîãî ðîäà èññëåäîâàíèé. Òàê, â àíàëîãè÷íûõ ðàáîòàõ [3], [4] è [6] èññëå-
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äîâàëèñü èçîáðàæåíèÿ ñ ðàçðåøåíèåì 196 òî÷åê íà äþéì. Íà ïîëó÷åííûõ èçîáðàæåíèÿõ
êîððåêòèðîâàëèñü èñêàæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ïðîöåññîì ñúåìêè.

Ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå ôàêòóðû êàðòèí

Ñ ó÷åòîì ðåêîìåíäàöèé èñêóññòâîâåäîâ è àíàëèçà ïóáëèêàöèé ïî òåìàòèêå íàñòîÿùå-
ãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðèçíàêè, íå ñâÿçàííûå ñ ñåãìåíòàöèåé îòäåëüíûõ
ìàçêîâ êèñòè, êîòîðûå áóäóò èçâëåêàòüñÿ òîëüêî èç îáëàñòåé èçîáðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèõ
ìàêñèìóì èíôîðìàöèè î òåõíèêå æèâîïèñè õóäîæíèêà. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òåêñòóðíûå è ÷àñòîòíûå ïðèçíàêè èíôîðìàòèâíûõ ôðàãìåíòîâ.
Äëÿ îïèñàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé òåõíèêè æèâîïèñè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèå ïðèçíàêè: ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ õðåáòîâ ïîëóòîíîâîãî ðåëüåôà èçîá-
ðàæåíèÿ, ëîêàëüíûå ïðèçíàêè íà îñíîâå ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà (ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ è
êîãåðåíòíîñòü); ëîêàëüíûå âîëíîâûå ÷èñëà. Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ è êîãåðåíòíîñòü õà-
ðàêòåðèçóþò ìàíåðó æèâîïèñè õóäîæíèêà, ñïåöèôè÷åñêóþ äëÿ êîíêðåòíûõ äåòàëåé êàð-
òèíû. Âîëíîâîå ÷èñëî ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êèñòè, êîòîðóþ èñ-
ïîëüçîâàë àâòîð â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ êðàñî÷íîãî ñëîÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà
(òîëùèíà âîëîñà, øèðèíà êèñòè).

Ãèñòîãðàììà íàïðàâëåíèé õðåáòîâ ìàçêîâ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ãðóïïû
ìàçêîâ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ãèñòîãðàììó íàïðàâëåíèé õðåáòîâ ìàçêîâ. Ãèñòîãðàì-
ìà íàïðàâëåíèé õðåáòîâ ìàçêîâ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íåïîñðåäñòâåííî èç èçîáðàæåíèÿ è
íå òðåáóåò îïåðàöèè ñåãìåíòàöèè îòäåëüíûõ ìàçêîâ. Ãèñòîãðàììà ôîðìèðóåòñÿ ïî çíà÷å-
íèÿì ñîñòàâëÿþùèõ ãðàäèåíòà óðîâíåé ïîëóòîíîâ â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà õðåáòàõ
èíôîðìàòèâíûõ ôðàãìåíòîâ. Õðåáòû ëîêàëèçóþòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà, îïèñàííîãî â [8].
Ìíîæåñòâî òî÷åê, îáðàçóþùèõ õðåáåò îáúåêòà ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ, äîïîëíåíî ïà-
ðàáîëè÷åñêèìè è îìáèëè÷åñêèìè òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùåé ðåëüåô èçîá-
ðàæåíèÿ.

Ìîäåëü ìàçêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîé ôóíêöèåé f (x, y), f ∈
C2 (R2,R). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíò Df 6= 0, Df = (fx, fy)

T. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
N = Df/ |Df |, T = Df⊥/ |Df |, Df⊥ = (−fx, fy)T, ãäå N è T � íîðìàëüíûé è
êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê ëèíèÿì óðîâíÿ (èçîôîòàì) f . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
íà îñíîâå ìàòðèöû Ãåññå D2f ôóíêöè f (x, y) [8]:

− 1

|Df |

⌈
NTD2fN NTD2fT

⌉⌊
T TD2fN T TD2fT

⌋ =

⌈
g µ

⌉⌊
µ k

⌋ ,
ãäå k = −T T (D2f/ |Df |)T � êðèâèçíà èçîôîòû, à µ = −T T (D2f/ |Df |)N � êðèâèçíà
ëèíèé ïîòîêà ÿðêîñòè; g = −NT (D2f/ |Df |)N � ìåðà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ãðàäèåíòà
âäîëü ëèíèé ïîòîêà. Òî÷êè, îáðàçóþùèå õðåáòû f óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: µ = 0 è k >
max (0, g). Ïðèìåðû ôðàãìåíòîâ êðàñî÷íîãî ñëîÿ è êàðò õðåáòîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1 è ðèñ.
2. Ïîëó÷åííûå õðåáòû äåôðàãìåíòèðóþòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãèñòîãðàììû íàïðàâëåíèé õðåáòîâ âû÷èñëÿåòñÿ óãîë îðèåíòàöèè îñåé
èíåðöèè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò õðåáòîâ [9]:

θ =
1

2
arctan

2µ1,1

µ2,0 − µ0,2

,
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(à) (á)

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ôðàãìåíòîâ èçîáðàæåíèé ïîðòðåòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ

(à) (á)

Ðèñ. 2: Èçîáðàæåíèÿ õðåáòîâ ôðàãìåíòîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1

ãäå µi,j � êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè îáúåêòà

J =

⌈
µ2,0 −µ1,1

⌉⌊
−µ1,1 µ0,2

⌋ .
Ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû íàïðàâëåíèé ó÷èòûâàëàñü äëèíà (â ïèêñåëÿõ) ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò õðåáòîâ. Ïîëó÷åííûå ãèñòîãðàììû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Çíà÷åíèÿ óãëîâ íàõî-
äÿòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 180o. Èç ðèñóíêà âèäíî ðàçëè÷èå ðàñïðåäåëåíèé óãëîâ íàêëîíà
îñåé èíåðöèè.

(à) (á)

Ðèñ. 3: Ãèñòîãðàììû îðèåíòàöèè õðåáòîâ ôðàãìåíòîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1
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Ïðèçíàêè íà îñíîâå ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà. Äðóãîé ïðèçíàê, õàðàêòåðèçóþùèé
ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ òåêñòóðû êàðòèíû, � ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ îêðåñòíîñòè, îïðåäå-
ëÿåìàÿ ñòðóêòóðíûì òåíçîðîì (ìàòðèöåé âòîðûõ ìîìåíòîâ â òî÷êå x, âçâåøåííîé îêîííîé
ôóíêöèåé):

µf (x) =

∫
z∈R2

(Df (z)) (Df (z))Tw (x− z) dz,

ãäå w (x− z) � îêîííàÿ ãàóññîâà ôóíêöèÿ [10]. Óãîë ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ϕ µf (x)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî óãëó îðèåíòàöèè îñåé èíåðöèè θ:

ϕ =
π

2
+

1

2
arctan

2µf1,1

µf2,0 − µf0,2

,

ãäå µfi,j � êîìïîíåíòû ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà

µf =

⌈
µf2,0 −µf1,1

⌉⌊
−µf1,1 µf0,2

⌋ .
Â [3] ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ òåêñòóðû îïðåäåëÿëàñü ïî ýíåðãèè îòêëèêîâ 12 îðèåíòèðîâàí-
íûõ ôèëüòðîâ Ãàáîðà. Èñïîëüçóåìûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä íà îñíîâå ìàòðèöû âòîðûõ
ìîìåíòîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü óãëîâûå âåëè÷èíû ñ òî÷íîñòüþ â ïðåäåëàõ îäíîãî ãðàäóñà
ïðè ðàçìåðå îêíà 5 ïèêñåëåé è σ = 1. Äëÿ ôðàãìåíòîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1, ãèñòî-
ãðàììû ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû âòîðûõ ìîìåíòîâ,
ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

(à) (á)

Ðèñ. 4: Ãèñòîãðàììû ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè òåêñòóðû äëÿ ôðàãìåíòîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ.
1

Ëîêàëüíàÿ ìåðà êîãåðåíòíîñòè ãðàäèåíòîâ èçîáðàæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [9]:

cc =
λ1 − λ2

λ1 + λ2

,

ãäå λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû âòîðûõ ìîìåíòîâ µf â òî÷êå x. Ëîêàëüíàÿ
ìåðà êîãåðåíòíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàñêè îáëàñòåé, â êîòîðûõ áóäåò
âû÷èñëÿòüñÿ óãîë ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ϕ òåêñòóðû.

Ëîêàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî. Çíà÷åíèå ëîêàëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ
èç âûðàæåíèÿ [9]:

kw =
p (q1x + q2y)− q1px − q2py

p2 + q2
1 + q2

2

,
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ãäå p, q1 è q2 � ñîñòàâëÿþùèå ìîíîãåííîãî ñèãíàëà [11], ïîëó÷àåìîãî èç èçîáðàæåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Ðèññà, à px, py, q1x è q2y � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì.

Ñðàâíåíèå ôðàãìåíòîâ èçîáðàæåíèé

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ôðàãìåíòîâ èçîáðàæåíèé ïðîèçâåäåíèé æèâîïèñè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòî-
äû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà [6], ìåòîäû êëàñòåðíîãî àíàëèçà è ðàñïîçíàâàíèÿ [3], [4].
Òàê êàê ìóçåè, êàê ïðàâèëî, íå ðàñïîëàãàþò äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì êàðòèí îäíîãî
àâòîðà, òî çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ êëàñ-
ñèôèêàòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñðàâíåíèÿ ôàêòóðû êàðòèí ïðèìåíÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå
òåñòû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [6] ïðè ïîìîùè ïåðåñòàíîâî÷íîãî òåñòà ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î
ðàâåíñòâå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, âû÷èñëåííûõ ïî èçîáðàæåíèÿì èññëåäóåìûõ êàð-
òèí. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå Ôðàãìåíòû èçîáðàæåíèé áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ
ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ è òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîé ìåðû ðàçëè÷èÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ôðàãìåíòîâ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì óãëà îðèåíòàöèè õðåáòîâ ïðèìåíÿë-
ñÿ òåñò Ñìèðíîâà [12]. Ïîëó÷åííûå ãèñòîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè óãëîâ îðèåíòàöèè θ, ïîñòðîåííûìè ïî âûáîðêàì èõ çíà÷åíèé ϑ11, ..., ϑ1m è
ϑ21, ..., ϑ2n, âû÷èñëåííûõ äëÿ îäíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ äâóõ ðàçíûõ êàðòèí. Ïóñòü F (θ1) è
G (θ2) � ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ãèñòîãðàììàì ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óãëîâûõ âåëè÷èí äëÿ ôðàãìåíòîâ äâóõ êàðòèí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû
âñå ïðåäïîëîæåíèÿ î âûáîðêàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ [13].
Â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû H0 âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí θ1 è θ2 ïðîòèâ ãèïîòåçû íåîäíîðîäíîñòè H1. Ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ
ñëóæèò âåëè÷èíà D = sup |F (θ)−G (θ)|. Ãèïîòåçó H0 ñëåäóåò îòâåðãíóòü, åñëè D > d, ãäå
d � âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà ïðè äàííûõ
m è n è âûáðàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α.

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ ôàêòóðû îäíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ äâóõ
ïîðòðåòîâ êèñòè Ô. Ðîêîòîâà è äâóõ ïîðòðåòîâ äðóãèõ àâòîðîâ VIII�XIX âåêîâ. Çíà÷åíèÿ
ñòàòèñòèêè D êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé óãëà îðèåíòàöèè õðåáòîâ îäíîòèï-
íûõ ôðàãìåíòîâ èçîáðàæåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1, à ðåøåíèÿ î ïðèíÿòèè ãèïîòåçûH0 ïðè
óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0, 01 ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Â òàáëèöàõ ÷åðåç R1 è R2 îáîçíà÷åíû
äâà ïîðòðåòà êèñòè Ô. Ðîêîòîâà, M è F � ìóæñêîé è æåíñêèé ïîðòðåòû êèñòè äâóõ äðó-
ãèõ õóäîæíèêîâ. Â òàáë. 2 åäèíèöà îçíà÷àåò, ÷òî ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè ïðèíèìàåòñÿ,
à íîëü � ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.

Òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííàÿ ìåðà ðàçëè÷èÿ ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå äèâåðãåíöèè
Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà [14] â âèäå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

DKL =
1

2

(∑
u∈H

pU(u) log

(
pU(u)

qU(u)

)
+
∑
u∈H

qU(u) log

(
qU(u)

pU(u)

))
,

ãäå pU(u) è qU(u) � âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè âåêòîðîâ íà ñðàâíè-
âàåìûõ ôðàãìåíòàõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå u; H � àëôàâèò U . Óãëû ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî êîìïîíåíòàì ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà òîëüêî â îáëàñòÿõ âûñîêîãî óðîâíÿ
êîãåðåíòíîñòè.

Çíà÷åíèÿ òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîé ìåðû ðàçëè÷èÿ ðàñïðåäåëåíèé íàïðàâëåíèé âåê-
òîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðàì ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè òåêñòóðû, ïðèâåäåíû â òàáë. 3.
Äàííûå, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå, ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ôàêòóðû ôðàãìåí-
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Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè D äëÿ ðàñïðåäåëåíèé óãëà îðèåíòàöèè õðåáòîâ

Êàðòèíà R1 R2 M F

R1 0. 0.041 0.279 0.051
R2 0.041 0. 0.3 0.082
M 0.279 0.3 0. 0.237
F 0.051 0.082 0.237 0.

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàò òåñòà îäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèé óãëà îðèåíòàöèè õðåáòîâ

Êàðòèíà R1 R2 M F

R1 1 1 0 0
R2 1 1 0 0
M 0 0 1 0
F 0 0 0 1

Òàáëèöà 3: Çíà÷åíèÿ ìåðû ðàçëè÷èÿ DKL ðàñïðåäåëåíèé óãëà ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè òåê-
ñòóðû

Êàðòèíà R1 R2 M F

R1 0. 0.009 0.56 0.049
R2 0.009 0. 0.617 0.08
M 0.56 0.617 0. 0.4
F 0.049 0.08 0.4 0.

òîâ êàðòèí ðàçíûõ àâòîðîâ ðàçëè÷àþòñÿ êàê ìèíèìóì â 5 ðàç áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèÿ ïðè-
çíàêà íà êàðòèíàõ îäíîãî àâòîðà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíî ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå ôðàãìåíòîâ êàðòèí íà îñíîâå ëîêàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ è ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèé. Ïðåäëîæåííûå ïðèçíàêè íà îñíîâå
ñâîéñòâ õðåáòîâ ïîëóòîíîâîãî ðåëüåôà èçîáðàæåíèÿ è ýëåìåíòîâ ëîêàëüíîãî ñòðóêòóðíî-
ãî òåíçîðà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ôàêòóðû êàðòèíû, îòðà-
æàþùåé ñòèëü æèâîïèñè àâòîðà, à ëîêàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàçìåðû
êèñòè, èñïîëüçîâàâøåéñÿ õóäîæíèêîì. Èñïîëüçóåìûå ïðèçíàêè îáëàäàþò ðàçäåëÿþùèìè
ñâîéñòâàìè. Âû÷èñëåíèå ïðèçíàêîâ â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ íå òðåáóåò ïðåäâà-
ðèòåëüíîé ñåãìåíòàöèè îòäåëüíûõ ìàçêîâ êèñòè è íå÷óâñòâèòåëüíî ê âàðèàöèÿì óñëîâèé
ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ,
êîòîðîå ïîêàçàëî åãî ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ñðàâíåíèÿ ôðàãìåíòîâ êàðòèí. Ïîëó÷åííîå îïè-
ñàíèå ôàêòóðû ïîçâîëèò íàðÿäó ñ äðóãèìè âèäàìè òåõíèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé ñäåëàòü àòðèáóöèîííîå çàêëþ÷åíèå. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà
ðàñøèðåíèå ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ ôàêòóðû, óâåëè÷åíèå áàçû èçîáðàæåíèé êàðòèí, íà-
êîïëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ôîðìèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ î
ñõîæåñòè ìàíåðû æèâîïèñè.
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Èâàíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Îïèñàí àëãîðèòì ñåãìåíòàöèè, îñíîâàííûé íå íà îäíîì êàäðå, à íà ïàðå ñîñåäíèõ êàäðîâ
èç âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé, ñòàòè÷åñêîé ñåãìåíòàöèåé êàæäîãî
êàäðà ïî îòäåëüíîñòè êà÷åñòâî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ. Ïðè ñîõðàíåíèè òîé æå ïîãðåø-
íîñòè êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ óäàåòñÿ ñîêðàòèòü â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç. Òèïè÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ñåãìåíòîâ, íóæíûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé ïîãðåøíîñòè, óìåíüøàåòñÿ ñ 200−500
äî 5− 15.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: cåãìåíòàöèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàäðîâ, êëåòî÷íûé àâòîìàò.

Dynamic segmentation of frames sequences∗

Khashin S. I.
Ivanovo State University

The image segmentation algorithm, based not on a single frame, but on the pair of frames from a
video sequence is described. Compared to usual, static segmentation of each frame individually,
the quality is improved drastically. While maintaining the same error, the number of segments
can be reduced in tens times. Typical number of segments needed to produce an acceptable
error is reduced from 200–500 to 5–15.

Keywords: segmentation, frames sequences, cellular automaton.

Ââåäåíèå

Â îñíîâå àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ âèäåîèíôîðìàöèè ëåæèò èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà òå-
êóùåãî êàäðà íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî (èëè ïðåäûäóùèõ). Âî âñåõ ïðèìåíÿåìûõ ñåãîäíÿ
àëãîðèòìàõ [1, 2, 3] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà òåêóùåãî êàäðà íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî îí
ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòû èëè ïðÿìîóãîëüíèêè íåáîëüøîãî ðàçìåðà (îò 32× 32 äî 4× 4) è
äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàõîäèòñÿ âåêòîð äâèæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ ñòðîèòñÿ ïðî-
ãíîç òåêóùåãî êàäðà, íàõîäèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé êàäð, displaced frame di�erence (DFD),
êîòîðûé òåì èëè èíûì îáðàçîì êîäèðóåòñÿ. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò â íåñêîëüêî ðàç óâå-
ëè÷èòü êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñæàòèåì îòäåëüíûõ
ñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.

Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äâèæóùèåñÿ îáúåêòû ïëîõî àïïðîêñè-
ìèðóþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî ðåçóëüòàòà ïðèõîäèòñÿ ðàç-
áèâàòü êàäð íà î÷åíü ìåëêèå áëîêè.

Â ðàáîòàõ [4, 5, 6] ïðåäëîæåí íîâûé, îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé àëãîðèòì ñæàòèÿ. Åãî
îñíîâà � ñåãìåíòàöèÿ ïðåäûäóùåãî êàäðà, ò. å. ðàçáèåíèå åãî íå íà ïðÿìîóãîëüíèêè, à íà
ñåãìåíòû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ñåãìåíòàöèè ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî, ñì., íàïðèìåð, [7, 8].
Íî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ðàçëè÷èÿ ìåæ-

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �11-07-00653.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.

Machine Learning and Data Analysis, 2013. Vol. 1 (6).
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äó íèìè íå òàê âåëèêè: ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòàöèè (ñì. íèæå îïðåäåëåíèå 9) ðàçëè÷àåòñÿ
íà 10�15îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ ñåãìåíòàöèè, ñóùåñòâåííî óìåíüøàþùèõ ýòó
ïîãðåøíîñòü.

Äëÿ íàøèõ öåëåé àëãîðèòì ñåãìåíòàöèè äîëæåí áûòü óïðàâëÿåìûì, ò. å. äîëæíà áûòü
âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ñåãìåíòàöèþ ñ çàðàíåå çàäàííûì (îðèåíòèðîâî÷íûì) êîëè÷åñòâîì
ñåãìåíòîâ. Ïðàêòèêà ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ êàäðîâ ðàçìåðà 720×480 äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàäðà-
ïðîãíîçà ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ, êàêóþ äàåò ñòàíäàðò h264 ïðè îáû÷íîé âåëè÷èíå øóìà
PSNR = 40 (Peak Signal-to-Noise Ratio) îáû÷íî òðåáóåòñÿ ñåãìåíòàöèÿ íà 100�500 ñåãìåí-
òîâ. Ïðè÷åì ýòî êîëè÷åñòâî ñëàáî çàâèñèò îò ðàçìåðà êàäðà. Ïðè ïåðåõîäå îò ðàçìåðà
320×240 ê 1920×1080 òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ëèøü â 2�4 ðàçà.

Îêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì ìîæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü, åñëè ñåãìåíòèðîâàòü ïðåäûäó-
ùèé êàäð íå ñàì ïî ñåáå, à íà îñíîâå öåëîé öåïî÷êè èç íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ êàäðîâ.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ñåãìåíòèðîâàòü ïàðó ïðåäûäóùèõ êàäðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
ìíîãèå âèçóàëüíî ðàçëè÷íûå ñåãìåíòû îáëàäàþùèå îäèíàêîâûì (àôôèííûì) äâèæåíè-
åì áóäóò îáúåäèíåíû â îäèí ñåãìåíò. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåãìåíòàöèè òîãî æå
êà÷åñòâà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ñòðîèòü íå íåñêîëüêî ñîòåí ñåãìåíòîâ, à íå áîëåå îä-
íîãî äåñÿòêà. Îòìåòèì, ÷òî êà÷åñòâî ñåãìåíòàöèè â íàøåì ñëó÷àå � ýòî íå ñóáúåêòèâíàÿ
îöåíêà, à âïîëíå êîíêðåòíîå ÷èñëî (ñì. Îïðåäåëåíèå 9).

Ïîñòðîåíèþ òàêîãî àëãîðèòìà ñåãìåíòàöèè è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíûå ïîëíîöâåòíûå
(TrueColor) èçîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Èçîáðàæåíèåì (êàäðîì) ðàçìåðà mx×my áóäåì íàçûâàòü íàáîð èç
òðåõ ìàòðèö (RGB) ðàçìåðà mx×my. Îáû÷íî, íî íå îáÿçàòåëüíî, ýëåìåíòû ýòèõ ìàò-
ðèö ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè èç îòðåçêà [0..255]. Ýòè òðè ìàòðèöû ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îäíî îòîáðàæåíèå F : U → R3, ãäå U � ïîäìíîæåñòâî â Z2, ñîñòîÿùåå èç
òî÷åê (x, y) : 0 6 x < mx, 0 6 y < my. Òî÷êè èç U áóäåì íàçûâàòü ïèêñåëàìè äëÿ
îòëè÷èÿ îò îñòàëüíûõ òî÷åê R2. Îòîáðàæåíèå F åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ Z2 → R3. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ íåêîòîðóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó
(áèëèíåéíóþ, áèêóáè÷åñêóþ, ñïëàéíû è ò. ä.), ôóíêöèþ F ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðå-
ðûâíîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè R2 → R3, êîòîðóþ ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü
áóêâîé F .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåãìåíòàöèåé U = ∪Ui èçîáðàæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèå îáëà-
ñòè U íà ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè U1, . . . , UN , ñåãìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçìåðîì k(Ui) ñåãìåíòà Ui áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïèêñåëîâ â íåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïèêñåë (x, y) ∈ U áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì äëÿ äàííîé ñåãìåíòàöèè,
åñëè îí ïðèíàäëåæèò îäíîìó ñåãìåíòó, à îäèí èç åãî ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ � äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà ñåãìåíòà íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè â ïåðâîì ñåãìåíòå ñóùå-
ñòâóåò ïèêñåë, îäèí èç ñîñåäíèõ ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âòîðîìó ñåãìåíòó.

Îïðåäåëåíèå 6. Àôôèííîé ñåãìåíòàöèåé S = {Ui, Ai, i = 1, . . . , N} áóäåì íàçûâàòü
îáû÷íóþ ñåãìåíòàöèþ U = ∪Ui ñíàáæåííóþ íàáîðîì àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ai :
Ui → R2:

Ai :

(
x
y

)
→
(
a0 + a1x+ a2y
a3 + a4x+ a5y

)
. (1)
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Äëÿ êàæäîãî ïèêñåëà (x, y) èç îáëàñòè U îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(x, y) ∈ R2 òî÷êó Ai(x, y),
ãäå i � íîìåð ñåãìåíòà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïèêñåë (x, y).

Îïðåäåëåíèå 7. à) Ïóñòü f � ôóíêöèÿ R2 → R3 è A � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïëîñêîñòè âèäà (1). ×åðåç A∗(f) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ R2 → R3

A∗(f)(x, y) = f(a0 + a1x+ a2y, a3 + a4x+ a5y) .

á) Ïóñòü, äîïîëíèòåëüíî, (F1, F2) � äâà èçîáðàæåíèÿ (êàäðà) îäèíàêîâîãî ðàçìå-
ðà (òî åñòü äâà îòîáðàæåíèÿ U → R3). Äëÿ êàæäîãî ïèêñåëà (x, y) äëèíó âåêòîðà
F1(x, y)− A∗(F2)(x, y) áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà ïàðå êàäðîâ
(F1, F2) â ýòîì ïèêñåëå.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü S � àôôèííàÿ ñåãìåíòàöèÿ îáëàñòè U . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî èçîáðàæåíèÿ F ÷åðåç S∗(F ) îáîçíà÷èì íîâîå èçîáðàæåíèå, ñòðîÿùååñÿ ïî ôîðìóëàì
S∗(F )(x, y) = F (A∗i (x, y)), ãäå i � íîìåð ñåãìåíòà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïèêñåë (x, y).

Îöåíêà êà÷åñòâà ñåãìåíòàöèè â îáùåì âèäå � ñëîæíàÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, î÷åíü ñóáú-
åêòèâíàÿ çàäà÷à. Åñëè íàñ èíòåðåñóþò íå îòäåëüíûå èçîáðàæåíèÿ, à âèäåîïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, öåïî÷êè èçîáðàæåíèé, ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü âïîëíå åñòåñòâåííîå äëÿ äàííîé ñè-
òóàöèè ïîíÿòèå êà÷åñòâà ñåãìåíòàöèè.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü (F1, F2) � äâà èçîáðàæåíèÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è S � àôôèí-
íàÿ ñåãìåíòàöèÿ îáëàñòè U . Èçîáðàæåíèå F1 − S∗(F2) áóäåì íàçûâàòü ðàçíîñòíûì èçîá-
ðàæåíèåì. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå äëèíû âåêòîðà |F1 − S∗(F2)| ïî âñåì ïèêñåëàì
îáëàñòè U áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ ñåãìåíòàöèè.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ôèêñèðîâàííîé ïàðó êàäðîâ (F1, F2) îäè-
íàêîâîãî ðàçìåðà mx×my.

Àëãîðèòì ¾A¿

Îáû÷íî ïðè îáðàáîòêå âèäåîäàííûõ [1, 2, 3, 9] èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå ìåòîäû
íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè îäíîãî è òîãî æå àë-
ãîðèòìà Ëóêàñà�Êàíàäû [10, 11] è íàõîäÿò äâèæåíèÿ ëèøü â âèäå ñäâèãîâ. Ýòè ìåòîäû
î÷åíü ýôôåêòèâíû, íî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ îáëàñòåé, ñåãìåíòîâ. Âî âñåõ ðåàëèçîâàí-
íûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñïîñîáàõ âèäåîîáðàáîòêè ýòî òàê è åñòü. Íî â ñëó÷àå áîëüøèõ
ñåãìåíòîâ, çàíèìàþùèõ çíà÷èòåëüíóþ äîëþ âñåãî êàäðà, ìû äîëæíû èñêàòü äâèæåíèÿ
áîëåå îáùåãî âèäà, íàïðèìåð, àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (1).

Â ðàáîòå [6] ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîèñêà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìèíèìèçèðóþùèõ ïî-
ãðåøíîñòü äëÿ äàííîé ïàðû êàäðîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé ñåãìåíòàöèè. Ýòîò àëãîðèòì çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîãî ñåãìåíòà Ui ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ai âèäà (1). Äëÿ íåãî íà ñåãìåíòå Ui âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

S =
∑

(x,y)∈Ui

|F1(x, y)− A∗i (F2)(x, y)|2

è íàõîäèì çíà÷åíèÿ (a0, . . . , a5), ïðè êîòîðûõ S äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Îïèñàííûé àëãîðèòì
ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà Ëóêàñà-Êàíàäû íà ñëó÷àé
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðàêòè÷åñêè òàê æå ýôôåêòèâåí è íàäåæåí. Ðàçóìååòñÿ,
òàê êàê íàì íàäî îïðåäåëèòü íå äâå êîîðäèíàòû âåêòîðà ñäâèãà, à âñå øåñòü ïàðàìåòðîâ
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àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îí áóäåò ðàáîòàòü ìåäëåííåå îáû÷íîãî àëãîðèòìà Ëóêàñà�
Êàíàäû. Îäíàêî ýòî áóäåò çàìåäëåíèå â ðàçû, à íå íà ïîðÿäêè. Áóäåì íàçûâàòü ýòîò
ïðîöåññ àëãîðèòìîì ¾A¿.

Â çàäà÷å, èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìû èìååì âîçìîæíîñòü ìåíÿòü íå òîëüêî
àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî è ñàìó ñåãìåíòàöèþ.

Êëåòî÷íûé àâòîìàò

Ñåãìåíòû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ, èíîãäà ìîãóò èìåòü î÷åíü õàîòè÷íóþ
ñòðóêòóðó. Äëÿ èõ ñãëàæèâàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü êëåòî÷íûé àâòîìàò. Ïðè åãî îïèñà-
íèè ¾ñîñåäíèìè¿ äëÿ äàííîãî ïèêñåëà ñ÷èòàþòñÿ åãî âîñåìü ñîñåäåé. Òàêèì îáðàçîì, ó
óãëîâîãî ïèêñåëà îáëàñòè U � òðè ñîñåäíèõ, ó ïèêñåëà íà ãðàíèöå êðîìå óãëîâûõ � 5
ñîñåäíèõ, ó âíóòðåííèõ � ïî 8 ñîñåäåé.

Îäèí øàã ðàáîòû êëåòî÷íîãî àâòîìàòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïåðåáèðàåì âñå
ïèêñåëû îáëàñòè U â ïñåâäîñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Åñëè î÷åðåäíîé ïèêñåë ïðèíàäëåæèò ñåã-
ìåíòó i, à áîëåå ïîëîâèíû åãî ñîñåäåé � ê ñåãìåíòó j 6= i, òî îòíîñèì ýòîò ïèêñåë ê
ñåãìåíòó j, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íè÷åãî íå äåëàåì. Òàêèì îáðàçîì, çà îäèí øàã ìû ïåðå-
áèðàåì âñå ïèêñåëû êàäðà â ïñåâäîñëó÷àéíîì ïîðÿäêå.

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàâèñèò îò âûáðàííîãî ñïîñîáà ïñåâäîñëó÷àéíîãî îáõîäà âñåõ mx×
× my ïèêñåëîâ îáëàñòè U . Ìåòîä ðàíäîìèçàöèè, ïðèìåíÿåìûé â íàøåé ðàáîòå, îñíîâàí
íà âûáîðå ïðîñòîãî ÷èñëà p, íåñêîëüêî áîëüøåãî, ÷åì mx ∗my è ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ a
ïî ìîäóëþ p. Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, a, a2, . . . , ap−1 ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, . . . , p− 1.

Ïðèìåíåíèåì êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ê äàííîé ñåãìåíòàöèè áóäåì íàçûâàòü ðåçóëüòàò
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ âûøå øàãîâ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà. Ðàáîòà àë-
ãîðèòìà ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå àâòîìàòà ñåãìåíòàöèÿ íå èçìåíèëàñü.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïèñàííûé âûøå êëåòî÷íûé àâòîìàò çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó çà
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øàãîâ.

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïî ñãëàæè-
âàíèþ ñåãìåíòîâ.

Ðàçäåëåíèå ñåãìåíòà

Ïóñòü (F1, F2) � äâà èçîáðàæåíèÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è U1 � íåêîòîðûé ñåãìåíò íà
U . Âûäåëèì èç íåãî ïîäñåãìåíò U2 ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Âíà÷àëå çàôèêñèðóåì íåêî-
òîðóþ âåëè÷èíó îæèäàåìîãî øóìà e, äëÿ òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàäðîâ óäîáíî
áóäåò âçÿòü e = 2.

1. Ñòðîèì ìàòðèöó R, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 1 â ïèêñåëàõ ñåãìåíòà è 0 â îñòàëüíûõ
ïèêñåëàõ.

2. Ñãëàæèâàåì ìàòðèöó R (ñì. íèæå) ñ ðàäèóñîì (mx+my)/10.
3. Íàõîäèì ïèêñåë (xS, yS), â êîòîðîì ýòà ñãëàæåííàÿ ìàòðèöà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå. Åñëè òàêèõ ïèêñåëîâ íåñêîëüêî, áåðåì ïåðâûé èç íèõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå.

4. Îáõîäèì ïî ñïèðàëè ïèêñåëû âîêðóã (xS, yS). Ïèêñåëû, ïðèíàäëåæàùèå ñåãìåíòó U1,
äîáàâëÿåì â ñåãìåíò U2 äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì 100 ïèêñåëîâ. Åñëè âî âñåì ñåã-
ìåíòå íå áîëåå 100 ïèêñåëîâ, òî òàêîé ñåãìåíò íå áóäåì ðàçáèâàòü íà ÷àñòè.

5. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ¾A¿ íàõîäèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A2, îïòèìàëüíîå äëÿ
ñåãìåíòà U2. Âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ A2 íà ñåãìåíòå U2 îáîçíà÷èì e2.
Åñëè e2 < e, ïîëîæèì e2 = e.
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6. Íàõîäèì E � ìàòðèöó ïîãðåøíîñòåé ïðåîáðàçîâàíèÿ A2 íà âñåé îáëàñòè U .
7. Ñãëàæèâàåì ìàòðèöó E ñ ðàäèóñîì 10.
8. Â ñåãìåíò U2 òåïåðü îòáèðàåì òå ïèêñåëû èç èñõîäíîãî ñåãìåíòà U1, äëÿ êîòîðûõ âå-

ëè÷èíà ñãëàæåííîé ïîãðåøíîñòè íå ïðåâûøàåò e2.
9. Ñãëàæèâàåì ïîñòðîåííóþ îáëàñòü ñ ïîìîùüþ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà.
10. Ïîâòîðÿåì øàãè (5, 6, 7, 8, 9) äî òåõ ïîð, ïîêà ñåãìåíò U2 íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. ×èñëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îò 3 äî 6, ïðè÷åì
áîëåå ÷åòûðåõ ïîâòîðåíèé òðåáóþòñÿ êðàéíå ðåäêî.

Ïðè ðàçáèåíèè ñåãìåíòà èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà ¾ñãëàæèâàíèÿ¿
ìàòðèöû. Îïèøåì åãî áîëåå ïîäðîáíî.

Îïðåäåëåíèå 10. Ñãëàæèâàíèåì ìàòðèöû R ñ ðàäèóñîì k íàçîâåì åå ñâåðòêó ñ ÿäðîì
Q(x, y) = q(|x|) · q(|y|), ãäå

q(x) =

{
(k + 1− x)/(k + 1)2 x 6 k + 1

0 x > k + 1
,

ò. å.

R′(x, y) =
k∑

dx,dy=−k

Q(dx, dy) ·R(x+ dx, y + dy)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñãëàæèâàíèè ñ ðàäèóñîì 0 ìû ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ìàòðèöó, ïðè
ñãëàæèâàíèè ñ ðàäèóñîì 1 � ñâåðòêó ñ ÿäðîì:

1

16

 1 2 1
2 4 2
1 2 1


Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû ñãëàæèâàíèÿ, íàïðèìåð ãàóññîâî [7, 8],

íî ýòî âðÿä ëè ñóùåñòâåííî èçìåíèò ðåçóëüòàòû.

Óëó÷øåíèå ñåãìåíòöèè

Ïóñòü (F1, F2) � äâà èçîáðàæåíèÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è S = {Ui, Ai, i = 1, . . . , N} �
àôôèííàÿ ñåãìåíòàöèÿ îáëàñòè U . Äëÿ åå óëó÷øåíèÿ ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

1. Äëÿ âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ai ñòðîèì Ei � ìàòðèöû ïîãðåøíîñòåé ïðåîáðà-
çîâàíèé Ai íà âñåé îáëàñòè U .

2. Ñãëàæèâàåì ìàòðèöû Ei ñ ðàäèóñîì 10.
3. Â ñåãìåíò Ui îòáèðàåì òå ïèêñåëû èç U , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà ñãëàæåííîé ïîãðåøíî-

ñòè íàèìåíüøàÿ ñðåäè âñåõ Ei.
4. Ñãëàæèâàåì ïîñòðîåííûå ñåãìåíòû ñ ïîìîùüþ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà.
5. Óäàëÿåì ïóñòûå ñåãìåíòû.
6. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ¾A¿ íàõîäèì îïòèìàëüíûå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êàæ-

äîãî âíîâü ïîëó÷åííîãî ñåãìåíòà Ui.
7. Ïîâòîðÿåì øàãè (1 − −6) äî òåõ ïîð, ïîêà ñåãìåíòû Ui ïî÷òè íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ.

Áîëåå òî÷íî � ïîêà êîëè÷åñòâî ïèêñåëîâ, ïåðåøåäøèõ â äðóãîé ñåãìåíò, â òå÷åíèå øà-
ãà íå ñòàíåò ìåíüøå íåáîëüøîé âûáðàííîé êîíñòàíòû. Â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ
êîíñòàíòà âûáèðàëàñü ðàâíîé 10. Ïðàêòèêà ïîêàçàëà, ÷òî ïîñëå ÷åòûðåõ ïîâòîðåíèé
ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ñåãìåíòû ïîëíîñòüþ ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ.
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Äèíàìè÷åñêàÿ ñåãìåíòàöèÿ

Ïóñòü äàíà ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíûõ êàäðîâ (F1, F2) è ïóñòü ìû õîòèì ðàçáèòü âòîðîé
êàäð F2 íà N ñåãìåíòîâ.

Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé ñåãìåíòàöèè ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1. Íà÷èíàåì ñ îäíîãî ñåãìåíòà U0, ñîñòîÿùåãî èç âñåé îáëàñòè U è òîæäåñòâåííîãî àô-
ôèííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ A0.

2. Íà êàæäîì øàãå âûäåëÿåì èç U0 îäèí ñåãìåíò ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îïèñàííîãî âûøå,
äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ.

3. Óëó÷øàåì ïîëó÷åííóþ ñåãìåíòàöèþ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Â äàííîé çàäà÷å äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àþùåéñÿ ñåãìåíòàöèè èìååòñÿ óæå ãîòîâûé
÷èñëîâîé ïàðàìåòð � ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòàöèè (ñì. Îïðåäåëåíèå 9).

Îäèí ñåãìåíò, ñäâèã
Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà áåðåì ñëåäóþùóþ ïàðó êàäðîâ: f1 � ëå-

âûå 500 ñòîëáöîâ ñòàíäàðòíîãî èçîáðàæåíèÿ lena.bmp ðàçìåðà 512×512, f2 � ïðàâûå 500
ñòîëáöîâ. Òàêèì îáðàçîì, f2 ïîëó÷àåòñÿ èç f1 ñî ñäâèãîì íà 12 òî÷åê ïî ãîðèçîíòàëè. Â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷àþòñÿ äâà ñåãìåíòà. Îäèí ñîäåðæèò
ïî÷òè âåñü êàäð, òî÷íåå ãîâîðÿ 99, 66% îò ïëîùàäè êàäðà ñ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

x′ = 11,998994 +1,000002x+ 0,000003 y ;
y′ = 0,000539 −0,000001x+ 0,999998 y .

Ôàêòè÷åñêè îíî ñîâïàäàåò ñî ñäâèãîì íà 12 òî÷åê âëåâî. Âòîðîé ñåãìåíò ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî
èç-çà êðàåâûõ ýôôåêòîâ. Îáùàÿ ïîãðåøíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 2, 7.
Íà ïðèìåðå ýòîé ïðàêòè÷åñêè èäåàëüíîé ñèòóàöèè ìû âèäèì, êàêèõ ïîêàçàòåëåé ñòîèò
îæèäàòü îò ¾õîðîøåé¿ àôôèííîé ñåãìåíòàöèè.

Íåñêîëüêî ñåãìåíòîâ ñî ñïðàéòàìè
Çäåñü ìû îïÿòü ñòðîèì ïàðó èñêóññòâåííûõ êàäðîâ. Êàæäûé êàäð ðàçìåðà 640×480

ñîñòîèò èç ôîíà è ÷åòûðåõ íåáîëüøèõ ñïðàéòîâ (ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè 50..70). È äëÿ ôîíà,
è äëÿ êàæäîãî ñïðàéòà çàäàíî ñâîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Àëãîðèòì ïîñòðîèë 8 ñåãìåíòîâ, íà ðèñ. 2(a) ðàçíûìè öâåòàìè ïîêàçàíû ðàçíûå ñåã-
ìåíòû, (á) � ïðîðèñîâàíû èõ ãðàíèöû íà èñõîäíîì èçîáðàæåíèè. Ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòà-
öèè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 8, 6. Áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî êàäðà ïîêàçû-
âàåò, ÷òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü � â îáëàñòÿõ, êîòîðûì íåò
ñîîòâåòñòâèÿ íà âòîðîì êàäðå, ¾uncovered background¿. Ýòî ñëó÷àé òîæå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê áëèçêèé ê èäåàëüíîìó, âñå ñåãìåíòû è àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçàëèñü
íàéäåíû âåðíî.

Ðåàëüíûå âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Îïèñàííûå àëãîðèòìû áûëè ïðèìåíåíû ê íåñêîëüêèì ðåàëüíûì âèäåîïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿì. Ñðåäè íèõ ñòàíäàðòíàÿ âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòü Foreman ðàçìåðíîñòè 352×288
è ìóëüòôèëüì Factory ðàçìåðíîñòè 1920×1080.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Foreman ïîëó÷àåòñÿ îò 2 äî 11 ñåãìåíòîâ (íà ðèñ. 4, êàäð �173 �
10 ñåãìåíòîâ. Ñëåâà ðàçíûå ñåãìåíòû ïîêàçàíû ðàçíûì öâåòîì, ñïðàâà � íà èñõîäíîì
èçîáðàæåíèè ïðîðèñîâàíû ãðàíèöû ñåãìåíòîâ), ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòàöèè � îò 5,6 äî 9,8.
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(à) (á)

Ðèñ. 1: Äâà êàäðà ñî ñïðàéòàìè

(à) (á)

Ðèñ. 2: Ñåãìåíòàöèÿ, 8 ñåãìåíòîâ

Âèäíî, ÷òî ñåãìåíòàöèÿ ñâÿçàíà èìåííî ñ ðàçëè÷íûìè äâèæåíèÿìè ÷àñòåé êàäðà. Íàïðè-
ìåð, åñëè ãëàçà äâèãàþòñÿ ñèíõðîííî ñî âñåì ëèöîì, òî îíè íå âûäåëÿþòñÿ â îòäåëüíûå
ñåãìåíòû.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Factory ïîëó÷àåòñÿ îò 2 äî 15 ñåãìåíòîâ, ïîãðåøíîñòü ñåãìåí-
òàöèè � îò 2,6 äî 11,2. Òî åñòü ïðè îãðîìíîì óâåëè÷åíèè ïëîùàäè êàäðà êîëè÷åñòâî
ñåãìåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ëèøü ïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ñðàâ-
íèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèìåðîâ. Áîëåå ïîëíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
àëãîðèòìà, à òàêæå åãî îïòèìèçàöèÿ áóäóò ïðîèçâåäåíû ïîçäíåå.
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(à) (á)

Ðèñ. 3: Èñõîäíûå êàäðû, íîìåðà (172, 173)

(à) (á)

Ðèñ. 4: Ñåãìåíòàöèÿ íà 10 ñåãìåíòîâ

1. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä äàåò âåñüìà ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ñåãìåíòàöèè: ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñòàòè÷åñêîé ñåãìåíòàöèåé ïðè òîé æå ïîãðåøíîñòè êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ ìîæíî
óìåíüøèòü â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç. Çäåñü òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå ñðàâíåíèå.

2. Àëãîðèòì íàäåæåí: âèçóàëüíîå èçó÷åíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ñåãìåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íåò
ïðàêòè÷åñêè íè îäíîé ñóùåñòâåííîé îøèáêè.

3. Êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 2 äî 20, ïðè÷åì îíî ìàëî ìåíÿåòñÿ ñ
ðîñòîì ðàçìåðà êàäðà.

4. Ïîãðåøíîñòü ñåãìåíòàöèè � îò 1 äî 14, ïðè÷åì îíà íå èçìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðà
êàäðà.

5. Â ðåàëüíûõ êàäðàõ îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå îøèáêè ñåãìåí-
òàöèè è íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ, à ¾uncovered background¿ è öâåòîâîå ðàçëè÷èå ìåæäó



(à) (á)

Ðèñ. 5: Èñõîäíûé êàäð ðàçìåðà 1920×1080 è åãî ñåãìåíòàöèÿ íà 15 ñåãìåíòîâ

êàäðàìè, ò. å. ïðè÷èíû, êîòîðûå íåâîçìîæíî óñòðàíèòü âûáîðîì ñåãìåíòàöèè è àô-
ôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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