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Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèÿì è ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì ïîèñêà
ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåãðåññèè â âèäå

c1ϕ(B1) + · · ·+ crϕ(Br), (1)

ãäå B1, . . . , Br � ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ ðåãðåññèîííûõ àëãîðèòìîâ (ëèáî î÷åíü ïðîñòûõ, ëèáî
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ¾ïðîñòûõ¿), à ϕ � ¾ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè¿,
êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ çàðàíåå (èñõîäÿ èç ñïåöèôèêè çàäà÷è) èëè ñïåöèàëüíî ñòðîèòñÿ. Ïî-
ñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè ëþáîé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè ñíà÷àëà ïîëó÷àåò íåêîòîðûå çíà-
÷åíèÿ, êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü ¾îöåíêàìè ïðèíàäëåæíîñòè ê êëàññàì¿, à çàòåì íà
èõ îñíîâå êëàññèôèöèðóåò, ðå÷ü â ðàáîòå ïîéä¼ò íå òîëüêî î ðåãðåññèè, à î áîëåå øèðî-
êîì ñïåêòðå ïðèëîæåíèé: çàäà÷è êëàññèôèêàöèè, ðåêîìåíäàöèè è ò.ï. Â àëãåáðàè÷åñêîì
ïîäõîäå ê ðàñïîçíàâàíèþ Þ.È. Æóðàâëåâà ââîäÿòñÿ îïåðàöèè íàä àëãîðèòìàìè êëàññè-
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ôèêàöèè, êîòîðûå, ïî ñóòè, èíäóöèðóþòñÿ îïåðàöèÿìè íàä îòâåòàìè òàê íàçûâàåìûõ ðàñ-
ïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà âûðàæåíèå (1) îïðåäåëÿåò
âèä àëãîðèòìà.

Ñíà÷àëà â ðàáîòå äàåòñÿ îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòäåëüíî ïðèâîäÿòñÿ ñõå-
ìû äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ òåîðåì, çàòåì îïèñûâàþòñÿ ðåàëüíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è è
ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè (1).

Îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè
Â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà À.Í. Êîëìîãîðîâà [1],

êîòîðóþ ïîñòîÿííî ïðèâîäÿò â ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè íåéðîííûõ ñåòåé (ñì., íàïðèìåð, [2])
êàê ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, îáîñíîâûâàþùèé êîíöåïöèþ íåéðîñåòåé.

Òåîðåìà 1. Ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà åäèíè÷íîì êóáå n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xn) =
2n+1∑
q=1

hq

(
n∑
p=1

ϕp,q(xp)

)
, (2)

ãäå hq, ϕp,q � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, êðîìå òîãî, ϕp,q íå çàâèñÿò îò âûáîðà ôóíêöèè f .

Åñòåñòâåííî, âûðàæåíèå (2) â òåîðåìå ëèøü âíåøíèì âèäîì íàïîìèíàåò ôóíêöèîíàëü-
íîñòü íåéðîííîé ñåòè, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ôóíêöèè
àêòèâàöèè (â (2) ýòî ôóíêöèè hq è ϕp,q). Â êîíöå XX âåêà óäàëîñü ïîëó÷èòü íåñêîëüêî
ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå â áîëüøåé ñòåïåíè îïðàâäûâàþò èñïîëüçîâàíèå íåéðîííûõ ñåòåé íà
ïðàêòèêå. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àùå ïðèâîäÿò ñëåäóþùóþ òåîðåìó 1998 ã. [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, E ⊆ C(X) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â C(X), 1 ∈ E, ôóíêöèè èç E ðàçäåëÿþò òî÷êè â X è E çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè ϕ ∈ C(R), òîãäà E = C(X).

Çäåñü è äàëåå C(X) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè èç R, îïðåäåëåííûõ
íà X. Ïîä çàìêíóòîñòüþ îòíîñèòåëüíî ϕ ïîíèìàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ E
âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå ϕg ∈ E (ãäå ϕg(x) = ϕ(g(x))). Ðàçäåëåíèå òî÷åê îçíà÷àåò, ÷òî

∀x1, x2 ∈ X ∃g ∈ E : g(x1) 6= g(x2).

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáóþ íåïðåðûâíóþ âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn)
ìîæíî ïðèáëèçèòü íåéðîñåòüþ, ó êîòîðîé â êà÷åñòâå ôóíêöèé àêòèâàöèè (ó íåéðîíîâ)
èñïîëüçóþòñÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ϕ (ëþáàÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû),
è òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí çíà÷èòåëüíî ðàíüøå (â 1991 ã.)
Â. Êðåéíîâè÷åì [4]. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé î÷åíü èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé
â 1993 ã. À. Ïèíêóñîì è ñîàâòîðàìè [5], [6] (ñì. òàêæå îáçîð [7]):

Òåîðåìà 3. Â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ

C(R) = L ({ϕ(ax+ b) | a, b ∈ R}),

ãäå ϕ ∈ C(R) � íå ïîëèíîì.

Çäåñü L(X) � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç X, âåðõíÿÿ ÷åðòà
� çàìûêàíèå. Èçíà÷àëüíî [5], òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ïðè áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,
îäíàêî â äàëüíåéøåì � äëÿ êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáîáùåíà íà ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé, êðîìå òîãî, ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå êðèòåðèÿ (ñì. ïðåäïîëîæåíèå 6.4 ðàáîòû [7]):
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C(R) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

C(Rn) = L

({
ϕ

(
n∑
i=1

aixi + b

)∣∣∣∣∣ (a1, . . . , an) ∈ Rn, b ∈ R

})
. (3)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà äâóõñëîéíîé íåé-
ðîííîé ñåòüþ, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëîå � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè ϕ (íåïðåðûâ-
íàÿ, íåïîëèíîìèàëüíàÿ), à âî âòîðîì � òîæäåñòâåííàÿ (îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î ÷èñëå
íåéðîíîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî ïðèáëèæåíèÿ). Ðåçóëüòàò À.Í. Êîëìîãîðîâà ÷àñòî
èíòåðïðåòèðóþò êàê ¾îòñóòñòâèå ôóíêöèé áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ¿, ò.å. ñóùåñòâóþò
òîëüêî ñóììà è ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, à âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè � èõ ñóïåðïîçèöèè
(ðå÷ü èäåò, åñòåñòâåííî, î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ). Ó ðåçóëüòàòà À. Ïèíêóñà è ñîàâòîðîâ
áîëåå ñèëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè è ðîâíî îäíà ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî! Ïðè÷åì íà ðîëü òàêîé åäèíñòâåí-
íîé ôóíêöèè ϕ ïîäõîäèò ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ, êðîìå ïîëèíîìà. Êðîìå òîãî, ïðè ïðèáëè-
æåíèè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íå íàäî èñïîëüçîâàòü ¾âëîæåííûõ ñóïåðïîçèöèé¿,
ò.å. âèäà

ϕ(. . . ϕ(. . .) . . .). (4)

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòó ñìåëóþ èíòåðïðåòàöèþ ÷àñòî óäàåòñÿ ýêñïëóà-
òèðîâàòü íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ.

Äåôîðìàöèè â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ââîäÿòñÿ îïåðàöèè íàä àëãîðèòìàìè.

Ïîäðîáíåå î ïîäõîäå ìîæíî óçíàòü â ðàáîòàõ [8],[9]. Ïóñòü àëãîðèòì A äîëæåí êëàññèôè-
öèðîâàòü îáúåêòû S1, . . . , Sq (êîíòðîëüíóþ âûáîðêó) íà l, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþùèõñÿ
êëàññà, ò.å. ïîëó÷èòü áèíàðíóþ q × l-ìàòðèöó, ij-é ýëåìåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì àë-
ãîðèòìà íà âîïðîñ ¾ïðèíàäëåæèò ëè j-ìó êëàññó îáúåêò Si¿. Â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå
ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåð-
ïîðçèöèè ðàñïîçíàþùåãî îïåðàòîðà B è ðåøàþùåãî ïðàâèëà C (â [8] åñòü äàæå òåîðåìà,
äîêàçûâàþùàÿ ýòî óòâåðæäåíèå, íî îíà íåìíîãî èñêóññòâåííàÿ). Ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð
ïîëó÷àåò âåùåñòâåííóþ q× l-ìàòðèöó îöåíîê Γ[B] = ||γij||q×l: å¼ ij-é ýëåìåíò èíòåðïðåòè-
ðóåòñÿ êàê îöåíêà ïðèíàäëåæíîñòè j-ìó êëàññó îáúåêòà Si. Ðåøàþùåå ïðàâèëî ïåðåâîäèò
ìàòðèöó îöåíîê â áèíàðíóþ ìàòðèöó, íàïðèìåð, òàê:

C(||γij||) = ||αij||, αij =

{
1, γij > c,
0, γij < c

(5)

(ïîðîãîâîå ðåøàþùåå ïðàâèëî). Â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ðåøàþùåå ïðàâèëî ôèêñèðó-
åòñÿ, à îïåðàöèè íàä àëãîðèòìàìè èíäóöèðóþòñÿ îïåðàöèÿìè íàä ðàñïîçíàþùèìè îïåðà-
òîðàìè, êîòîðûå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ[B1 +B2] = Γ[B1] + Γ[B2],

Γ[c ·B1] = c · Γ[B1],

Γ[B1 ·B2] = Γ[B1] · Γ[B2],

çäåñü B1, B2 � ðàñïîçíàþùèå îïåðàòîðû, óìíîæåíèå ¾·¿ � ïîýëåìåíòíîå.
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Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îïåðàöèé ìîæíî ñòðîèòü ïîëèíîìû íàä àëãîðèòìàìè (ðàñïî-
çíàþùèìè îïåðàòîðàìè).

Âåñü ñìûñë ââåäåíèÿ îïåðàöèé îáúÿñíÿåòñÿ â îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõî-
äà [8] (ñì. òàêæå [9]): ïðè íåîáðåìåíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæíî
ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ íàä íåêîððåêòíûìè àëãîðèòìàìè (êîòîðûå äîïóñêàþò îøèáêè íà
êîíòðîëüíîé âûáîðêå) ñòðîèòü êîððåêòíûå àëãîðèòìû.

Îêàçûâàåòñÿ (ìû ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå),
÷òî êîððåêòíûå ïîëèíîìû ìîæíî ñòðîèòü â âèäå (1), ãäå ϕ � ïîëèíîì ñïåöèàëüíîãî âè-
äà. Íî ¾êîððåêòíîñòü¿ íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíè ïîëèíîìà. Åñëè æå âçÿòü â
êà÷åñòâå ϕ íåïîëèíîìèàëüíóþ îïåðàöèþ, ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî

Γ[ϕ(B)] = ϕ(Γ[B]),

ãäå ôóíêöèÿ ϕ äåéñòâóåò ïîýëåìåíòíî, òî òàêæå êîððåêòíûé àëãîðèòì ïðåäñòàâèì â âèäå
(1). Ïåðâîíà÷àëüíî àâòîð äîêàçàë ýòî äëÿ äåôîðìàöèè ϕ(x) = 1

x
[10], íî ïîñëå òîãî êàê åìó

ñòàëè èçâåñòíû ðåçóëüòàòû À. Ïèíêóñà (î ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðûõ îí óæå ñàì äîãàäàëñÿ),
îáùèé ñëó÷àé ñòàë î÷åâèäíûì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî íèæå).

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì çàìûêàíèåì ìîäåëè (ìíîæåñòâà ìàòðèö îöåíîê) íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïåðàòîðîâ ìîäåëè (ìàòðèö îöåíîê).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå çàìûêàíèå ìîäåëè àëãîðèòìîâ ïîïîëíèòü ñïåöèàëüíûìè
îïåðàöèÿìè íîðìèðîâêè [10], êîòîðûå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå, òî êîððåêòíûé
àëãîðèòì ìîæíî íå ïîëó÷èòü, íî âñå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (1).
Òàêèì îáðàçîì, îïÿòü ïðè ïîïîëíåíèè ëèíåéíîãî çàìûêàíèÿ âëîæåíèÿ âèäà (4) ìîæíî íå
èñïîëüçîâàòü.

Äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ýòîò ïàðàãðàô íå ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêèì îáçîðîì, è åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü ÷èòàòåëþ

áåç ïîòåðè íèòè ðàññóæäåíèÿ. Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ðåçóëüòàòû, êîòîðûå
îïèñàëè ðàíüøå. Â ôîðìóëèðîâêàõ áóäåò ôèãóðèðîâàòü ìîäåëü àëãîðèòìîâ B∗ (òî÷íåå,
ýòî ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ). Íà íåå íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Â ëèíåéíîì çàìûêàíèè ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö îöåíîê (îïåðàòîðîâ ìîäåëè) åñòü êîí-
ñòàíòíàÿ ìàòðèöà (âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íåíóëåâîé êîíñòàíòå).

2. Â ëèíåéíîì çàìûêàíèè ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö îöåíîê åñòü áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç áèíàð-
íûõ ìàòðèö.

3. Â ëèíåéíîì çàìûêàíèè ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö îöåíîê åñòü ìàòðèöà ñ ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûìè ýëåìåíòàìè.

Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ìîäåëü îïåðàòîðîâ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê
(ñì. [9]).

Ïðè îòêàçå îò ¾ýêçîòè÷åñêîãî¿ òðåáîâàíèÿ (2) ôîðìóëèðîâêè òåîðåì íåìíîãî ïîìå-
íÿþòñÿ; íà ñàìîì äåëå, ìíîãèå ìîäåëè ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿþò. Òðåáîâàíèå (3)
ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ñâîéñòâîì çàäà÷è, à íå ìîäåëè (ÿñíî, ÷òî åñëè S1 = . . . = Sq, òî âðÿä ëè
îíî âûïîëíÿåòñÿ â ¾ðàçóìíûõ ìîäåëÿõ¿). Îíî ñëåäóåò èç ¾íåïðîòèâîðå÷èâîñòè¿ èñõîäíîé
èíôîðìàöèè.

Òåîðåìà 5. Ëþáóþ ìàòðèöó îöåíîê, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå
âûøå k íàä îïåðàòîðàìè ìîäåëè B∗ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìîì âèäà (1), ãäå ϕ � ïîëèíîì
k-é ñòåïåíè ñïåöèàëüíîãî âèäà (íàïðèìåð, ïîäîéäåò ϕ(x) = xk), B1, . . . , Br � ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ìîäåëè (ïðè÷¼ì îíè íå çàâèñÿò îò ïîëó÷àåìîé ìàòðèöû è ñòåïåíè
k).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå îñíîâàíî íà òåõíèêå,
ïîõîæåé íà îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ÿäðà â SVM. Ïî ýòîé ñõåìå è ðà-
áîòå [9] áåç òðóäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ åãî q × l-ìàòðèöåé îöåíîê, à å¼ � ñ
ql-ìåðíûì âåêòîðîì, äîñòàòî÷íî ¾âûòÿíóòü¿ ìàòðèöó â âåêòîð:

||γij||q×l → (γ11, . . . , γ1l, γ21, . . . , γql).

Èç îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäåëü ñëåäóåò, ÷òî â ëèíåéíîì çàìûêàíèè M òàêèõ ql-ìåðíûõ âåêòî-
ðîâ åñòü áàçèñ x̃1, . . . , x̃s èç áèíàðíûõ âåêòîðîâ è âåêòîð 1̃ = (1, . . . , 1)ò.

Çàïèøåì áàçèñíûå âåêòîðû x̃i è èõ èíâåðñèè 1̃−x̃i ïî ñòîëáöàì â ìàòðèöó X. Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå çàìûêàíèå L(X) ñòîëáöîâ ìàòðèöû X (à ýòî è åñòü ëèíåéíîå
çàìûêàíèåM) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì çàìûêàíèåì L(XXò) ñòîëáöîâ ìàòðèöû ÃðàìàXXò.

Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà X ′ ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå k (ìîíî-
ìû xixj è xjxi ñ÷èòàåì ðàçíûìè) íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû X. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà
X ′X ′ò = ϕ(XXò), ãäå ôóíêöèÿ ϕ(x) = xk ïðèìåíÿåòñÿ ïîýëåìåíòíî. Ïðè ýòîì L(X ′) =
= L(XX ′). Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå k íàä âåêòîðàìè
èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü áàçà âåêòîðîâ ϕ(yj), ãäå yj ïðîáåãàåò ñòîëáöû ìàòðèöû XXò,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû X.

Ïåðåõîäÿ òåïåðü îò ql-ìåðíûõ âåêòîðîâ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðàì ïîëó÷àåì ñïðà-
âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

�

Ýòà òåîðåìà îïèñûâàåò ïîëèíîìèàëüíûå çàìûêàíèÿ ìîäåëè, ò.å. ïðîñòðàíñòâà ïîëè-
íîìîâ ñòåïåíè íå âûøå k (âïåðâûå áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû â [9]). Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè
çðåíèÿ óäðó÷àåò òîò ôàêò, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, â òåîðåìå 5 r = ql (ïîíèæåíèå r âîçìîæíî
ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåïîëèíîìèàëüíûå îïåðàöèè:

Òåîðåìà 6. Ëþáóþ q× l-ìàòðèöó ìîæíî ïîëó÷èòü îïåðàòîðîì âèäà (1) ãäå B1, . . . , Br �
îïåðàòîðû èç ëèíåéíîãî çàìûêàíèÿ ìîäåëè B∗, ϕ ∈ C(R) � íå ïîëèíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå îòîæäåñòâèì îïåðàòîð ñ ql-
ìåðíûì âåêòîðîì. Â ëèíåéíîì çàìûêàíèè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
ìîäåëè, åñòü âåêòîð 1̃ = (1, . . . , 1)ò è âåêòîð x̃ = (x1, . . . , xql)

ò ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè
ýëåìåíòàìè. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå âèäà

∑
i

ciϕ(ai1̃ + bix̃) =
∑
i

ci

 ϕ(ai + bix1)
...

ϕ(ai + bixql)

 (6)

(ñóììà êîíå÷íàÿ). Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ql-ìåðíûé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ âåêòîðîì âèäà (6) è èç âåêòîðîâ òàêîãî âèäà ìîæíî
ñîñòàâèòü áàçèñ ql-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà, êîòîðàÿ ðàâíà 1 â òî÷êå xj, à â îñòàëüíûõ xt, t 6= j,
ðàâíà íóëþ, ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü âûðàæåíèåì∑

i

ciϕ(ai + bix).
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Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ql-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå
áóäåò èìåòü âèä (6). Ïåðåõîäÿ òåïåðü îò âåêòîðîâ ê ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðàì ïîëó-
÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. �

Ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, êîòîðûå óäàëîñü óñïåøíî ðåøèòü,
èñïîëüçóÿ îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû. Ïðè÷¼ì íå ïðîñòî óñïåøíî, à ñóùåñòâåííî ëó÷øå
ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ñòàëè ïîáåäèòåëÿìè â ðàìêàõ êðóïíûõ
ìåæäóíàðîäíûõ êîíêóðñîâ. Âñå îíè ïîëó÷åíû àëãîðèòìàìè, êîòîðûå èìåþò âèä (1).

Òåõíîëîãèÿ LENKOR
Òåõíîëîãèÿ ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ðàçíîðîäíîé èíôîðìàöèåé è èçíà-

÷àëüíî ïðèìåíÿëàñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåêîìåíäàòåëüíûõ ñèñòåì è ïðîãíîçèðîâàíèÿ äåÿ-
òåëüíîñòè íàó÷íûõ êîëëåêòèâîâ. Â [11] îïèñàíî ðåøåíèå çàäà÷è Ìåæäóíàðîäíîãî êîí-
êóðñà ¾ECML/ PKDD Discovery Challenge 2011 (VideoLectures.Net Recommender System
Challenge)¿ [12] ïî ñîçäàíèþ ðåêîìåíäàòåëüíîé ñèñòåìû ðåñóðñà VideoLectures.net. Íèæå
ìû îïèøåì ïðèíöèïû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñâÿçü ñ ïîèñêîì
ðåøåíèÿ â âèäå (1).

Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ëåêöèé çàäàíû èõ îïèñàíèÿ:

� èäåíòèôèêàöèîííûé íîìåð ëåêöèè,
� ÿçûê ëåêöèè (àíãëèéñêèé, ôðàíöóçñêèé, ðóññêèé è ò.ï.),
� êàòåãîðèÿ ëåêöèè (íàïðèìåð ¾Computer Science¿ èëè ¾Biology¿),
� ÷èñëî ïðîñìîòðîâ ëåêöèè,
� äàòà ïóáëèêàöèè íà ñàéòå,
� àâòîð ëåêöèè (à òàêæå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î í¼ì: e-mail, ñàéò â Èíòåðíåòå è ò.ä.),
� íàçâàíèå ëåêöèè,
� îïèñàíèå ëåêöèè (íåáîëüøîé òåêñò).

Àíàëîãè÷íûå äàííûå èìåþòñÿ ïî ñîáûòèÿì, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ëåêöèè (êîíôåðåíöèè,
íà êîòîðûõ îíè ïðî÷èòàíû, øêîëû-ñåìèíàðû, öèêëû ëåêöèé è ò.ä., ñì. ïîäðîáíåå [12]).

Ìíîæåñòâî îïèñàííûõ ëåêöèé ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà: 6983
¾ñòàðûå ëåêöèè¿, êîòîðûå áûëè îïóáëèêîâàíû íà ñàéòå äî 1 èþëÿ 2009 ã. (ïî íèì èçâåñòíà
âñÿ ñòàòèñòèêà) è 1122 ¾íîâûå ëåêöèè¿, êîòîðûå âûëîæåíû íà ñàéòå ïîñëå ýòîé äàòû
(ïî íèì íå èçâåñòíà èíôîðìàöèÿ î ïðîñìîòðàõ). Åñòü òàêæå êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà � ýòî
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñòàðûõ ëåêöèé. Äëÿ êàæäîé ëåêöèè èç êîíòðîëüíîé âûáîðêè
íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü ñïèñîê ðåêîìåíäóåìûõ 30 íîâûõ ëåêöèé, òàêèì îáðàçîì, åñëè
íîâûé ïîëüçîâàòåëü (èíòåðåñû êîòîðîãî íàì íå èçâåñòíû) çàõîäèò íà ñàéò è íà÷èíàåò
ñìîòðåòü ëåêöèþ � ìû ìîæåì ðåêîìåíäîâàòü åìó íîâèíêè (óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê èç 30
íåäàâíî çàêà÷àííûõ íà ñàéò ëåêöèé).

Êà÷åñòâî ðåêîìåíäàöèè ëåêöèé ñ íîìåðàìè a1, . . . , a30 ïî ëåêöèè èç êîíòðîëüíîé âû-
áîðêè îöåíèâàëàñü ïî ôîðìóëå

1

6

∑
z∈{5,10,15,20,25,30}

|{y1, . . . , ymin (z,s)} ∩ {a1, . . . , amin (z,s)}|
min (z, s)

, (7)

ãäå y1, . . . , ys � íîìåðà ëåêöèé, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ïðîñìàòðèâàëèñü ïîñëå ðàññìàòðè-
âàåìîé ¾ñòàðîé¿ ëåêöèè (èäóò ïî óìåíüøåíèþ ïîïóëÿðíîñòè).

Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè ¾LENKOR¿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùèõ ýòàïàõ:
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1. Âûäåëåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ èíôîðìàöèè, îïèñàíèå ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèé áëèçîñòè ïî
êàæäîìó âèäó.

2. Ôîðìèðîâàíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé áëèçîñòè, íàñòðîéêà êîýôôèöèåíòîâ
(ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà).

3. ¾Äåôîðìèðîâàíèå¿ êîìáèíàöèè (ïîïûòêà ïîñòðîèòü íåëèíåéíóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ
ïóòåì ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé), íàñòðîéêà êîýôôèöèåíòîâ
(ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà).

Â ýòîé çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå áûëè ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ñðàâíåíèÿ ïîõîæåñòè çà-
ãîëîâêîâ ëåêöèè, èõ òåìàòèêè, àâòîðîâ è ò.ä. Íàïðèìåð, ïðè ñðàâíåíèè çàãîëîâêîâ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê îáðàáîòêå òåêñòîâ: ñòåììèíã, TF·IDF-ïðåîáðàçîâàíèå è
êîñèíóñíàÿ ìåðà ñõîäñòâà [13]. ¾Âèä èíôîðìàöèè¿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñ-
ëå, íàïðèìåð, áðàëàñü âñÿ òåêñòîâàÿ èíôîðìàöèÿ (çàãîëîâîê ëåêöèè, îïèñàíèå, òåêñò èç
ñëàéäîâ), îáúåäèíÿëàñü, è ñðàâíèâàëèñü òàêèå îáùèå òåêñòû.

Íà âòîðîì ýòàïå ïðèìåíåíèå î÷åíü ïðîñòîãî îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà � ïîêîîðäèíàò-
íîãî ñïóñêà � îïðàâäàíî òåì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü íåñòàíäàðòíûé ôóíêöèî-
íàë êà÷åñòâà (7) (îí ìàêñèìèçèðîâàëñÿ íàïðÿìóþ). Çàìå÷åíî, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè îïðåäå-
ëÿþòñÿ ¾íåíóæíûå¿ âèäû èíôîðìàöèè: òå, êîòîðûå íå íóæíî ó÷èòûâàòü â ðåøåíèè � èì
ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûå âåñà. Âàæíîñòü ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äåôîðìàöèÿ
íå ñäåëàåò èõ ¾íóæíûìè¿, ò.å. åñëè íà âòîðîì ýòàïå íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò íóëåâîé, òî
îí áóäåò íóëåâûì è ïðè íàñòðîéêå êîýôôèöèåíòîâ íà òðåòüåì ýòàïå (ïîýòîìó ñðàçó ëèø-
íèå ñëàãàåìûå ìîæíî óäàëèòü). Åñòåñòâåííî, ýòî íàáëþäåíèå òåîðåòè÷åñêè íå îáîñíîâàíî.

Íà òðåòüåì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïåðåáîð ðàçëè÷íûõ ϕ â âûðàæåíèè âèäà (1) (èç íåêîòî-
ðîãî ñïèñêà ôóíêöèé). Â êà÷åñòâå Bi çäåñü áðàëèñü ïîäêîìáèíàöèè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ïîñòðîåííîé íà ïåðâûõ äâóõ ýòàïàõ. Êîíêðåòíî â ýòîé çàäà÷å íàèëó÷øåé îêàçàëàñü äå-
ôîðìàöèÿ âèäà ϕ(x) =

√
x.

Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ áëèçîñòè äâóõ ëåêöèé âèäà (1). Âñå ïàðàìåòðû â íåé
íàñòðîåíû òàê, ÷òîáû áëèçêèìè ñ÷èòàëèñü ëåêöèè, êîòîðûå ñìîòðÿò âìåñòå. Äëÿ ¾ñòàðîé¿
ëåêöèè íàõîäèì 30 íîâûõ ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè áëèçîñòåé ê íåé (â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïîðÿäêå èõ è âûäàåì).

Âèäíî, ÷òî èäåÿ îïèñàííîé òåõíîëîãèè ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, îïè-
ñàííûì â îáçîðå. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì çàíÿë ïåðâîå ìåñòî ñðåäè 62 ó÷àñòíèêîâ ñ ðå-
çóëüòàòîì 35.857% è äîñòàòî÷íî ñîëèäíûì îòðûâîì îò âòîðîãî ìåñòà (30.743%). Áîëåå
ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè â [11].

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè áèîìåäèöèíñêèõ ñòàòåé

Íà Ìåæäóíàðîäíîì ñîðåâíîâàíèè ¾Topical Classi�cation of Biomedical Research Papers¿
[14] áûëà ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à êëàññèôèêàöèè áèîìåäèöèíñêèõ íàó÷íûõ ñòàòåé íà l = 83,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà. Êàæäûé êëàññ îïèñûâàë ïðèíàäëåæíîñòü ê îïðå-
äåëåííîé òåìå (¾õèðóðãèÿ¿, ¾ñòîìàòîëîãèÿ¿ è ò.ï.). Êàæäàÿ ñòàòüÿ îïèñûâàëàñü çíà÷åíè-
ÿìè n = 25640 ïðèçíàêîâ, ïðèðîäà ïðèçíàêîâ ó÷àñòíèêàì ñîðåâíîâàíèÿ íå ðàçãëàøàëàñü,
íî ñêîðåå âñåãî ýòî áûëè ÷èñëà âõîæäåíèé îïðåäåëåííûõ òåðìèíîâ (¾òðàíñïëàíòàöèÿ¿,
¾çóá¿ è ò.ï.). Â îáó÷àþùåé âûáîðêå áûëî m = 10000 ñòàòåé, êîòîðûå âðó÷íóþ ðàñêëàñ-
ñèôèöèðîâàíû ýêñïåðòàìè, â êîíòðîëüíîé, ïî êîòîðîé îöåíèâàëîñü êà÷åñòâî àëãîðèòìîâ,
òàêæå áûëî q = 10000 ñòàòåé (èõ êëàññèôèêàöèÿ ó÷àñòíèêàì íå áûëà èçâåñòíà).

Ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà ðåøåíèÿ áûëà F-ìåðà: êà÷åñòâî îòâåòà àëãîðèòìà (y1, . . . , yl)
(áèíàðíûé âåêòîð, i-é ýëåìåíò êîòîðîãî � îòâåò íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè ðàññìàòðèâà-
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åìàÿ ñòàòüÿ i-ìó êëàññó) ïðè ïðàâèëüíîì îòâåòå (α1, . . . , αl) âû÷èñëÿëàñü êàê∑l
i=1 αiyi∑l

i=1 αi +
∑l

i=1 yi
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîáåäèòåëÿ áðàëîñü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé F-ìåðû äëÿ âñåõ
îáúåêòîâ êîíòðîëüíîé âûáîðêè.

Äîñòàòî÷íî êà÷åñòâåííûå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (ìîãëè áû âîéòè â 10 ñèëüíåé-
øèõ íà ñîðåâíîâàíèè) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó íà âõîä àëãîðèòìó
äàåòñÿ ìàòðèöàXm×n, à íà âûõîäå � ìàòðèöà Ym×l, òî ëîãè÷íî èñêàòü ìàòðèöóWn×l òàêóþ,
÷òî

XW = Y. (8)

ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñëî nl íåèçâåñòíûõ (ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè), ÷òî âûçûâàåò ýôôåêò ïåðåîáó÷åíèÿ (êà÷åñòâî íà òåñòå ñóùåñòâåííî ìåíüøå êà-
÷åñòâà íà îáó÷åíèè). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (8) ¾óïðîùàåòñÿ¿: âìåñòî ìàòðèöûX èñïîëüçóþò
ìàòðèöó X ′, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå íåïîëíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (SVD):

X ≈ X ′m×kΛk×kUk×n.

Èñïîëüçóÿ ïàðàäèãìó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà íàõîäÿò C:

C(X ′W ) = Y,

ãäå C � ïîðîãîâîå ðåøàþùåå ïðàâèëî (5) (ìû â ëþáîì ñëó÷àå âûíóæäåíû áèíàðèçîâàòü
îòâåò). Íàèëó÷øåå êà÷åñòâî äîñòèãàëîñü ïðè èñïîëüçîâàíèè k = 700 ìàêñèìàëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè, ò.å. ìàòðèöà X ′ èìåëà ðàçìåðû 10000×700.

Ñëåäóÿ óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëå (1), íåîáõîäèìî áûëî ïîäîáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ.
Èç ëîãèêè ðåøåíèÿ è ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëó÷øå âñåãî ïîäõîäÿò
ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà íîðìèðîâêè. Íàèëó÷øåå êà÷åñòâî ïîêàçàëà íîðìèðîâêà

ϕ(||γij||) = ||θij||, θij =
γij√

max
t

(γit)
.

Êîýôôèöèåíòû â (1) íàñòðàèâàëèñü ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, íàïðÿìóþ îïòèìè-
çèðóÿ F-ìåðó ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ Bi â (1) áûëè âçÿòû

� Îïèñàííûé âûøå ëèíåéíûé àëãîðèòì íàä SVD-ðàçëîæåíèåì.
� Äâà LIBSVM-àëãîðèòìà [15] (îòëè÷àëèñü ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìèðîâêîé ìàòðèöû X,

â ïåðâîì âñå ýëåìåíòû äåëèëèñü íà ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â ñòðîêå, âî âòîðîì � â
ñòîëáöå).

� Àëãîðèòì k áëèæàéøèõ ñîñåäåé ñ êîñèíóñíîé ìåðîé ñõîäñòâà (ìîæåò áûòü èñêëþ÷¼í
áåç ñèëüíîé ïîòåðè êà÷åñòâà).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îêàçàëîñü, ÷òî ïîðîã â ïîðîãîâîì ðåøàþùåì ïðàâèëå (5) òàêæå
ìîæíî âûáèðàòü, ïîâûøàÿ êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîðîãà � äëÿ
i-é ñòðîêè ìàòðèöû îöåíîê ||γij||

c(i) = min(max
j

(γij), 0.345)

(íåîáõîäèìî áûëî ãàðàíòèðîâàòü îòñóòñòâèå íóëåâûõ ñòðîê â ìàòðèöå-îòâåòå).
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Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé çàäà÷å òàêæå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå (1). Çäåñü Bi

áðàëèñü èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, â îñòàëüíîì ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (1) ñòàíäàðò-
íîå (êàæäûé îïåðàòîð Bi ïîëó÷àë âåùåñòâåííóþ q × l-ìàòðèöó, ìàòðèöû ¾äåôîðìèðîâà-
ëèñü¿ íîðìèðîâêàìè è ñêëàäûâàëèñü ñ îïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè). Èòîãîâîå ðå-
øåíèå ïîêàçàëî ðåçóëüòàò 0.53242 (ïî F-ìåðå) è çàíÿëî 3 ìåñòî íà ñîðåâíîâàíèè ñðåäè 126
ó÷àñòíèêîâ (0.53579 � ðåçóëüòàò êîìàíäû ïîáåäèòåëåé). Ïîäðîáíåå î ðåøåíèè íàïèñàíî
â [16].

Çàäà÷à ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ êëèåíòîâ ñåòè ñóïåðìàðêåòîâ
Íà Ìåæäóíàðîäíîì ñîðåâíîâàíèè ¾Dunnhumby's Shopper Challenge¿ [17] áûëà ïðåä-

ñòàâëåíà çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàòû ñëåäóþùåãî âèçèòà è ñóììû ïîêóïîê êàæäîãî
êëèåíòà ñåòè ñóïåðìàðêåòîâ. Òåõíèêà ðåøåíèÿ ñàìîé çàäà÷è íåìíîãî âûõîäèò çà ðàìêè
äàííîé ñòàòüè, ïîñêîëüêó îòâåò àëãîðèòìà äëÿ äàííîãî êëèåíòà ñ÷èòàëñÿ âåðíûì, åñëè
òî÷íî óãàäûâàëñÿ äåíü ñëåäóþùåãî âèçèòà è ñ òî÷íîñòüþ äî 10$ óãàäûâàëàñü ñóììà. Òà-
êèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàçáèâàëàñü íà äâå ðàçíûå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå òðåáîâàëîñü ðåøèòü
ñîãëàñîâàííî (íàïðèìåð, òðàòû êëèåíòà ìîãóò çàâèñåòü îò ¾òèïè÷íîñòè äíÿ âèçèòà¿).

Äëÿ íàñ èíòåðåñíî ðåøåíèå ïåðâîé ïîäçàäà÷è � ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàòû âèçèòà. Ïóñòü
ó íàñ åñòü ìàòðèöà âèçèòîâ êîíêðåòíîãî êëèåíòà

||vij||d×7,

â êîòîðîé vij = 1, åñëè áûë âèçèò â j-é äåíü i íåäåëü íàçàä (åñëè ñåé÷àñ êîíåö âîñêðåñåíèÿ,
òî v12 ñîîòâåòñòâóåò âòîðíèêó ýòîé íåäåëè, à v25 � ïÿòíèöå ïðîøëîé), d � ÷èñëî íåäåëü,
çà êîòîðîå åñòü ñòàòèñòèêà.

Åñòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùåãî ïðèõîäà â êàæ-
äûé êîíêðåòíûé äåíü. Ïåðâûé ñïîñîá � îöåíèòü âåðîÿòíîñòè âèçèòîâ

pj =
1

d

d∑
i=1

vij, (9)

à çàòåì ïåðåñ÷èòàòü èõ â èñêîìûå âåðîÿòíîñòè

p̃1
j = pj

j−1∏
k=1

(1− pk). (10)

Âòîðîé ñïîñîá � îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè íåïîñðåäñòâåííî:

p̃2
j =
|{i ∈ {1, 2, . . . , d} | vij = 1, vi1 = · · · = vi,j−1 = 0}|

d
.

Åñëè îò ìàòðèöû âèçèòîâ ||vij||d×7 ïåðåéòè ê ìàòðèöå ïåðâûõ âèçèòîâ ||v′ij||d×7, îñòàâèâ
òîëüêî ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû â êàæäîé ñòðîêå, òî ôîðìóëà äëÿ âòîðîãî ìåòîäà
çàïèøåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (9):

p̃2
j =

1

d

d∑
i=1

v′ij.

Ýòî íàáëþäåíèå áóäåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Pàçóìíî êîìáè-
íàöèåé äâóõ ìåòîäîâ íàçâàòü ìåòîä, êîòîðûé âû÷èñëÿåò âåðîÿòíîñòè òàê:

p̃j = αp̃1
j + (1− α)p̃2

j , α ∈ [0, 1].
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Îäíàêî, ïîñêîëüêó â ðåøåíèè áóäåò èñïîëüçîâàíà äåôîðìàöèÿ (êîòîðàÿ äîëæíà ¾îäè-
íàêîâî äåéñòâîâàòü íà àëãîðèòìû¿), ó÷èòûâàÿ ñõîæåñòü âû÷èñëåíèé pj è p̃2

j , ìû áóäåò
îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè âèçèòîâ ïî ôîðìóëå

pnewj = αpj + (1− α)p̃2
j ,

à çàòåì ïåðåñ÷èòûâàòü èõ â âåðîÿòíîñòè ïåðâûõ âèçèòîâ (10). Ýòî íå ñîâñåì ïðàâèëüíî ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè, íî äàëî âûèãðûø íà ïðàêòèêå. Â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ äåíü, â
êîòîðûé ñëåäóþùèé âèçèò ìàêñèìàëüíî âåðîÿòåí:

arg max
j

p̃j.

Äàëåå ëîãèêà ðåøåíèÿ ïðîñòàÿ. Íàäî îïðåäåëèòüñÿ ñ ¾äåôîðìàöèåé¿. Ïîñêîëüêó ñòà-
òèñòèêà äàíà çà äëèòåëüíûé ïåðèîä, íàäî ó÷åñòü ¾óñòàðåâàíèå¿ äàííûõ (ýëåìåíòû èç
ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèö ||vij||, ||v′ij|| áîëåå ïîëåçíû äëÿ ðåøåíèÿ, ÷åì ýëåìåíòû ïîñëåäíèõ).

Èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøóþ âåñîâóþ ñõåìó w1 > w2 > . . . > wd > 0,
∑d

i=1wi = 1, ïîëó÷àåì
îöåíêó âåðîÿòíîñòè âèçèòà

pnewj = α
d∑
i=1

wivij + (1− α)
d∑
i=1

wiv
′
ij =

d∑
i=1

wi(αvij + (1− α)v′ij).

Â ýòîé çàäà÷å â êà÷åñòâå âåñîâîé ñõåìû áûëà âûáðàíà ¾ñòåïåííàÿ¿:

wi =
(d− i+ 1)r∑d

k=1 k
r

(õîòÿ âîçìîæåí è âûáîð äðóãèõ ñõåì). Ïàðàìåòðû r, α áûëè âûáðàíû òàê, ÷òîáû ìàêñè-
ìèçèðîâàòü ÷èñëî âåðíûõ ïðîãíîçîâ íà ïîñëåäíåé íåäåëå: ñòàòèñòèêà ¾îáðåçàëàñü¿ 7 äíåé
íàçàä è ïðåäñêàçûâàëèñü ïåðâûå âèçèòû êàæäîãî êëèåíòà (åñëè îíè áûëè) íà ïîñëåäíåé
íåäåëå.

Â ðåçóëüòàòå áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì, êîòîðûé çàíÿë ïåðâîå ìåñòî íà ñîðåâíîâàíèè
ñðåäè 279 êîìàíä [17]. Àëãîðèòì ñïîñîáåí ïðåäñêàçûâàòü äåíü ñëåäóþùåãî âèçèòà ñ òî÷-
íîñòüþ 43%, íî ôèíàëüíàÿ âåðñèÿ ïîêàçûâàëà ëèøü 41.79%, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû íàñòðà-
èâàëèñü ñ ó÷¼òîì âòîðîé ïîäçàäà÷è (ïðåäñêàçûâàëñÿ íå ñàìûé âåðîÿòíûé âèçèò, ïîñêîëüêó
ó÷èòûâàëàñü äèñïåðñèÿ öåí ïîêóïîê â ýòè äíè íåäåëè).

Äåôîðìàöèÿ îòâåòîâ
¾Äåôîðìàöèè îòâåòîâ¿ àëãîðèòìîâ, ò.å. ïðèìåíåíèå ê îòâåòàì íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ

÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðèêëàäíèêàìè. Ïðè ýòîì îíè íàçûâàþòñÿ ïî-ðàçíîìó (¾äåôîðìà-
öèÿ¿ � àâòîðñêèé òåðìèí), íàïðèìåð, ¾calibrating¿ [18]. ×àñòî îíè áûâàþò ïîëåçíûìè
ïðè ïîäîáíûõ ôóíêöèÿõ îøèáêè:

−1

q

q∑
i=1

{
log(1− ai), yi = 0,

log(ai), yi = 1
(11)

(Logarithmic Loss � ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè), ãäå yi �
âåðíûé îòâåò â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè {0, 1} íà i-ì îáúåêòå êîíòðîëüíîé
âûáîðêè èç q îáúåêòîâ, à ai ∈ [0, 1] � îòâåò àëãîðèòìà (îí ìîæåò ëåæàòü â îòðåçêå).
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Îñîáåííîñòü ôóíêöèè (11) â òîì, ÷òî ¾îíà íå ïðîùàåò îøèáîê¿: åñëè ai = 1 − yi, òî
øòðàô ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

Åñëè ïðî îáúåêò èçâåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p îí ïðèíàäëåæèò êëàññó 1, òîãäà ìà-
òîæèäàíèå îøèáêè íà íåì

(1− p) log(1− a) + p log(a).

Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷àåì, ÷òî a = p� îïòèìàëüíûé îòâåò ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíêöèîíàëà îøèáêè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëà (11) íàäî âûäàâàòü âåðîÿòíîñòü. Ïîñêîëüêó
àëãîðèòìû íå âñåãäà âû÷èñëÿþò èìåííî âåðîÿòíîñòü, îíè ìîãóò ïðîèãðûâàòü ïðîñòûì
íàèâíûì áàéåñîâñêèì òåõíèêàì ïî ôóíêöèîíàëó (11). Âûõîä � ïåðåâîä îòâåòà â âåðîÿò-
íîñòü. ×àñòî ñðàáàòûâàåò òàêîé ïðèåì: äëÿ a ∈ [0, 1] áåðóòñÿ âñå îáúåêòû èç îòëîæåííîãî
êîíòðîëÿ (íà íèõ íå îáó÷àëñÿ íàø àëãîðèòì), òàêèå, ÷òî îòâåòû íàøåãî àëãîðèòìà íà
íèõ ïîïàëè â îòðåçîê [a − ε, a + ε]. Ôóíêöèÿ ϕ â òî÷êå a ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ñðåäíåìó
àðèôìåòè÷åñêîìó ìåòîê êëàññîâ ýòèõ îáúåêòîâ (èëè âçâåøåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ñ
âåñàìè, çàâèñÿùèìè îò ðàññòîÿíèÿ). Ïîäðîáíåå îá óëó÷øåíèè êà÷åñòâà òàêèì ñïîñîáîì â
ðåàëüíûõ çàäà÷àõ àíàëèçà äàííûõ ìîæíî óçíàòü èç äèïëîìíîé ðàáîòû ¾Çàäà÷è àíàëèçà
äàííûõ ñ íåñòàíäàðòíûì ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà¿ äèïëîìíèöû àâòîðà Åðìóøåâîé À.À.
[19].

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ôóíêöèé îøèáîê, äåôîðìàöèþ óäàåòñÿ ñòðîèòü â
ÿâíîì âèäå (çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå), à ïîòîì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó,
îïèñàííóþ â ýòîé ðàáîòå. Èíòåðåñíî, ÷òî ÷àñòî äåôîðìàöèÿ ïîõîæà íà ñèãìîèäó (ò.å. â
íåéðîííûõ ñåòÿõ èñïîëüçóåòñÿ ¾ïðàâèëüíàÿ¿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè � òàêîå èñêðèâëåíèå
îòâåòîâ, êàê ïðàâèëî, è íóæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà).

Çàêëþ÷åíèå

Ìû îïèñàëè óíèâåðñàëüíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé è àëãîðèòìîâ, à òàêæå
ñïîñîáû å¼ ðåàëèçàöèè íà ïðàêòèêå. Åñòåñòâåííî, ýòè ñïîñîáû íå ïðåòåíäóþò íà ñîçäàíèå
óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè èëè ïîñòðîåíèÿ ðå-
êîìåíäàöèé. Òåì íå ìåíåå íåñêîëüêî ïîáåä íà êðóïíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ ïî àíàëèçó äàííûõ
àâòîðó óäàëîñü îäåðæàòü áëàãîäàðÿ òàêîìó ¾ïðàâèëüíîìó ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà¿. Ïðè
ýòîì ðåøàëèñü ñîâåðøåííî ðàçíûå çàäà÷è: ðåêîìåíäàöèè, êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ.

Äîêëàä ïî ñõîæåé òåìàòèêå âïåðâûå äåëàëñÿ àâòîðîì â 2012 ã. íà íàó÷íîé øêîëå
ÊÐÎÌØ, ñòàòüÿ ñ àíàëîãè÷íûì òåîðåòè÷åñêèì îáçîðîì (ìåíüøèì ïî îáúåìó è áåç äî-
êàçàòåëüñòâ) áûëà ïîäàíà â æóðíàë ¾Spectral and Evolution Problems¿ (òàêæå ñîäåðæàëà
ëèøü îäèí ïðèìåð ïðèêëàäíîé çàäà÷è).

Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âïåðâûå
îïóáëèêîâàíî ðåøåíèå çàäà÷è î âèçèòàõ êëèåíòîâ, ïðåäëîæåíû ñõåìû äîêàçàòåëüñòâ òåî-
ðåì î ïðåäñòàâëåíèè àëãîðèòìîâ â âèäå (1) (äëÿ ñòðîãèõ äîêàçàòåëüñòâ ïîòðåáîâàëîñü áû
ïîãðóæåíèå â ôîðìàëèñòèêó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà).

Êîãäà ðàáîòà áûëà óæå ïîäïèñàíà â ïå÷àòü, ñ àâòîðîì ñâÿçàëñÿ ïðîôåññîð À.Í. Ãîð-
áàíü è ñîîáùèë, ÷òî ðåçóëüòàò, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåéðîñåòè ñ ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîé ôóíêöèåé àêòèâàöè-
åé (è òîæäåñòâåííîé) áûë ïîëó÷åí åùå â ñòàòüå [20] (ïî÷òè íà 30 ëåò ðàíüøå Â. Êðåéíîâè÷à
[4]). Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Í. Ãîðáàíþ çà âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå.



Ëèòåðàòóðà

[1] Êîëìîãîðîâ À.Í. Î ïðåäñòàâëåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â âèäå
ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1957. T. 114,
�. 5. C. 953�956.

[2] Õàéêèí Ñ. Íåéðîííûå ñåòè. Ïîëíûé êóðñ. � Ì.: Âèëüÿìñ, 2006.

[3] Ãîðáàíü À.Í. Îáîáùåííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà è âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè íåé-
ðîííûõ ñåòåé // Ñèáèðñêèé æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. 1998. T. 1, �. 1. C. 12�24.

[4] Kreinovich V.Y. Arbitrary nonlinearity is su�cient to represent all functions by neural networks:
A theorem // Neural Networks. 1991. Vol. 4, no. 3. C. 381�383.

[5] Leshno M., Lin V.Ya., Pinkus A., Schocken S. Multilayer feedforward networks with a non-
polynomial activation function can approximate any function // Neural Networks. 1993. No. 6.
P. 861�867.

[6] Pinkus A. TDI-subspaces of C(Rd) and some density problems from neural networks // Journal of
Approximation Theory. 1996. Vol. 85. P. 269�287.

[7] Pinkus A. Density in approximation theory // Surveys in Approximation Theory. 2005. No. 1.
P. 1�45.

[8] Æóðàâë¼â Þ.È. Êîððåêòíûå àëãîðèòìû íàä ìíîæåñòâàìè íåêîððåêòíûõ (ýâðèñòè÷åñêèõ)
àëãîðèòìîâ. I�II // Êèáåðíåòèêà. 1977. �. 4. C. 5�7; 2011. �. 6. C. 21�27.

[9] Äüÿêîíîâ À. Ã. Òåîðèÿ ñèñòåì ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çàìûêàíèé
îáîáùåííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ îöåíîê // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2010. T. 50,
�. 2. C. 388�400; 2011. T. 51, �. 3. C. 529�544.

[10] Äüÿêîíîâ À. Ã. Àëãåáðà íàä àëãîðèòìàìè âû÷èñëåíèÿ îöåíîê: íîðìèðîâêà è äåëåíèå // Æ.
âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2007. T. 47, �. 6. C. 1099�1109.

[11] Äüÿêîíîâ À. Ã. Àëãîðèòìû äëÿ ðåêîìåíäàòåëüíîé ñèñòåìû: òåõíîëîãèÿ LENKOR // Áèçíåñ-
Èíôîðìàòèêà. 2012. �. 1(19). C. 32�39.

[12] Antulov-Fantulin N., Bo�snjak M., �Smuc T., Jermol M., �Znidar�si�c M., Gr�car M., Ke�se P.,
Lavra�c N. ECML/PKDD 2011 � Discovery challenge: �VideoLectures.Net Recommender System
Challenge.� 2012. http://tunedit.org/challenge/VLNetChallenge.

[13] Ìàííèíã Ê.Ä., Ðàãõàâàí Ï., Øþòöå Õ. Ââåäåíèå â èíôîðìàöèîííûé ïîèñê. Ì.: Âèëüÿìñ,
2011.

[14] Ìåæäóíàðîäíîå ñîðåâíîâàíèå �JRS 2012 Data Mining Competition: Topical Classi�cation of
Biomedical Research Papers.� 2012. http://tunedit.org/challenge/JRS12Contest.

[15] Áèáëèîòåêà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè íà áàçå ìåòîäà SVM. 2012. http:
//www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/.

[16] D'yakonov À. A blending of simple algorithms for topical classi�cation // Rough Sets and Current
Trends in Computing, Lecture Notes in Computer Science. 2012. Vol. 7413. P. 432�438.

[17] Ìåæäóíàðîäíîå ñîðåâíîâàíèå �dunnhumby's Shopper Challenge.� 2012. http://www.kaggle.
com/c/dunnhumbychallenge.

[18] Bostrom H. Calibrating random forests // Proceedings of the 2008 7th International Conference
on Machine Learning and Applications. 2008. P. 121�126.

[19] Ñòðàíèöà ñïåöñåìèíàðà Äüÿêîíîâà À. Ã. íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ ÌÃÓ. 2012. http://www.

machinelearning.ru/wiki/index.php?title=Àëãåáðà_íàä_àëãîðèòìàìè_è_ýâðèñòè÷åñêèé_

ïîèñê_çàêîíîìåðíîñòåé.

[20] Leeuw K., Katznelson Y. Functions that operate on non-self-adjoint algebras // J. d'Anal. Math.
1963. Vol. 11. P. 207�219.




