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Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä îáðàáîòêè öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé. Ïðåäëà-
ãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðà p×p, ãäå p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà p = 4k−1,
êàê ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîì äèñêðåòíîì òîðå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî âðàùåíèÿ
è îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì íåïðå-
ðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà. Ñòðîèòñÿ ìîäóëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ìåëëèíà,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ìàñøòàáèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíûõ âðà-
ùåíèé öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Öèôðîâîå èçîáðàæåíèå, êîíå÷íîå ïîëå, äèñêðåòíûé òîð, äèñêðåò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ìåëëèíà, ïîëÿðíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû, ìîäóëÿðíûé ëîãàðèôì.

Digital images on a complex discrete torus∗

Mnukhin V.B.
Southern Federal University

An algebraic method for digital images analysis and processing is considered. It is based on the
presentation of digital images of size p×p , where p > 3 is the prime number such that p = 4k−
−1, as functions on a complex discrete torus. For such images, complex rotations are introduced
and a new invertible linear transform, called the modular Mellin transform, is presented. The
discrete modular Fourier–Mellin transform, invariant under circular shifts, scaling, and complex
rotations, is also defined.

Keywords: Digital image, finite field, discrete torus, discrete transform, Fourier-Mellin trans-
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îáðàáîòêè, ðàñïîçíàâàíèÿ è
êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé ïðîâîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè
çàäàííîãî èçîáðàæåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷
ìîùíûé àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îäíàêî íà
ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèé ê öèôðîâûì èçîáðàæåíèÿì
íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ äèñêðåòíîñòüþ
ðåàëüíûõ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïîäîáíîé ñèòóàöèè óêàæåì íà õîðîøî èçâåñòíûé ìå-
òîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Ìåëëèíà [1�3], àêòèâíî èñïîëüçóåìûé, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé [4, ñ. 674]. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè Ôóðüå-
ñïåêòðà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ â ïîëÿðíî-ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîñëå ÷å-
ãî ê ïðåîáðàçîâàííîìó òàêèì îáðàçîì ñïåêòðó âòîðè÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
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ðüå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå íà áàçå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåãêî
îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèé, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, âðàùå-
íèé è ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Âìåñòå ñ òåì â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ôîðìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå
ýòîãî ìåòîäà ñîïðÿæåíî ñ ñóùåñòâåííûìè ïîãðåøíîñòÿìè [2, 5], ñâÿçàííûìè, â ÷àñòíî-
ñòè, ñ íåâîçìîæíîñòüþ àäåêâàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé â ïîëÿðíóþ
è ïîëÿðíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ, èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàííûõ
íà öèôðîâûå èçîáðàæåíèÿ è èñïîëüçóþùèõ àïïàðàò àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë. Â äàííîé
ðàáîòå öèôðîâûå èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðà p× p, ãäå p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà p = 4k − 1,
ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè íà êîìïëåêñíûõ äèñêðåòíûõ òîðàõ, êîòîðûå
ìîæíî ñ÷èòàòü ¾êîíå÷íûìè êîìïëåêñíûìè ïëîñêîñòÿìè¿. Äëÿ òàêèõ èçîáðàæåíèé ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî âðàùåíèÿ, è ñòðîÿòñÿ äèñêðåòíûå àíàëîãè ïðåîáðàçîâàíèé
Ìåëëèíà è Ôóðüå�Ìåëëèíà, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü èíâàðèàíòû öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé
îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ìàñøòàáèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíûõ âðàùåíèé. Ñîõðà-
íåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðè êîìïëåêñíûõ âðàùåíèÿõ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü
èõ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ àíàëèçà ñèììåòðèè öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé [6, 7].

Êîìïëåêñíûé äèñêðåòíûé òîð

Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ öåëîãî n > 1 óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü êàê Zn = Z/nZ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü m > 1 è n > 1 � äâà öåëûõ ÷èñëà. Ìíîæåñòâî

Zm × Zn =
{

(x, y) : x ∈ Zm, y ∈ Zn
}

áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíûì m× n-òîðîì. Ïàðû (x, y) ∈ Zm × Zn áóäåì íàçûâàòü ïèêñå-
ëàìè, à êëàññû âû÷åòîâ x è y � êîîðäèíàòàìè äàííîãî ïèêñåëà. Ðèñóíîê 1 èëëþñòðèðóåò
ââåäåííîå ïîíÿòèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé òîð Zm×Zn ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðà-
öèé + è � ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ: åñëè (a, b) ∈ Zm×Zn è (c, d) ∈ Zm×Zn,
òî

(a, b) + (c, d) =
(
a+

m
c, b+

n
d
)
, (a, b)� (c, d) =

(
a ·

m
c, b ·

n
d
)
.

Âìåñòå ñ òåì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå òîðû îáëàäàþò îñîáûìè ñâîéñòâàìè. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ïðîñòîãî p òîð Z2

p = Zp×Zp, ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè
2 íàä êîíå÷íûì ïîëåì Zp.

Ðèñ. 1: Äèñêðåòíûé òîð

Ïîêàæåì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà òîðå Z2
p ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó êîíå÷íîãî ïîëÿ

ñî ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Âñïîìèíàÿ [8, ñ. 438]
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ïîñòðîåíèå êîëüöà Ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë Z
[√
−1
]
, ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî

Cp = Zp[x]/(x2 + 1)

êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Zp ïî ãëàâíîìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó äâó÷ëå-
íîì x2 +1. Êàê î÷åâèäíî, Cp ñîäåðæèò p

2 ýëåìåíòîâ âèäà a+bi, ãäå a, b ∈ Zp, à i îáîçíà÷àåò
êëàññ âû÷åòîâ x, òàê ÷òî i2 = −1 = p− 1 ∈ Zp.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 èìååò âèä p = 4k − 1, (ãäå k ∈ Z), èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, ÷òî p ≡ 3 mod 4. (Òàêîâû, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà 71, 127, 251, 257 è 509.) Òîãäà, êàê
èçâåñòíî ([9], c. 176), â ïîëå Zp ýëåìåíò −1 ∈ Zp íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òàê ÷òî äâó÷ëåí
x2 + 1 íåïðèâîäèì â êîëüöå Zp[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî Cp ÿâëÿåòñÿ ïîëåì [10, ñ. 293],
è, ñîãëàñíî ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå [8, ñ. 428] òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé, Cp ' GF(p2).
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Cp 3 a+ ib ←→ (a, b) ∈ Z2
p

ïåðåíîñèò ñòðóêòóðó ïîëÿ íà òîð Z2
p, ïðåâðàùàÿ åãî â ¾êîíå÷íóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü¿.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî p ≡ 3 mod 4, òî äèñêðåòíûé
òîð Z2

p ñî ñòðóêòóðîé ââåäåííîãî âûøå êîíå÷íîãî ïîëÿ, áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíûì
äèñêðåòíûì òîðîì (ÊÄÒ) è îáîçíà÷àòü Cp.

(Ìû ïîñòàðàåìñÿ èçáåãàòü ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾äèñêðåòíûé êîìïëåêñíûé òîð¿, ïîñêîëüêó ïî-
íÿòèå ¾êîìïëåêñíûé òîð¿ õîðîøî èçâåñòíî â ìàòåìàòèêå è èñïîëüçóåòñÿ â èíîì ñìûñëå.)

Ó÷èòûâàÿ àíàëîãèþ Cp ñ êîìïëåêñíûì ïîëåì C è êîëüöîì Z
[√
−1
]
, åñòåñòâåííî íàçû-

âàòü ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîëÿ Cp äèñêðåòíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è èñïîëüçîâàòü
ïðè ðàáîòå ñ íèìè ñòàíäàðòíóþ òåðìèíîëîãèþ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
z = a+ ib ∈ Cp, òî áóäåì ïèñàòü Re(z) = a è Im(z) = b. ×èñëî z∗ = a− ib áóäåì íàçûâàòü
ñîïðÿæåííûì ê z = a+ ib, à âåëè÷èíó N(z) = zz∗ = a2 + b2 ∈ Zp íàçûâàòü íîðìîé ÷èñëà

z ∈ C(p). (Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëü |z| =
√
N(z), âîîáùå ãî-

âîðÿ, â Cp íå îïðåäåëåí.) Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N(z1z2) = N(z1)N(z2); òàêèì
îáðàçîì, íîðìà ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

N(z) = 0 ⇔ z = 0.

(Äåéñòâèòåëüíî, åñëè N(z) = a2 + b2 = 0 è b 6= 0, òî (a/b)2 = −1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî
ïðåäïîëîæåíèþ.)

Óñëîâèìñÿ äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2. Êðîìå
òîãî, òàì, ãäå ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîïîíèìàíèþ, óñëîâèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü êëàññû
âû÷åòîâ ïîëÿ Zp ñ èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè è îïóñêàòü âåðõíþþ ÷åðòó íàä îáîçíà÷åíèÿìè
êëàññîâ.

Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà äîïóñêàþò òàêæå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Ïóñòü M2(Zp) îçíà÷àåò àëãåáðó 2× 2-ìàòðèö íàä ïîëåì Zp. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå µ : Cp →M2(Zp):

µ(a+ bi) =

(
a −b
b a

)
, è ïóñòü P = µ

(
Cp

)
=

{ (
a −b
b a

)
: a, b ∈ Zp

}
⊂M2(Zp).

Óòâåðæäåíèå 1. Áèåêöèÿ µ : Cp → P ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,

µ(z + w) = µ(z) + µ(w), µ(zw) = µ(z)µ(w) äëÿ âñåõ z, w ∈ Cp.

Ïðè ýòîì íîðìû äèñêðåòíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïåðåõîäÿò â îïðåäåëèòåëè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ìàòðèö, N(z) = detµ(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî [8, ñ. 195] àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ
äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Êîìïëåêñíûå âðàùåíèÿ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé

Ïîä öèôðîâûì èçîáðàæåíèåì ðàçìåðà m×n óñëîâèìñÿ ïîíèìàòü êîìïëåêñíîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ f(x, y) : Zm × Zn → C, îïðåäåëåííóþ íà âñåõ ïèêñåëàõ òîðà Zm × Zn. (Çàìå-
òèì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü èçîáðàæåíèÿìè è Ôóðüå-îáðàçû. Ïîñêîëüêó
òîð ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [11,
ãë. 19], òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è áóäåò èñïîëüçîâàí íèæå.)

Íà âñÿêîì òîðå Z2
p îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèé:

� öèêëè÷åñêèé ñäâèã Tw íà w = (a, b) ∈ Z2
p:

Tw[f ] = f(x− a, y − b);

� ìàñøòàáèðîâàíèå Sa ñ êîýôôèöèåíòîì 0 6= a ∈ Zp:

Sa[f ] = f(ax, ay);

� îòðàæåíèÿ Mx èMy:

Mx[f ] = f(−x, y), My[f ] = f(x,−y).

Â òî æå âðåìÿ çàäà÷à ââåäåíèÿ äëÿ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêò-
íîãî ïîíÿòèÿ âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Îáû÷íî â ýòîì êà÷åñòâå èñïîëü-
çóþò ([4], ñ. 390) ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

R̃α[f ] = f
(
[x cosα− y sinα], [x sinα + y cosα]

)
,

ãäå [a] îçíà÷àåò îêðóãëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a äî áëèæàéøåãî öåëîãî. Ê ñîæà-

ëåíèþ, ïðåîáðàçîâàíèå R̃α íå êîììóòèðóåò ñ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ÷òî
ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêèì îøèáêàì ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû
âîçíèêàþò [5] ïðè ïîïûòêàõ ââåäåíèÿ íà öèôðîâûõ èçîáðàæåíèÿõ ïîëÿðíîé è ïîëÿðíî-
ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü öèôðîâûå èçîáðàæåíèÿ íà êîìïëåêñíîì äèñêðåòíîì òîðå. Çàìå-
òèì, ÷òî âðàùåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z) íà óãîë α â
ïëîñêîñòè C åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Rα[f ] = f
(
eiαz

)
.

Ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ èçîáðàæåíèÿ íà ÊÄÒ êàê ôóíêöèè f(z) : Cp → C ¾äèñêðåòíîãî
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî¿, äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî w ∈ Cp ââåäåì ñëåäóþùåå îáðàòèìîå
ïðåîáðàçîâàíèå èçîáðàæåíèÿ f(z):

Rw[f ] = f(wz), R−1
w [f ] = f

(
w−1z

)
. (1)

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Rw[f ] áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíûì âðàùåíèåì öèô-
ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ f .
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Ðèñ. 2: Êîìïëåêñíîå âðàùåíèå íà òîðå C71

Îòìåòèì, ÷òî ìàñøòàáèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîìïëåêñíîãî âðàùåíèÿ, à
ñäâèãè è îòðàæåíèÿ íà ÊÄÒ ïðèíèìàþò âèä

Tw[f ] = f(z + w), My[f ] = f(z∗), Mx[f ] = f(−z∗).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííîå ïîíÿòèå. Ðèñóíîê 2 ïîêàçûâàåò èçîáðàæåíèå êðåñòà íà ÊÄÒ
C71 è ðåçóëüòàò êîìïëåêñíîãî âðàùåíèÿ ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ïðè w = 1 + 2i. Êàê íåòðóäíî
çàìåòèòü, ïðè ýòîì ¾ïëîùàäü óâåëè÷èëàñü â 5 ðàç¿. Â öåëîì, ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíîå âðàùåíèå íà óãîë arctg 2, ñîâìåùåííîå ñ ìàñøòàáèðîâàíèåì
íà
√

5.
Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî íà ÊÄÒ ïîíÿòèÿ óãëà, ðàññòîÿíèÿ, ïëîùàäè è îòíîøåíèé ïîðÿäêà

óòðà÷èâàþò ïðèâû÷íûé ñìûñë, ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè íà íåì ñîõðàíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà âåêòîðà z1 = (a, b) è z2 = (c, d) íà êîìïëåêñíîì äèñêðåòíîì òîðå
Z2
p íàçîâåì îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ac+ bd = 0 èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, Re(z1z

∗
2) = 0.

Ïîñêîëüêó
Re
(
(wz1)(wz2)∗

)
= N(w) Re(z1z

∗
2),

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 2. Êîìïëåêñíûå âðàùåíèÿ ñîõðàíÿþò îðòîãîíàëüíîñòü: åñëè z1 è z2 îð-
òîãîíàëüíû, òî wz1 è wz2 òîæå îðòîãîíàëüíû.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ èçâåñòíîãî èçîáðàæåíèå èç áàçû äàííûõ Brodatz,
ðåäóöèðîâàííîãî èç èñõîäíîãî ðàçìåðà 512× 512 â ôîðìàò 251× 251 è ðàññìàòðèâàåìîãî
íà êîìïëåêñíîì òîðå C251. Îðèãèíàë ïîêàçàí â ëåâîé âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà.

Â ïðàâîé âåðõíåé ÷àñòè ïîêàçàí ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ ïðè w = 1 + i. Ïîñêîëüêó ïðè
ýòîì ¾ïëîùàäü óâåëè÷èâàåòñÿ¿ â 2 ðàçà, ÷àñòè ïðåîáðàçîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ íàêëàäû-
âàþòñÿ äðóã íà äðóãà, ÷òî âèçóàëüíî âûãëÿäèò êàê åãî èñêàæåíèå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàííîå èçîáðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò âñþ èíôîðìàöèþ
îá îðèãèíàëå è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïåðåñòàíîâêîé åãî ïèêñåëîâ.
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Ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ ïðè w1 = (1 + 2i)−1 = −50 + 100i ïîêàçàí â ëåâîé íèæíåé ÷àñòè
ðèñóíêà. Â ýòîì ñëó÷àå ¾ïëîùàäü óìåíüøàåòñÿ¿ â 5 ðàç, ÷òî âûãëÿäèò êàê ïîÿâëåíèå ÷å-
òûðåõ óìåíüøåííûõ âåðñèé èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ è ðÿäà ôðàãìåíòîâ, â ñîâîêóïíîñòè
ñîñòàâëÿþùèõ ïÿòóþ. Çàìåòèì, ÷òî ýòè óìåíüøåííûå âåðñèè, âèçóàëüíî ïðåäñòàâëÿþùè-
åñÿ èäåíòè÷íûìè, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîñòàâëåíû èç ðàçëè÷íûõ ïèêñåëîâ îðèãèíàëà.

Â ïðàâîé íèæíåé ÷àñòè ïîêàçàí ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ íà w2 = 9 + 13i, êîãäà N(w2) =
= 92 + 132 = 250 = −1 ∈ Z251. Èçîáðàæåíèå ñîñòîèò èç 250 ôðàãìåíòîâ îðèãèíàëà, ÷òî
îáúÿñíÿåò âèçóàëüíûå èñêàæåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì õîðîøî çàìåòíî, ÷òî ôðàãìåíòû ïîâåð-
íóòû íà óãîë arctg(13/9) ≈ 55◦.

Ïîäâîäÿ èòîãè, íàçîâåì óãîë α äîïóñòèìûì, åñëè tg(α) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñ-
ëîì, tg(α) ∈ Q. Òîãäà êîìïëåêñíûå âðàùåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîòû íà
äîïóñòèìûå óãëû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìàñøòàáèðîâàíèåì è ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè íà
òîðå.

Îòìåòèì, ÷òî ñîõðàíåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðè êîìïëåêñíûõ âðàùåíèÿõ ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü èõ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ àíàëèçà ñèììåòðèè öèôðîâûõ èçîáðà-
æåíèé [6, 7].

Ìîäóëÿðíûå ëîãàðèôìû è ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà

Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãèåé ìåæäó Cp è C äëÿ ïåðåíîñà ïîíÿòèÿ êîìïëåêñíîãî ëîãàðèô-
ìà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ïîëÿðíî-ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò) íà êîìïëåêñíûé äèñêðåòíûé òîð. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü
ñ ïîìîùüþ ¾íàèâíîãî¿ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ïîíÿòèÿõ ïîëÿðíîãî óãëà è ïîëÿðíîãî
ðàäèóñà. Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì ìåòîäàì ââåäåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âñïîìíèì [10], ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà C∗ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C äîïóñêàåò
ðàçëîæåíèå â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

C∗ ' R+ × U(1) (2)

ãäå U(1) =
{
eiθ : 0 6 θ < 2π

}
� îäíîìåðíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà, êîòîðóþ ãåîìåòðè÷åñêè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à
R+ =

{
r > 0 : r ∈ R

}
� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íà C ëó÷ ñ âûêîëîòûì íà÷àëîì. Òåì ñàìûì
óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

z = (a, b) ↔ (r, θ) ∈ R+ × [0, 2π),

ìåæäó íåíóëåâûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè z ∈ C∗ è ïàðàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (r, θ),
íàçûâàåìûõ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè z. Ïîëàãàÿ l = ln r, ïðèõîäèì ê ïîëÿðío-
ëîãàðèôìè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (l, θ).

Ïóñòü C∗p = Cp r {0} � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà òîðà Cp. Ïîñêîëüêó [8, ñòð. 429]

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà âñÿêîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, C∗p =
〈
g
〉
, ãäå

g � íåêîòîðûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Cp. Íàïðèìåð, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, C∗71 =
=
〈
2 + 7i

〉
, à C∗251 =

〈
1 + 5i

〉
. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåìûé

ðåçóëüòàò:

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî p = 4k+ 3 > 3, ÷èñëà m = (p− 1)/2 è n = 2(p+ 1)
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-ïðîñòûìè: gcd(m,n) = 1.
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Ðèñ. 3: Êîìïëåêñíûå âðàùåíèÿ íà C251

Çàìåòèì, ÷òî mn = p2 − 1 = |C∗p|. Ïîýòîìó äëÿ êîìïëåêñíîãî äèñêðåòíîãî òîðà âîçíèêàåò
ñëåäóþùèé àíàëîã ðàçëîæåíèÿ (2):

Òåîðåìà 1. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà C∗p =
〈
g
〉
êîìïëåêñíîãî äèñêðåòíîãî òîðà ðàç-

ëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêîâ m = (p−1)/2 è n = 2(p+1),

C∗p ' Zm × Zn , (3)

ïðè÷åì

Zn =
〈
gm
〉
'
{
z ∈ C∗p : N(z) = ±1

}
è Zm =

〈
gn
〉
'
{
a2 : 0 6= a ∈ Zp

}
.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè (l, θ) ∈ Zm × Zn ñîîòâåòñòâóåò z ∈ C∗p, òî l ∈ Zm ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ¾ëîãàðèôì ìîäóëÿ¿, à θ ∈ Zn � êàê ¾àðãóìåíò¿ äèñêðåòíîãî êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z.

Îïðåäåëåíèå 5. Äèñêðåòíûé òîð Zm×Zn áóäåì íàçûâàòü ïîëÿðíîé îáëàñòüþ äëÿ êîì-
ïëåêñíîãî äèñêðåòíîãî òîðà Cp. (Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ïîëÿðíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíûì äèñ-
êðåòíûì òîðîì íå ÿâëÿåòñÿ.)

Çàôèêñèðóåì ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò g è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Expg : Zm × Zn → C∗p

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè (l, θ) ∈ Zm × Zn , òî Expg(l, θ) = gnl+mθ ∈ C∗p .

Êàê ëåãêî âèäåòü, Expg èçîìîðôíî îòîáðàæàåò àääèòèâíóþ ãðóïïó êîëüöà Zm × Zn íà
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó C∗(p). Íàçîâåì åãî ìîäóëÿðíîé ýêñïîíåíòîé, à îáðàòíîå ê
íåìó îòîáðàæåíèå Lng : C∗(p)→ Zm × Zn � ìîäóëÿðíûì ëîãàðèôìîì. Íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò ¾îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî¿

Lng(z1z2) = Lng(z1) + Lng(z2).

Ïîíÿòèå ìîäóëÿðíîãî ëîãàðèôìà ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü êàæäîìó öèôðîâîìó
èçîáðàæåíèþ f(z) ðàçìåðà p× p öèôðîâîå èçîáðàæåíèå ψ(l, θ) ðàçìåðà m× n â ïîëÿðíîé
îáëàñòè Zm × Zn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(z) = ψ
(
Lng(z)

)
.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðåîáðàçîâàíèå P[f ] = ψ íàçîâåì ïîëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èçîáðà-
æåíèÿ f , à èçîáðàæåíèå ψ áóäåì íàçûâàòü ïîëÿðíûì îáðàçîì äëÿ f .

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïðåîáðàçîâàíèå P[f ] ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
äèñêðåòíûé àíàëîã ïåðåõîäà â ïîëÿðíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 4. Êîìïëåêñíûì âðàùåíèÿì èçîáðàæåíèÿ íà ÊÄÒ ñîîòâåòñòâóþò öèê-
ëè÷åñêèå ñäâèãè åãî îáðàçà â ïîëÿðíîé îáëàñòè: åñëè P[f(z)] = ψ(l, θ), òî äëÿ âñÿêîãî
w ∈ C∗p âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P
[
f(wz)

]
= ψ(l − l0, θ − θ0) , ãäå (l0, θ0) = Lng(w) . (4)

Ðèñ. 4: Ïîëÿðíûé îáðàç èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 2
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèå f íà òîðå C71, ïîêàçàííîå â ëåâîé ÷àñòè
ðèñ. 2. Åãî ïîëÿðíûé îáðàç èìååò ðàçìåð 35×144 è äëÿ g = 2 + 7i ïîêàçàí íà ðèñ. 4.
Ïîñêîëüêó Lng(1 + 2i) = (14, 22) ∈ Z35 × Z144, ïîëÿðíûé îáðàç èçîáðàæåíèÿ f(wz) èç
ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 2 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëÿðíîãî îáðàçà îðèãèíàëà f öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì
íà 22 åäèíèöû âäîëü îñè ¾óãëîâ¿ θ è íà 14 åäèíèö âäîëü îñè ¾ëîãàðèôìîâ ðàäèóñîâ¿
l. Õîðîøî çàìåòíûé ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð ïîëÿðíîãî îáðàçà îáóñëîâëåí ñèììåòðèÿìè
îðèãèíàëà.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëÿðíûé îáðàç èçîáðàæåíèÿ çàâèñèò îò âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ýëåìåí-
òà g, âûñòóïàþùåãî â êà÷åñòâå ¾îñíîâàíèÿ¿ ìîäóëÿðíîãî ëîãàðèôìà Lng(z). Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ¾ôîðìóëû çàìåíû îñíîâàíèÿ¿.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè g è h � äâà ðàçëè÷íûõ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòà ãðóïïû C∗p, à z �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç C∗p, òî

Lng(h)� Lnh(z) = Ip � Lng(z), (5)

ãäå � îçíà÷àåò óìíîæåíèå â êîëüöå Zm×Zn, à Ip := Lng(g) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé
òîëüêî îò p, è ðàâíîé Ip = (4,m)−1 ∈ Zm × Zn. Â ÷àñòíîñòè, I71 = (9, 107), I251 = (94, 125).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå P[f ], ÿâëÿÿñü îáðàòèìûì íà C∗p, íå áóäåò îáðà-
òèìûì â Cp òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ïèêñåë (0, 0) íå ïðèíàäëåæèò ïîëÿðíîé îáëàñòè. Ôîðìàëü-
íî äîáàâëÿÿ ê íåé ýòîò ïèêñåë è ñ÷èòàÿ åãî çíà÷åíèå f(0, 0) íåèçìåííûì, ìîæåì ãîâîðèòü
îá îáðàòèìîñòè P â ðàñøèðåííîé ïîëÿðíîé îáëàñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà âñÿêîì äèñêðåòíîì òîðå Zm×Zn åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ äèñêðåò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : ïîä Ôóðüå-îáðàçîì èçîáðàæåíèÿ f : Zm × Zn → C ïîíèìà-
åòñÿ ôóíêöèÿ F [f ] = F : Zm × Zn → C, òàêàÿ, ÷òî

F (u, v) =
1√
mn

∑
(x,y)∈Zm×Zn

f(x, y) e−2πi(x um+y v
n), (6)

ãäå x, y, u, v ∈ Z ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ
âû÷åòîâ x, u ∈ Zm, y, v ∈ Zn, à i ∈ C � îáû÷íàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 7. Çàôèêñèðîâàâ ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò g, áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîëÿðíîãî îáðàçà P[f ] ìîäóëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà
èçîáðàæåíèÿ f , îáîçíà÷àÿ åãî êàê

M
[
f
]

= F
[
P[f ]

]
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîM ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îáðàòèìûì íà ðàñøèðåííîé ïîëÿðíîé
îáëàñòè. Èç óòâåðæäåíèÿ 4 è òåîðåìû î ñäâèãå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [11] íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ñïåêòð ìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ âðàùåíèé (à çíà÷èò, è ìàñøòàáèðîâàíèÿ): äëÿ
ëþáîãî íåíóëåâîãî w ∈ Cp, ∣∣∣M [

f(wz)
]∣∣∣ =

∣∣∣M [
f(z)

]∣∣∣.
Ïî àíàëîãèè ñ M [f ] ìîæíî ââåñòè òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê P−1FP, FPF−1 è
P−1FPF−1. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü

H̃
[
f
]

= M
[∣∣F−1[f ]

∣∣] = FP
[∣∣F−1[f ]

∣∣].



Êàê ëåãêî âèäåòü,
∣∣H̃ [f ]

∣∣ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ìàñøòàáèðîâàíèÿ è êîì-

ïëåêñíûõ âðàùåíèé öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ f . Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü H̃ äèñêðåòíûì
àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ìåëëèíà.

Çàêëþ÷åíèå

Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðåäîñòàâÿò äîïîëíèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì êà÷åñòâåííîé îáðàáîòêè öèôðîâûõ èçîáðà-
æåíèé. Âìåñòå ñ òåì âíå ðàìîê íàñòîÿùåé ðàáîòû îñòàëèñü òàêèå âîïðîñû, êàê äåòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ââåäåííûõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èçó÷åíèå âîçìîæíîñòåé èõ
3D-îáîáùåíèé, à òàêæå äåòàëè èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëè-
çà ñèììåòðèè èçîáðàæåíèé. Àâòîð ðàññ÷èòûâàåò âåðíóòüñÿ ê ðàññìîòðåíèþ óêàçàííûõ
âîïðîñîâ â äàëüíåéøåì.
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