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Â ðàáîòå íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ îöåíêè ñêîëü-
çÿùåãî ýêçàìåíà, òàêèõ êàê leave-one-out è K-fold cross-validaton, à òàêæå îöåíêè, îñíîâàí-
íîé íà ýìïèðè÷åñêîì ðèñêå ñ ïîïðàâêîé íà ñìåùåíèå. Ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè
îöåíîê îò áàéåñîâñêîãî óðîâíÿ îøèáîê. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè ðàññìîòðåíû
äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà è ãèñòîãðàììíûé êëàññèôèêàòîð. Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ðàññìîò-
ðåííûå îöåíêè ðèñêà ïîêàçàëè äîñòàòî÷íî áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïî òî÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, ìàøèííîå îáó÷åíèå, ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ, âåðî-
ÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè, ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, ñêîëüçÿùèé ýêçàìåí.

Investigation of accuracy of crossvalidation∗
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Several kinds of cross-validation, such as leave-one-out and K-fold cross-validaton, and also an
empirical risk based bias adjusted estimate are investigated. The accuracies of the estimates on
synthetic data are compared using Fisher’s discriminant and histogram classifier. All estimates
under consideration have shown similar accuracy.
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Ââåäåíèå

Îöåíêà ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé íà
ïðàêòèêå îöåíêîé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè [1, 2, 3, 4]. Ïðè ýòîì ñóùå-
ñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòîé îöåíêè: leave-one-out, K-fold cross-validaton, ñëó÷àéíûå
ðàçáèåíèÿ âûáîðêè, ðàçáèåíèÿ ñ ñîáëþäåíèåì ïðîïîðöèè êëàññîâ è äðóãèå.

Íåñìîòðÿ íà àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè, äî ñèõ ïîð íåò ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ,
êàêàÿ èç îöåíîê ïðåäïî÷òèòåëüíåå è â êàêèõ óñëîâèÿõ [5].

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà, êàêóþ äîëþ îáúåêòîâ ñëåäóåò âû-
äåëÿòü äëÿ êîíòðîëÿ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäóò ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà: leave-one-out,
êîãäà äëÿ êîíòðîëÿ âûäåëÿåòñÿ îäèí îáúåêò, è K-fold cross-validaton, êîãäà âûáîðêà ðàç-
áèâàåòñÿ íà K ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîî÷åðåäíî âûñòóïàåò â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîé
âûáîðêè. Íà ñàìîì äåëå, ïåðâûé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âòîðîãî ïðè K = N ,
ïîýòîìó ðå÷ü èäåò î âûáîðå K.

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü óòâåðæäåíèå, ÷òî íàèëó÷øèì âûáîðîì ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå K îò 5 äî 10 è ÷òî òàêîé âàðèàíò ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì leave-one-out. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñòü ðÿä äîâîäîâ â ïîëüçó òàêîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâûé äîâîä ñîñòîèò â òîì,
÷òî leave-one-out ìåíåå óñòîé÷èâà. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû âûáîðîê äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
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êëàññîâ, ãäå ýòà îöåíêà ðàâíà 1. Îäíàêî ïðè ìàëûõ K îöåíêà cross-validaton ñòàíîâèòñÿ
ñóùåñòâåííî ñìåùåííîé (ïîñêîëüêó ñòðîèòñÿ ïðè ìåíüøåì îáúåìå îáó÷àþùåé ïîäâûáîð-
êè). Äðóãîé äîâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè K << N ìû èìååì îöåíêó äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà äëÿ ðèñêà. Ýòî êëàññè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé ïðèìåíèì äëÿ îöåíèâàíèÿ ðèñêà ïî îäíîé êîíòðîëüíîé
âûáîðêå.

Î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà K-fold cross-validaton íå õóæå, ÷åì îöåíêà ïî îäíîé êîíòðîëüíîé
âûáîðêå îáúåìà N

K
. Ôàêòè÷åñêè æå îöåíêà cross-validaton ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïîñëåäíåé,

íî íåò ïðèåìëåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê, íàñêîëüêî îíà ëó÷øå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà ïðàê-
òèêå ìû ðàññ÷èòûâàåì íà òî, ÷òî îöåíêà cross-validaton òî÷íåå, ÷åì ýòî óäàåòñÿ äîêàçàòü.
Äëÿ leave-one-out âîîáùå íåèçâåñòíî ïðèåìëåìûõ îöåíîê òî÷íîñòè. Íî òî, ÷òî ìû íå ìî-
æåì îöåíèòü åå òî÷íîñòü, íå îçíà÷àåò, ÷òî îíà ìåíåå òî÷íà, ÷åì cross-validaton.

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ñðàâíèâàòü òî÷íîñòü îöåíîê ðèñêà ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åùå îäíà íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà: âûáîð ôóíêöèè, õàðàêòåðè-
çóþùåé ïîãðåøíîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü 0,5 ñ ïîãðåøíîñòüþ 0,1 ñîâñåì
íå òî æå ñàìîå, ÷òî îöåíèòü ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ âåðîÿòíîñòü, ê ïðèìåðó, 0,15. Îäíà-
êî ýòî ñîîáðàæåíèå íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âûáîð ýòîé ôóíêöèè. Â ðàáîòå
áóäåò èñïîëüçîâàí äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé âàðèàíò ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè, ó÷èòûâàþùèé
ïðèâåäåííîå ñîîáðàæåíèå.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü X �ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðîãíîçà, à Y =
= {−1, 1}�ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ïðîãíîçèðóåìûõ ïåðåìåííûõ, è ïóñòü C �ìíîæåñòâî
âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà çàäàííîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà D = X × Y . Ïðè
êàæäîì c ∈ C èìååì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈D,B,Pc〉, ãäå B � σ-àëãåáðà, Pc � âåðî-
ÿòíîñòíàÿ ìåðà.

Ðåøàþùåé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå λ : X → Y .

Êà÷åñòâî ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé ïîòåðü L : Y 2 → [0,∞).
Ïîä ðèñêîì áóäåì ïîíèìàòü ñðåäíèå ïîòåðè:

R(c, λ) = EL(y, λ(x)) =

∫
D

L(y, λ(x)) Pc(dx, dy), x ∈ X, y ∈ Y.

Ïðè L(y, y′) = I(y = y′), ãäå I(·) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ (ðàâíà 1, åñëè óñëîâèå
èñòèííî, è 0 � èíà÷å), ðèñê åñòü âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ðèñêà çàâèñèò îò c�ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå íåèçâåñòíî. Ïî-
ýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ðèñêà ïî âûáîðêå.

Ïóñòü V =
(
(xi, yi) ∈ D | i = 1, . . . , N

)
, V ∈ DN � ñëó÷àéíàÿ íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà èç

ðàñïðåäåëåíèÿ Pc.
Àëãîðèòì (ìåòîä) ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ ôóíêöèé åñòü îòîáðàæåíèå Q : DN → Λ, ãäå

Λ� çàäàííûé êëàññ ðåøàþùèõ ôóíêöèé, à λQ,V �ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå V
ìåòîäîì Q.

Íàèáîëåå ïðîñòî ìîæíî îöåíèòü ðèñê ïî êîíòðîëüíîé âûáîðêå:

R∗(V ∗, λ) =
1

N∗

N∗∑
i=1

L(yi∗, λ(xi∗)),
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ãäå V ∗ =
(
(xi∗, y

i
∗) ∈ D | i = 1, . . . , N∗

)
, V ∗ ∈ DN∗ � îòëè÷íàÿ îò V âûáîðêà èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Pc. Â ýòîì ñëó÷àå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ðèñêà åñòü êëàññè÷åñêèé îäíî-
ñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêîé
èíòåðâàë íå çàâèñèò îò ìåòîäà êëàññèôèêàöèè Q.

Äëÿ îöåíêè ðèñêà åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà, ò.å.
òî÷å÷íûå îöåíêè ðèñêà, òàêèå êàê ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îöåíêà ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà, îöåí-
êà bootstrap è ò.ï.

Ýìïèðè÷åñêèé ðèñê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèå ïîòåðè íà âûáîðêå:

R̃(V, λ) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, λ(xi)).

Îöåíêà ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R̆(V,Q) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, λQ,V ′i (x
i)),

ãäå V ′i = V \(xi, yi)� âûáîðêà, ïîëó÷àåìàÿ èç V óäàëåíèåì i-ãî íàáëþäåíèÿ,
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè K-fold cross-validaton èñõîäíàÿ âûáîðêà ðàçáèâàåòñÿ íà K

ðàâíûõ ÷àñòåé (äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî N êðàòíî K).

R̆K(V,Q) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, λQ,V Ki (xi)),

ãäå V K
i � âûáîðêà, ïîëó÷àåìàÿ èç V óäàëåíèåì âñåé ïîäâûáîðêè, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò

i-å íàáëþäåíèå.

Ôóíêöèÿ ïîãðåøíîñòè îöåíêè

Ìåðîé êà÷åñòâà òî÷å÷íûõ îöåíîê îáû÷íî âûñòóïàåò ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò
îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû. Îäíàêî äëÿ îöåíèâàíèÿ ðèñêà òàêàÿ ôóíêöèÿ ïîãðåøíîñòè ìàëî
ïîäõîäèò. Äåéñòâèòåëüíî, ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû îöåíèëè ðèñê êàê íóëåâîé, à îí ðàâåí 0,1,
ñîâñåì íå ðàâíîöåííà ñèòóàöèè, êîãäà ìû äàëè îöåíêó 0,4 ïðè èñòèííîì çíà÷åíèè 0,5.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü çíà÷èòåëüíàÿ, à âî âòîðîì � íåñóùåñòâåííàÿ.

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ, à íåêîòîðîé
áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè ∆(·, ·).

Èç ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà âåëè÷èíû äàííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà ¾óñèëèâàòü¿ ïîãðåø-
íîñòü ïðè ïðèáëèæåíèè îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû ê êðàéíèì çíà÷åíèÿì 0 è 1. Îäíàêî ýòî
ñîîáðàæåíèå íå óñòðàíÿåò ïðîèçâîë â âûáîðå êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè.

Ïîïûòàåìñÿ óìåíüøèòü íåîïðåäåëåííîñòü, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ è òðå-
áîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû (â ñõåìå Áåðíóëëè) îöåíèâàåì âåðîÿòíîñòü p ñîáûòèÿ ïî åãî ÷à-
ñòîòå ν. Äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ìåðà êà÷åñòâà òàêîé
÷àñòîòíîé îöåíêè íå çàâèñåëà îò îöåíèâàåìîé âåðîÿòíîñòè.

Ýòî äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè

∆1(R̄, R) =
(R̄−R)2

R(1−R)
.
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòè îæèäàåìîé ïîãðåøíîñòè ÷àñòîòíîé îöåíêè îò âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ â
ñõåìå Áåðíóëëè ïðè N = 20

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî E(ν − p)2 = E(ν − Eν)2 = Dν, ïîëó÷àåì E∆1(ν, p) ≡ 1
N
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ∆1 ïðîñòî íîðìèðóåò ïîãðåøíîñòü íà äèñïåðñèþ îöåíêè.
Ñõîæåå ïîâåäåíèå èìååò ôóíêöèÿ

∆2(R̄, R) = −R̄ ln
R̄

R
− (1− R̄) ln

1− R̄
1−R

.

Ýòî åñòü äèâåðãåíöèÿ ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì è ôàêòè÷åñêèì ðàñïðåäåëå-
íèåì, ÷òî ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ñ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèâåäåííûå ôóíêöèè âûãëÿäÿò ðàçóìíûìè ñïîñîáàìè âûðàæå-
íèÿ ïîãðåøíîñòè è èìåþò ñîäåðæàòåëüíîå îáîñíîâàíèå, îíè îáëàäàþò íåïîäõîäÿùèì ñâîé-
ñòâîì: êîãäà ðèñê ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ (0 è 1), ïîãðåøíîñòü ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè îöåíêè, îòëè÷àþùåìñÿ îò èñòèííîãî. Â òî æå âðåìÿ, åñëè îöåíêà
ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ, à ñàìà âåëè÷èíà � íå êðàéíèå, òî ôóíêöèÿ ïîãðåøíîñòè
êîíå÷íà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ, áîëåå ïîäõîäÿùèì âàðèàíòîì ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè áûëè
áû ∆′1(R̄, R) = ∆1(R, R̄) è ∆′2(R̄, R) = ∆2(R, R̄), ò.å. ôóíêöèè ñ ïåðåñòàâëåííûìè ìåñòàìè
àðãóìåíòàìè. Ïîñëåäíèå âàðèàíòû, ïðàâäà, ôàêòè÷åñêè ¾çàïðåùàþò¿ îöåíêàì ïðèíèìàòü
êðàéíèå çíà÷åíèÿ, íî ýòî ïðèåìëåìî. Íàïðèìåð, åñëè ñêîððåêòèðîâàòü ÷àñòîòíóþ îöåíêó,
èñïîëüçóÿ Nν+1

N+2
, òî ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü èìååò ïðèåìëåìûé âèä.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñðàâíåíèÿ îöåíîê áóäåò èñïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ ïîãðåøíîñòè

∆0(R̄, R) =
(R̄−R)2

2R̄(1− R̄) + 2R(1−R)
.

Ýòîò âàðèàíò ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè èìååò ïîäõîäÿùåå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå, ÷òî
èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4. Íà ïðàâîì ãðàôèêå ôóíêöèÿ ãîðàçäî áëèæå ê êîíñòàíòíîé, ÷åì íà
ëåâîì.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âàðèàíòîâ îöåíêè ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà áóäåò ðåøàòüñÿ ìîäåëüíàÿ
çàäà÷à ìåòîäîì äèñêðèìèíàíòà Ôèøåðà.
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Äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà

Äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà èñïîëüçóåò èñêëþ÷èòåëüíî ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôèãóðà-
öèè âûáîðî÷íûõ òî÷åê è íå òðåáóåò íå òîëüêî íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ðàñïðåäåëåíèÿõ,
íî è âîîáùå ñòàòèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè.

Èäåÿ äèñêðèìèíàíòà Ôèøåðà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ïåðåìåííûõ, ïðè ïðîåöèðîâàíèè âûáîðêè íà êîòîðîå îáðàçû êëàññîâ îêàçûâàþòñÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå óäàëåííûìè äðóã îò äðóãà. Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñÿ â
ìàêñèìèçàöèè ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ

Φ(w) =
(µ̃w,1 − µ̃w,−1)2

S̃w,1 + S̃w,−1

,

ãäå µ̃w,y = 1
Ny

∑N
i=1wx

i · I(yi = y) � ñðåäíåå, à S̃w,y = 1
Ny

∑N
i=1(wxi − µ̃w,y)2 · I(yi = y) �

ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèé ïðîåêöèé òî÷åê âûáîðêè y-ãî êëàññà íà íàïðàâëåíèå w, Ny

� ÷èñëî îáúåêòîâ y-ãî êëàññà â âûáîðêå.
Êðèòåðèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Φ(w) =
(wµ̃1 − wµ̃−1)2

wT (S̃1 + S̃−1)w
=
wT (µ̃1 − µ̃−1)(µ̃1 − µ̃−1)Tw

wT S̃w
,

ãäå µ̃y = 1
Ny

∑N
i=1 x

i · I(yi = y) � ñðåäíåå òî÷åê âûáîðêè y-ãî êëàññà, S̃y � âûáîðî÷íàÿ

êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà y-ãî êëàññà, S̃ = S̃1 + S̃−1.
Ïîñëåäíÿÿ ôîðìà êðèòåðèÿ èìååò âèä îòíîøåíèÿ Ðåëåÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ìàêñèìóì Φ(w)

äîñòèãàåòñÿ ïðè wΦ = S̃−1(µ̃1 − µ̃−1).
Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ wΦ î÷åíü ïîõîæå íà âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëè ê ðàçäå-

ëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíûìè ìàòðèöàìè
êîâàðèàöèé. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå âìåñòî S̃ èñïîëüçóåòñÿ 1

N
(N1S̃1 +

+N−1S̃−1).
Åñëè êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îáîèõ êëàññîâ â âûáîðêå îäèíàêîâî, òî íàïðàâëåíèÿ â îáîèõ

ìåòîäàõ ñîâïàäàþò. Òàêîå ñõîäñòâî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ëèòåðàòóðå ýòè ìåòîäû èíîãäà
ñìåøèâàþòñÿ, íåñìîòðÿ íà èõ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ïî ïîäõîäó è ïðåäïîëîæåíèÿì.

Ïîñëå âûáîðà íàïðàâëåíèÿ wΦ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñòàíîâèòñÿ îäíîìåðíîé è ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî ëåãêî ðåøåíà, íàïðèìåð, âûáîðîì ãðàíèöû ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçà-
öèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííîå (ïðîåöèðîâàíèåì)
óïîðÿäî÷èâàíèå îáúåêòîâ ñàìî ïî ñåáå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðåøåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ïî íåìó
ìîæíî âû÷èñëèòü AUC.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ñðàâíåíèÿ òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà ïðîâåäåì ìîäå-
ëèðîâàíèå íà ñëåäóþùåì êëàññå ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü X � äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå â X ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è åäèíè÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(y = 1 |x) èìå-
åò âèä ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè 1

1+e−αw1x
, ãäå w1 = (1, 1), a α � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ

áàéåñîâñêèì óðîâíåì îøèáêè R0.
Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî ñåìåéñòâà.
Äèñêðèìèíàò Ôèøåðà îáëàäàåò âûñîêîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ, ïîñêîëüêó

òðåáóåò îöåíèâàíèÿ ïî âûáîðêå âñåãî ëèøü ïîðÿäêà n ïàðàìåòðîâ (n � ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà), ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îáúåìàõ
âûáîðêè.
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Ðèñ. 2: Âûáîðêà èç ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðèñ. 3: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñðåäíèå ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ îöåíîê ðèñêà

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè N = 20. Íà ëåâîé äèàãðàììå ïðè-
âåäåíû ñðåäíèå (óñðåäíåíèå ïî 10000 âûáîðêàì) çíà÷åíèÿ ðèñêà è åãî îöåíîê â çàâèñèìî-
ñòè îò áàéåñîâñêîãî óðîâíÿ îøèáêè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îöåíêè leave-one-out ïðàêòè÷åñêè
íå îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî ðèñêà, ïîýòîìó ýòà êðèâàÿ íà äàííîé äèàãðàììå íå èçîáðàæåíà.
Íà ïðàâîé äèàãðàììå ïðèâåäåíû ñðåäíèå ïîãðåøíîñòè îöåíîê ðèñêà.

Â ïðîâîäèìîå ñðàâíåíèå âêëþ÷åíà òàêæå R̂ � îöåíêà ðèñêà, ïîëó÷àåìàÿ äîáàâëåíèåì
ê ýìïèðè÷åñêîìó ðèñêó îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ [6]. Äàííàÿ îöåíêà ïîäðîáíî
îïèñàíà â [7].

Âèäèì, ÷òî îöåíêè leave-one-out è 5-fold cross-validation ïîëó÷èëèñü ïðàêòè÷åñêè ðàâ-
íîöåííûìè ïî êà÷åñòâó. Îöåíêà R̂ âûãëÿäèò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ R0. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè N = 30 è N = 50 êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àëèñü îò
ïðèâåäåííûõ.

Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ãèñòîãðàììíîãî êëàññèôèêàòîðà. Â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü òî÷íî (íå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ),
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Ðèñ. 4: Ñðåäíèå ïîãðåøíîñòè íåêîòîðûõ îöåíîê ðèñêà äëÿ ãèñòîãðàììíîãî êëàññèôèêàòî-
ðà ïðè ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ

îäíàêî ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè ÷èñëåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòû ïîëó÷å-
íû ïðè ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ: ÷èñëî ¾ÿ÷ååê¿ ðàâíî 3, N = 12, K = 4.

Íà ðèñ. 4 êàæäàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ â äèñêðåòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåáèðàëèñü ¾ïî ñåòêå¿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì øàãîì (ââèäó
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åí-
íûì äëÿ äèñêðèìèíàíòà Ôèøåðà.

Çàêëþ÷åíèå

Â îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå áû äàâàëè òî÷íûå îöåíêè êà÷åñòâà,
âàæíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ è ñðàâíåíèÿ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå. Õîòÿ ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàòû íîñÿò ÷àñòíûé õàðàêòåð, îíè äàþò
âîçìîæíîñòü ýìïèðè÷åñêè äåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû.

Èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå â äàííîé ðàáîòå, ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàêòè÷åñêîé ðàâíî-
öåííîñòè îöåíîê leave-one-out è 5-fold cross-validation. Õîòÿ ïåðâàÿ îöåíêà â áîëüøèíñòâå
èñïûòàíèé îêàçûâàåòñÿ ñëåãêà òî÷íåå, â ðÿäå ñëó÷àåâ îíà äàåò ñóùåñòâåííî áîëüøóþ ïî-
ãðåøíîñòü. Íà ïðàêòèêå ýòîò ýôôåêò, îäíàêî, âðÿä ëè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Òàêæå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ïåðñïåêòèâíîñòè îöåíêè íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
ñ ïîïðàâêîé íà ñìåùåíèå. Äàííàÿ îöåíêà èìååò ñðàâíèìóþ òî÷íîñòü, íî ãîðàçäî ìåíüøóþ
òðóäîåìêîñòü â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå.
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