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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ áåñïðèçíàêîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáúåêòû ïîïàðíî ñðàâíèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé äåéñòâè-
òåëüíîé ôóíêöèè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèì, ÷åì òðàäèöèîííûé ìåòîä
ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé (êåðíåëîâ), òðåáóþùèé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàò-
ðèöû ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ îáúåêòîâ. Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ ïåðåä
ñóùåñòâóþùèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ íà ñîâðåìåííûõ
ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìîùíûå êëà-
ñòåðû äëÿ áûñòðîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì îáúåìîì äàííûõ. Ïîëó÷åííîå óñêîðåíèå
ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíûìè ðåàëèçàöèÿìè àëãîðèòìîâ äîõîäèò äî 25 ðàç íà ñðàâíèòåëüíî
ñëàáîé ïî ìîùíîñòè âèäåîêàðòå NVidia GeForce 310M.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñïðèçíàêîâîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, ìàøèíà ðåëåâàíòíûõ âåêòî-
ðîâ, àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ïàðàëëåëèçóåìûå àëãîðèòìû.
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The authors address the problem of regression estimation under the assumption that pair-wise
comparison of objects is arbitrarily scored by real numbers. Such a linear embedding is much
more general than the traditional kernel-based approach, which demands positive semidefi-
niteness of the matrix of object comparisons. The advantage of proposed algorithms is their
good scalability at multiprocessor systems, leading to use powerful clusters for solving pattern
recognition problems for large data. The resulting computational speed for algorithms tested
on usual video card NVidia GeForce 310M is 25 times faster compared to naive algorithms
implementation.
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Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå ñòàíäàðòíîãî êëàññèôèêàòîðà SVM (support vector machine) [1] ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç [2], ïîÿâëÿþòñÿ íåêâàäðàòè÷íûå
çàäà÷è SVM, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âûïóêëîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íî ñêîðîñòü ðàáîòû
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ñòàíîâèòñÿ óçêèì ãîðëûøêîì ïðè ïîñòðîåíèè ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêî-
ñòè. Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ñòàíäàðòíîãî êëàññèôèêàòîðà SVM � èñïîëü-
çîâàòü ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì SMO (sequential minimal optimization) [3]. Âî-ïåðâûõ, SMO çàòî-
÷åí ïîä ðåøåíèå èìåííî êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ êëàññè÷åñêèé SVM, à çíà÷èò
íåêâàäðàòè÷íûå çàäà÷è [2] âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ýòèì àëãîðèòìîì ðåøàòü íåëüçÿ. Âî-âòîðûõ,

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2013. Ò. 1, �6.
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SMO äåëàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ïîýòîìó íà î÷åíü áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ åãî óñêî-
ðèòü íå óäàñòñÿ.

Ñóùåñòâóþùèå ñïîñîáû, îïòèìèçèðóþùèå ñêîðîñòü ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà SVM, íå ãî-
äÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

� ñïîñîáû [3], [4], [5], [6] çàòî÷åíû ïîä êëàññè÷åñêèé SVM ñ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷åé;

� ñïîñîáû êëàññà [4] äåëàþò î÷åíü ìíîãî ¾ëåãêîâåñíûõ¿ èòåðàöèé. Åñòåñòâåííî, åñëè âûáîðêà
áîëüøàÿ, òàêèå àëãîðèòìû áóäóò ðàáîòàòü î÷åíü äîëãî. Çàäåéñòâîâàòü ìîùíîñòè ñîâðåìåí-
íûõ êëàñòåðîâ â ñëó÷àå ñ SMO ëèáî ñ äðóãèì àíàëîãè÷íûì àëãîðèòìîì, äåëàþùèì ìíîãî
èòåðàöèé, íåâûãîäíî.

Ðåøåíèå êðèòåðèÿ ñ êâàäðàòè÷íî-ìîäóëüíîé ðåãóëÿðèçàöèåé àíàëèòè÷åñêè âûïèñàòü íå óäà-
åòñÿ, âî-ïåðâûõ, èç-çà ìîäóëÿ, à, âî-âòîðûõ, èç-çà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà
òî÷êè îïòèìóìà èñïîëüçóåòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ê êðèòåðèþ ñ êâàäðàòè÷íî-ìîäóëüíîé
ðåãóëÿðèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ÷èñëåííîé
óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:

� ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà;

� ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà;

� ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè (ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé).

Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Íàñ
â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóåò ñêîðîñòü ðàáîòû ýòèõ ìåòîäîâ è òðåáóåìàÿ äëÿ èõ ðàáîòû ïàìÿòü.
Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà òðåáóþò ëèíåéíûõ ðàñõîäîâ ïî ïàìÿòè â
çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Îäíàêî èõ ñëàáàÿ ñòîðîíà � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, êîòîðûå
ýòè ìåòîäû äåëàþò. Î÷åíü ÷àñòî äàæå â çàäà÷àõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (N ∼ 100) ýòè ìåòîäû
âûïîëíÿþò òûñÿ÷è èòåðàöèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî êàê áû îòäåëüíàÿ èòåðàöèÿ íè áûëà óñêîðåíà, âñå
ðàâíî ïðèíöèïèàëüíî áîëüøîé ñêîðîñòè äîñòèãíóòü íå ïîëó÷èòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ýòèõ èòåðàöèé
âûïîëíÿåòñÿ î÷åíü ìíîãî.

Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè â ýòîì ñìûñëå îáëàäàåò ãîðàçäî áîëåå âûñîêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñêî-
ðîñòè. Äàæå íà áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ (N ∼ 1000) ýòîò ìåòîä âûïîëíÿåò äåñÿòêè èòåðàöèé.
Îäíàêî êàæäàÿ èòåðàöèÿ âû÷èñëèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ òÿæåëîé. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìåòîä
âíóòðåííåé òî÷êè ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷å áåç-
óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, äîáàâëÿÿ ê öåëåâîé ôóíêöèè øòðàôíûå ôóíêöèè, øòðàôóþùèå âûõîä
ïåðåìåííûõ îïòèìèçàöèè çà ïðåäåëû îáëàñòè äîïóñòèìûõ îãðàíè÷åíèé. Ñàìà çàäà÷à áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî ïåðåìíî-
æèòü ìàòðèöû ðàçìåðîâ N ×N è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðîâ N ×N . Ïåðâàÿ
èç ýòèõ îïåðàöèé î÷åíü õîðîøî ïàðàëëåëèòñÿ. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ òîæå ìîæåò áûòü ðàñïàðàëëåëå-
íà, íî ìåíåå ýôôåêòèâíî. Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè òðåáóåò ìíîãî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèö
ðàçìåðîâ N ×N , òî åñòü ïîòðåáëåíèå ïàìÿòè â ýòîì ñëó÷àå ðàñòåò êâàäðàòè÷íî îò ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè îáó÷åíèÿ SVM, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
âíóòðåííåé òî÷êè [7]. Âî-ïåðâûõ, ýòèì ìåòîäîì ìîæíî ðåøàòü ïðîèçâîëüíóþ çàäà÷ó âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Âî-âòîðûõ, ìå-
òîä â ñðåäíåì äåëàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ SMO è èìååò
îòëè÷íûé ïîòåíöèàë äëÿ óñêîðåíèÿ ÷åðåç ðàñïàðàëëåëèâàíèå. ßñíî, ÷òî êâàäðàòè÷íîå èñïîëüçî-
âàíèå ïàìÿòè äåëàåò ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèìûì ïðè ðàáîòå ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì äàííûõ.
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Â ðàìêàõ òåêóùåé ðàáîòû àâòîðû íå ñòîëêíóëèñü ñ çàäà÷àìè òàêîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîé
ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì ïðèìåíÿòü ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè.

Âûïóêëûé êðèòåðèé îáó÷åíèÿ � äâàæäû ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ìà-
øèíà îïîðíûõ âåêòîðîâ

Â äàííîé ñòàòüå ìû èñõîäèì èç êëàññè÷åñêîé âåðñèè SVM, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îòáîðà ïðè-
çíàêîâ è íàçâàííîé â [8] äâàæäû ðåãóëÿðèçîâàííîé ìàøèíîé SVM.

Êàê è â êëàññè÷åñêîé SVM, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåêòû ðåàëüíîãî ìèðà ω ∈ Ω îïèñûâàþòñÿ
k ïðèçíàêàìè x(ω) = (x1(ω) . . . xk(ω)), êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îáúåêòîâ N â îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå. Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè aTx + b =

∑k
l=1 alxl +

+ b ≷ 0 â Rk äëÿ çàäàííîé îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè

k∑
l=1

[
βa2

l + µ|al|
]

+
∑N

j=1 δj → min
al,b,δj

;

yj(
k∑
l=1

alxlj + b) > 1− δj , j = 1, . . . , N,

δj > 0, j = 1, . . . , N,

îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ SVM áîëåå ñëîæíîé ðåãóëÿðèçàöèåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ
â êîìáèíèðîâàíèè íîðì L1 è L2 íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ñ âåñàìè β, µ âìåñòî ÷èñòîé íîðìû L2

â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.

Åñëè µ = 0, êðèòåðèé ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêèé SVM. Åñëè æå µ → +∞, êðèòåðèé
ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî ñåëåêòèâíûì, îòáðàñûâàÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ïðèçíàêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ìåíÿÿ
ïàðàìåòð µ, ìîæíî ìåíÿòü õàðàêòåð îáó÷åíèÿ îò ñîõðàíåíèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ äî èñêëþ÷åíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî èõ êîëè÷åñòâà èç ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìàøèíû SVM êðèòåðèé (1) óæå íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, íî
îñòàåòñÿ âûïóêëûì.

Ìàøèíà RVM ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ

Êðèòåðèé îáó÷åíèÿ (1) îñòàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìûì â ñèòóàöèè, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå
îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ S(ω′, ω′′) áîëåå óäîáíî, ÷åì ïðè ïîìîùè ïðèçíàêîâîãî
îïèñàíèÿ x(ω). Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ îáúåêòà ω ∈ Ω íà êàæäîì èç N îáúåêòîâ îáó-
÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè xl(ω) = S(ωl, ω) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê åãî âòîðè÷íûå ïðèçíàêè
[9]. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îáîáùåííóþ âåðñèþ RVM, êîòîðóþ ñëåäóåò íàçâàòü Relevance
Object Machine, ïîòîìó ÷òî íåò íèêàêîé ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ
ïðèçíàêîâ.

Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ íåñêîëüêèìè àïðèîðè ðàâíîâåðîÿòíûìè ôóíêöèÿìè
ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ Si(ω

′, ω′′), i = 1, n íå âëèÿåò ïðèíöèïèàëüíî íà êðèòåðèé, êðîìå òîãî, ÷òî
êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ ðàñøèðÿåòñÿ äî nN :{

xil = Si(ωl, ω)äëÿ âñåõ ω ∈ Ω;

xil,j = Si(ωl, ωj)äëÿ j-ãî îáúåêòà ωj .
(1)

Ïðÿìîå îáîáùåíèå êðèòåðèÿ (1) äàåò âûïóêëûé êðèòåðèé îáó÷åíèÿ, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ òîëü-
êî êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ:

n∑
i=1

N∑
l=1

[
βa2

il + µ|ail|
]

+
∑N

j=1 δj → min
ail,b,δj

;

yj(
n∑
i=1

N∑
l=1

ailxil,j + b) > 1− δj , j = 1, N ;

δj > 0, j = 1, N.
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Äâîéñòâåííàÿ çàïèñü êðèòåðèÿ è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âòîðè÷-
íûõ ïðèçíàêîâ

Òåîðåìà 1. Îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü (ail, i = 1, n, l = 1, N, b) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
âil =

1

2β
(sil + µ), sil < −µ;

âil = 0,−µ 6 sil 6 µ;

âil =
1

2β
(sil − µ), sil > µ;

(2)

b̂ = −

∑
j:0<λ̂j<1 λ̂j

∑
l,i:λ̂l>0,âil 6=0 âilxil,j +

∑
j:λ̂j=1 yj∑

j:0<λ̂j<1 λ̂j
, (3)

ãäå

sil =
∑
j:λ̂j>0

yj λ̂jxil,j ,

{j : 0 < λ̂j < 1} è {j : λ̂j = 1} � ïîäìíîæåñòâà íåíóëåâûõ ðåøåíèé {j : λ̂j > 0} äâîéñòâåííîé
çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:



W (λ1, . . . , λN |µ) =
∑N

j=1 λj −
1

4β

n∑
i=1

N∑
l=1


min


µ+

N∑
j=1

yjλjxil,j

0

µ−
N∑
j=1

yjλjxil,j





2

→ max
λ1,...,λN

;

∑N
j=1 yjλj = 0;

0 6 λj 6 1, j = 1, N.

(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà àíàëèçå ñåäëîâîé òî÷êè Ëàãðàíæèàíà èñõîäíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè (2), â êîòîðîé ÷èñëà (λ1, . . . , λN ) ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà ïðè
íåðàâåíñòâàõ yj(

∑n
i=1

∑N
l=1 ailxil,j + b)− 1 + δj > 0. �

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ W (λ)â çàäà÷å(4) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî W (λ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé: ëèíåéíîé
ïî λ è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ïî λ, òî îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî W (λ) - âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. �

Èçáàâèìñÿ îò óñëîâèÿ-ðàâåíñòâà â çàäà÷å (4), ÷òîáû îíà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâîâàëà ïîñòàíîâ-
êå âèäà (9). Ðàññìîòðèì íîâûå ïåðåìåííûå η è ìàòðèöó ïåðåõîäà Z, ÷òî λ = Zη. Òîãäà ìàòðèöà
Z âûãëÿäèò òàê:

Z =


−y2

y1
−y3

y1
· · · −yN

y1

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 (5)

Îáîçíà÷èì x̃il = {y1xil,1, ..., yNxil,N}T .
Óòâåðæäåíèå 2. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (4), çàïèñàííàÿ â ïåðåìåííûõ η, ïîëíîñòüþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîñòàíîâêå (9).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó (4) â ïåðåìåííûõ η:
W (η1, . . . , ηN |µ) = 1TZη − 1

4β

∑n
i=1

∑N
l=1

min

µ+ x̃T
ilZη

0

µ− x̃T
ilZη




2

→ max
η1,...,ηN−1

,

0 6 (Zη)j 6 1, j = 1, N

(6)

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ëèíåéíî, òî ôóíêöèÿ W (η) îñòàåòñÿ âûïóêëîé â ñèëó
òåîðåìû 1. Îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà ëèíåéíû, ñëåäîâàòåëüíî, âîãíóòû. �

Óòâåðæäåíèå 3. Ãðàäèåíò è ãåññèàí öåëåâîé ôóíêöèè W (η) äâîéñòâåííîé çàäà÷è 6 îïðåäåëÿ-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè:

∇W (η) = ZT1− 1

2β

∑
i,l:|x̃T

ilZη|>µ

[
ZTx̃il

(
x̃T
ilZη + µ sign(x̃T

ilZη)
)]

(7)

∇2W (η) =
1

2β
ZT

 ∑
i,l:|x̃T

ilZη|>µ

x̃ilx̃
T
il

Z (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

min

µ+ x̃T
ilZη

0
µ− x̃T

ilZη

 = min

[
µ− |x̃T

ilZη|
0

]
= min

[
µ− x̃T

ilZη sign(x̃T
ilZη)

0

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (6) è âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè âçÿòèÿ ïåðâîé è âòîðîé
ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ W (λ), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Óòâåðæäåíèÿ (2) è (3) äàþò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì [7] äëÿ ðåøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (6). Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ïåðåìåííûå η, ìû âûïîëíÿåì îáðàòíîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ê ïåðåìåííûì λ. Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïîëó÷àåì ñîãëàñíî òåîðåìå (1).

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ñåëåêòèâíîãî êîìáèíèðîâà-
íèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé

Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè îñâåùåíà â ëèòåðàòóðå [7], [10]. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôèêàöèÿ [7]. Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ýòîãî ìåòîäà òàêàÿ:{

min f(x);

c(x) > 0,
(9)

ãäå f(x) : Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à c(x) > 0 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ci :
Rn → R (1 6 i 6 m) íåîòðèöàòåëüíà è âñå ci âîãíóòû. Øòðàôû âûðàæàþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè, à ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè èùåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà.

Ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ñíà÷àëà ñâîäèò òó çàäà÷ó, êîòîðóþ îí ðåøàåò, ê äâîéñòâåííîé, à ïîòîì
îïåðèðóåò â òåðìèíàõ ýòîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ïîýòîìó ìû ôàêòè÷åñêè áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó,
äâîéñòâåííóþ ê äâîéñòâåííîé èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ Êàðóøà-
Êóíà-Òàêåðà äëÿ íîâîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èòåðàòèâíî ïðè
ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèé áóäåò 2N , òî è äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ áó-
äåò 2N , à àêòèâíûõ ïåðåìåííûõ îñòàíåòñÿ N − 1, ïîòîìó ÷òî ìû èçáàâèëèñü îò îãðàíè÷åíèÿ-
ðàâåíñòâà. Èòîãî, ïåðåìåííûõ â äâîéñòâåííîé çàäà÷å áóäåò 3N − 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ:
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� àëãîðèòì îïåðèðóåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x), åå ãðàäèåíòîì ∇f(x), ãåññèàíîì
∂2f(x)/(∂xi∂xj), çíà÷åíèåì îãðàíè÷åíèé C(x) è èõ ÿêîáèàíîì ∂ci(x)/∂xj â òî÷êå x;

� N − 1 èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê è ðàíüøå: η.

� 2N äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì π;

� Îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà èç (6) îáîçíà÷èì êàê âåêòîð-ñòîëáåö c(η) = {c1(η), ..., c2N (η)}T,
c̃ = {0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

N

, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
N

}T, Z̃ =
[
Z
−Z
]
. Òîãäà

c(η) = Z̃η + c̃; (10)

� p = [η, π], ψ(p) = W (η)− πT c(η)− µ
∑2N

i=1 log(π(i)c
2
(i)(η)).

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì 1, ïîñòðîåííûé íà áàçå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè [7], êîð-
ðåêòíî ðåøàåò çàäà÷ó (eqrefeq:svmmultimodalDoublyRegularizedSvm), ò. å.:

� íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå η0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óñëîâèÿìè
c(l)(η) > 0, l = 1, 2N ;

� ãðàäèåíò ∂W (η)/(∂ηi) è ãåññèàí ∂2W (η)/(∂ηi∂ηj) èñõîäíîé ôóíêöèè W (η) ïîñ÷èòàíû êîð-
ðåêòíî;

� ÿêîáèàí îãðàíè÷åíèé ∂c(i)(η)/∂ηj ïîñ÷èòàí êîððåêòíî;

� ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ êàæäîãî èç îãðàíè÷åíèé c(i)(η) åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ: óñëîâèÿ-îãðàíè÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (10).
Îöåíèì ýëåìåíòû âåêòîðà Zη = (λ1, ..., λN )T:{

λ1 =
∑N−1

i=1 −
yi+1

y1
ηi;

λi = ηi−1, i = 2, N.
(12)

ßñíî, ÷òî äëÿ i = 2, ..., N ñïðàâåäëèâî 0 < λi < 1 â ñèëó ôîðìóëû (11). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
î òîì, ÷òî n+1 > n−1 è y1 = −1, èìååì

∑N−1
i=1 −(yi+1/y1)ηi = n+1(3/(4n+1)) − (N − n+1)/(2(N −

− n+1)) = 1/4, ò.å. 0 < λ1 < 1. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 0 < −Zη + c̃ < 1.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî π0 = (1, ..., 1)T > 0T, ò. å. íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé òî÷êîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óñëîâèÿìè c(l)(η) > 0, l = 1, 2N . Êîððåêòíîñòü ãðàäèåíòà
∂W (η)/∂ηi è ãåññèàíà ∂

2W (η)/(∂ηi∂ηj) èñõîäíîé ôóíêöèè W (η) ãàðàíòèðóåòñÿ Óòâåðæäåíèåì
3. ßêîáèàí îãðàíè÷åíèé, ïîäàííûõ íà âõîä, î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîãëàñíî (10) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Z̃. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2c(i)(η)/(∂ηi∂ηj), î÷åâèäíî, íóëåâàÿ, òàê êàê âñå îãðàíè÷åíèÿ
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëèíåéíû. �

Àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ñåëåê-
òèâíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ 1-ïðîöåññîðíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îäèí ìîìåíò âðåìåíè òàêàÿ ìàøèíà ìîæåò âûïîëíèòü îäíó ýëåìåíòàðíóþ
àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèé, ò. å. ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, äåëåíèå, óìíîæåíèå.

Ïóñòü íàì äàíà îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü ωj , j = 1, N . Ïóñòü íàì çàäàíû ñïîñîáû ñðàâíåíèÿ
îáúåêòîâ Si(ω

′, ω′′), i = 1, n.
Êàæäûé j-ûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì xil,j , i = 1, n, l = 1, N , ò. å. nN ÷èñëàìè. Â

èòîãå âñÿ îáó÷àþùàÿ ñîâîêóïíîñòü çàíèìàåò ïàìÿòü ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû O(nN2). Ïåðåéäåì ê
àíàëèçó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòì 1 Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (2)

Âõîä: � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà xil,j , i = 1, n, l = 1, N, j = 1, N, yj = ±1;

� n+1 = |(j : yj = 1)| > n−1 = |(j : yj = −1)|, y1 = −1;

� ðåãóëÿðèçóþùèå êîýôôèöèåíòû β > 0, µ > 0;

� ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî ïîèñêà 0 < ν < 1, 0 < α < 1;

� ïàðàìåòðû îñòàíîâà ε1 > 0, ε2 > 0.
Âûõîä: âil, b
1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå p0 = [η0, π0]:

η0
i =

{
3/(4n1), yi+1 = 1,

1/(2(N − n+1)), yi+1 = −1
(11)

π0 = (1, . . . , 1)

2: ïîâòîðÿòü

3: X̃(ηs) = ZT
[∑

i,l:|x̃TilZηs|>µ
x̃ilx̃

T
il

]
Z

4: ∇W (ηs) = −1TZ + X̃(ηs)ηs

5: ∇2W (ηs) = X̃(ηs)
6: C(ηs) = diag(Z̃η + c̃), Θ = diag(πs1, . . . , π

s
2N )

7: ρs = max(0, ‖η
sT Z̃T πs‖

2N )
8: íàïðàâëåíèå ñïóñêà hs+1 =

[
dηs+1, dπs+1

]
âû÷èñëÿåì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûé óðàâ-

íåíèé: (
∇2W (ηs) −Z̃T

ΘZ̃ C(ηs)

)(
dηs+1

dπs+1

)
=

(
−∇W (ηs) + Z̃π
ρs1T − C(ηs)π

)
9: âåëè÷èíó øàãà γ âûáèðàåì íà îñíîâàíèè àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà[10]: γl = νlα. Êàê

òîëüêî íàõîäèòñÿ òàêîå l, ÷òî ψ(ps + γlh
s+1) 6 ψ(ps) + ωγl∇ψµ(ps)Ths+1, ëèíåéíûé ïîèñê

îñòàíàâëèâàåòñÿ.
10:

[
ηs+1, πs+1

]
= [ηs, πs] + γlh

s+1 ∈ R3N−1.

11: ïîêà |W (ηs)−W (ηs+1)| > ε1 and |∇W (ηs+1)− Z̃Tπs+1| > ε2 and |C(ηs+1)πs+1− ρs+11T | > ε2

12: λ = Zηs

13: âû÷èñëèòü âil, b ïî ôîðìóëàì (2)

Óòâåðæäåíèå 4. Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il ýêâèâàëåíòà îïåðàöèè óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö X∗X∗T, ãäå X∗ = (xi1,l1 , ...,xim,lm), {(ik, lk) : |x̃TiklkZη
s| > µ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X∗∗ =
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il . Òîãäà X∗∗k,m =

∑im,lm
i,l=i1,l1

xi,l,kxi,l,m, à ýòî îçíà-
÷àåò ñòàíäàðòíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
xi1,l1 , ...,xim,lm , à äðóãàÿ � åå òðàíñïîíèðîâàííàÿ. �

Ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà àë-
ãîðèòìà 1:

1. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó îáúåêòû × ïðèçíàêè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñ-
ëèòü nN2 ÷èñåë. Ñëîæíîñòü, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî äîëãî âû÷èñëÿþòñÿ
ñàìè ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ. Ñëîæíîñòü ýòîé îïåðàöèè N2

∑n
i=1O(Si), ãäå O(Si) îáîçíà÷àåò

ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ i-îé ôóíêöèè ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ.
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2. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ x̃il,j ñîñòàâëÿåò O(nN2), òàê êàê ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ n×N ×N
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

3. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ñîãëàñíî øàãó 1, ãåíåðèðóåò N − 1 ÷èñëî, èñïîëüçóÿ êàæäûé ðàç
íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, òàê ÷òî ñëîæíîñòü òóò áóäåò O(N). Ïàìÿòü òàêàÿ
æå: O(N).

4. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñëåâà âåêòîðà íà ýòó ìàòðèöó xTZ ýêâè-
âàëåíòíà ñóììå äâóõ âåêòîðîâ: (x2, ..., xN )T + x1(−y2/y1, ...,−yN/y1), ò.å. ñëîæíîñòü ïîëó-
÷àåòñÿ O(N).

5. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâà âåêòîðà íà ýòó ìàòðèöó Zx ýêâè-
âàëåíòíà óìíîæåíèþ ýòîãî âåêòîðà íà ïåðâûé ðÿä ýòîé ìàòðèöû è êîïèðîâàíèþ ýëåìåíòîâ
ýòîãî âåêòîðà â ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð, ò. å. ñëîæíîñòü ïîëó÷àåòñÿ O(N).

6. Â ñèëó âèäà ìàòðèöû Z (5) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû ñïðàâà è ñëåâà íà ëþáóþ
ìàòðèöó Z′ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ýòîé ìàòðèöû íà ïåðâûé ðÿä ìàòðèöû Z è êîïèðîâàíèþ
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû, ò. å. ñëîæíîñòü ïîëó÷àåòñÿ O(N2).

7. Àíàëèç ôîðìóëû øàãà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ãëàâíîãî öèêëà íåîáõîäèìî
çíàòü äëÿ êàæäîé ïàðû i, l çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ x̃T

ilZ, êîòîðîå íèêàê íå çàâèñèò îò íîìå-
ðà èòåðàöèè è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòüþ. Ïîýòîìó ìîæíî îäèí ðàç
çàðàíåå âû÷èñëèòü âñå x̃T

ilZ äëÿ âñåõ i, l. Ýòî çàíèìàåò, ñ ó÷åòîì âèäà ìàòðèöû Z, O(nN2).

8. Íà øàãå 3 íåîáõîäèìî äëÿ âñåõ i, l âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå x̃T
ilZη

s, çàðàíåå ïðåäâû÷èñëåí-
íûõ âåêòîðîâ ó íàñ nN , òîãäà â äàííîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü áóäåò O(nN2), òàê êàê êàæäûé
ðàç ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ðàâíÿåòñÿ O(N).

9. Äàëåå íà øàãå 3 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñóììó
∑

i,l:|x̃T
ilZη

s|>µ x̃ilx̃
T
il . ÑîãëàñíîÓòâåðæäåíèþ

4, ýòî ýêâèâàëåíòíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö nN × k × nN , ãäå k = |i, l : |x̃T
ilZη

s| > µ|,
ò. å. k = 1, ..., nN . Òî åñòü â õóäøåì ñëó÷àå ýòî O(n3N3).

10. Øàã 4 âåäåò ê ñóììå äâóõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(N),
à âòîðîé çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ O(N2).

11. Øàãè 5�7 çàíèìàþò ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, ò. å. O(N)

12. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 8 äåëàåòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî dηs+1 ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé (N − 1) × (N − 1). Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì
Ãàóññà çà O(N3). Íà ñëåäóþùåì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ óæå dπs+1, ýòî äåëàåòñÿ çà O(N2) îïå-
ðàöèé.

13. Ëèíåéíûé ïîèñê íà øàãå 9 âûïîëíÿåòñÿ çà íåîïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òàê êàê
íåèçâåñòíî çàðàíåå, íà êàêîì íîìåðå l ôóíêöèÿ ψ(ps) óìåíüøèò ñâîå çíà÷åíèå. Äîïóñòèì,
÷òî ïðîøëî l øàãîâ. Íà êàæäîì øàãå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå ψ(ps),
âû÷èñëåííîå íà ïðîøëîé èòåðàöèè, íîâîå çíà÷åíèå ψ(ps + γlh

s+1) âû÷èñëÿåòñÿ, ñîãëàñíî
ôîðìóëå ψ(p), çà O(nN), òàê êàê îñíîâíûå çàòðàòû òóò ïîéäóò íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè W (η), îñòàëüíûå äâà ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿþòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(N). Èòîãî
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü øàãà 9 ñîñòàâëÿåò O(lnN).

14. Îñòàëüíûå øàãè àëãîðèòìà 10�13 âû÷èñëÿþòñÿ çà âðåìÿ O(nN2) çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ ïî
ôîðìóëàì (2).
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Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äî öèêëà 2 ñîñòîèò èç âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû îáúåêòû × ïðèçíàêè, ãåíåðà-
öèè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðåäâû÷èñëåíèÿ x̃T

ilZ äëÿ âñåõ i, l: O(nN2) + O(N) + O(nN2) =
= O(nN2). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öèêë 2 âûïîëíÿëñÿ m ðàç, à âíóòðåííèé öèêë ëèíåéíî-
ãî ïîèñêà âûïîëíÿëñÿ l1, ..., lm ðàç ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñëîæíîñòü öèêëà 2 ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:∑m

i=1

[
O(nN2) +O(n3N3) +O(N3) +O(linN)

]
= O(mn3N3) + O(nN

∑m
i=1 li). Êîëè÷åñòâî îïåðà-

öèé ïîñëå àëãîðèòìà ñâÿçàíî ëèøü ñ âû÷èñëåíèåì ðåçóëüòàòà è ðàâíî O(nN2). Â èòîãå îáùàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ðàâíîm, à íà êàæäîé èòåðàöèè
âûïîëíÿëñÿ ëèíåéíûé ïîèñê ñëîæíîñòüþ li, i = 1, ...,m,

Complexity = O(nN2) +O(mn3N3) +O(nN

m∑
i=1

li) +O(nN2) =

= O(mn3N3) +O(nN

m∑
i=1

li) (13)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî öèêë 2 âíîñèò ìàêñèìàëüíûé âêëàä â êîëè÷åñòâî îïåðàöèé àë-
ãîðèòìà, òàê êàê íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî âûïîëíÿòü óìíîæåíèå ìàòðèöû nN×k íà ñàìó ñåáÿ
òðàíñïîíèðîâàííóþ è ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé N × N . Ýòè îïåðàöèè èìååò ñìûñë
ðàñïàðàëëåëèòü. Òî, ÷òî àëãîðèòì âûíóæäåí äåðæàòü âñå nN2 ÷èñåë, � îñîáåííîñòü äàííîãî àë-
ãîðèòìà è îäíîâðåìåííî åãî ñàìûé ãëàâíûé íåäîñòàòîê, òàê êàê ýòî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò
îáúåìû äàííûõ (êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ è êîëè÷åñòâî ôóíêöèé ïàðíîãî ñðàâíåíèÿ), íà êîòîðûõ
ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äàííûé àëãîðèòì.

Ìîäóëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Ñîãëàñíî àíàëèçó ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ â ðàçäåëàõ 8 íàèáîëåå òðóäîåìêèìè îïåðàöèÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðîâ N ×N è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ðàçìåðîâN×N . Èìåííî ýòè äâå îïåðàöèè âíîñÿò ìàêñèìàëüíûé âêëàä â èòîãîâóþ ñëîæíîñòü
êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ 1. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë íà÷àòü îïòèìèçàöèþ èìåííî ñ ýòèõ îïåðàöèé.
Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàì, óêàçàííûå âûøå àëãîðèòìû òðàòÿò íà óìíîæåíèå ìàòðèö è ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 80% âðåìåíè ñâîåé ðàáîòû. Åñòåñòâåííî, ðå÷ü èäåò î ðåàëèçàöèè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå.

Óìíîæåíèå ìàòðèö

Îáîñíóåì, ïî÷åìó ðàñïàðàëëåëèâàíèå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ëó÷øå, ÷åì ñóùåñòâóþùèå àëãî-
ðèòìû óìíîæåíèÿ. Êðîìå ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö N × N çà âðåìÿ O(N3)
èçâåñòíû òàêæå àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå áûñòðåå:

1. àëãîðèòì Øòðàññåíà [11] óìíîæàåò äâå ìàòðèöû ðàçìåðîâ N ×N çà O(N2.807);

2. àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà-Âèíîãðàäà [12], èìåþùèé ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ O(N2.3755);

3. àëãîðèòì Âèëüÿìñ [13], íåìíîãî îáãîíÿþùèé àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà�Âèíîãðàäà, è èìåþ-
ùèé ñëîæíîñòü O(N2.3727).

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè î÷åíü ïðîñòàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà � âèäåîêàðòà
NVidia Geforce 310M, èìåþùàÿ 16 GPU. Îöåíèì, êàêèõ ðàçìåðîâ äîëæíà áûòü ìàòðèöà, ÷òî-
áû àëãîðèòì Øòðàññåíà äàë âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà 16 ÿäåð. Îò-
âåò ïðîñò: N > 161/(3−2.807) ≈ 1000000. Â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè òàêàÿ ìàòðèöà çàíèìàëà áû
8 · 10000002/10242 ≈ 8 òåðàáàéò, ÷òî íà òåêóùèé ìîìåíò òåõíè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðèíöèïèàëüíî.
ßñíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå ìîùíûì âû÷èñëèòåëüíûì ñèñòåìàì âûèãðûø â ñêîðîñòè áóäåò
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè íåèçìåííûõ ðàçìåðàõ ìàòðèöû. ×òî êàñàåòñÿ àëãîðèòìà Âèëüÿìñ [13]
è àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà�Âèíîãðàäà [12], òî ýòè àëãîðèòìû èìåþò î÷åíü áîëüøóþ êîíñòàíòó
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Àëãîðèòì 2 Îáùàÿ ñõåìà òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
N ×N
Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ N ×N , âåêòîð b ðàçìåðîâ N × 1.
Âûõîä: âåêòîð x ðàçìåðîâ N × 1 : Ax = b.
1: äëÿ i = 1 to N

;
2: îáíîâèòü ìàòðèöó A, âûïîëíèâ, â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîãî ìåòîäà(Ãàóññà-Æîðäàíà,

ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî è ò.ä.) O(N2) îïåðàöèé;
3: âû÷èñëèòü ðåøåíèå x íà áàçå ìàòðèöû A, ïîëó÷åííîé ïîñëå N èòåðàöèé. Çäåñü ñëîæíîñòü

äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ íå ïðåâîñõîäèò O(N2).

ñëîæíîñòè, ïîýòîìó âûèãðûâàþò ó ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìîâ íà ìàòðèöàõ, ðàçìåðû êîòîðûõ ïðå-
âîñõîäÿò ñîâðåìåííûå òåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðîâ. Ïîýòîìó â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà âèäåîêàðòå � ëó÷øåå ðåøåíèå èç âñåõ âîçìîæíûõ, èñõî-
äÿ èç êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Åñëè ðàññìîòðåòü äåòàëè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè,
òî íåîáõîäèìî ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöó, çàãðóæåííóþ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà,
íåîáõîäèìî 1 ðàç ñêîïèðîâàòü â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü âèäåîêàðòû, ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû çà-
íèìàåò O(N2) îïåðàöèé. Ó÷èòûâàÿ ñîâðåìåííûå ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè CPU → GPU
è GPU → CPU [14], äàæå äëÿ ìàòðèöû 10000 × 10000 ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ êîïèðîâàíèÿ çàéìåò
ìåíüøå ñåêóíäû, ÷òî â ðàçû ìåíüøå âðåìåíè, êîòîðîå òðàòèòñÿ íà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö
íà GPU. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âûïîëíåíî äâå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö:
äëÿ îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíû(CPU) è äëÿ âèäåîêàðòû(GPU). Â êà÷åñòâå ôðåéìâîðêà, íà áàçå
êîòîðîãî âûïîëíÿëàñü ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, áûë âçÿò OpenCL [15]. Ýòî óäîáíûé ñîâðåìåí-
íûé ôðåéìâîðê, ñî÷åòàþùèé â ñåáå âîçìîæíîñòü ãèáêîé ðàçðàáîòêè íà C++ è ðåàëèçîâàííûé
ïðàêòè÷åñêè ïîäî âñå ñîâðåìåííûå âèäåîêàðòû, â ÷àñòíîñòè êàðòû NVidia.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñóùåñòâóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçðåæåííûìè, äåëÿòñÿ íà òî÷íûå(ïðÿìûå) ìåòîäû [16] è èòåðàöèîííûå ìåòîäû [16].

Òî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîïóëÿðíûå òî÷íûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé N ×N :

1. ìåòîä Ãàóññà-Æîðäàíà [17], êîëè÷åñòâî îïåðàöèé: 2N3;

2. ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî [18], êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé: N3/3;

3. äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç ðàçëîæåíèå ìàòðèöû â ïðîèç-
âåäåíèå áîëåå ïðîñòûõ ìàòðèö [19]: LU-ðàçëîæåíèå, QR-ðàçëîæåíèå è ò. ä. Ñëîæíîñòü òàêèõ
ìåòîäîâ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîñòàâëÿåò O(N3), îäíàêî ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò äîëüøå, ÷åì
÷åðåç ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî.

Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé ñõåìå.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó 2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûé âàðèàíò ïàðàëëåëèçàöèè
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïàðàëëåëèâàíèè êàæäîé èç N èòåðàöèé. Çäåñü ìîæåò áûòü äâà ïîäõîäà. Ïåð-
âûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íà êàæäîé èç N èòåðàöèé îòïðàâëÿòü íà âèäåîêàðòó òåêó-
ùóþ ìàòðèöó, à ïîòîì çàáèðàòü îòòóäà âû÷èñëåííûé ðåçóëüòàò. Òàêîé ïîäõîä èìååò ñóùåñòâåí-
íûé íåäîñòàòîê: îáíîâëåííóþ ìàòðèöó N×N ïðèäåòñÿ êîïèðîâàòü N ðàç âî âíóòðåííþþ ïàìÿòü
êàðòû. Óæå ïðè ðàçìåðàõ N = 10000, ñîãëàñíî [14], íà ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïîòðåáóåòñÿ ≈ 35 ìèí, ÷òî ñóùåñòâåííî äîëüøå, ÷åì ïðîñòî ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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÷åðåç ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå. Âòîðîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû çàãðóçèòü ìàòðèöó N × N íà âèäåîêàðòó öåëèêîì è ïðîâîäèòü âñå âû÷èñëåíèÿ íà íåé,
îäíàêî äàæå â òàêîé ñõåìå íå èçáåæàòü N èòåðàöèé, ëåæàùèõ â îñíîâå äàííîé ñõåìû, ÷òî äåëàåò
íåýôôåêòèâíûì ïîäîáíûé ïîäõîä. Ïîäòâåðæäåíèåì ÿâëÿþòñÿ ïîïûòêè ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì
ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî íà GPU [20], îäíàêî ðåçóëüòàòû ïîêà ñëàáûå: àëãîðèòì íà âèäåîêàðòå â 4
ðàçà ìåäëåííåå ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ, ðåàëèçîâàííûõ äëÿ îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíû, ïðè÷åì
ïîòåðÿ âðåìåíè êàê ðàç óõîäèò íà êîïèðîâàíèå äàííûõ è ïðî÷èå òåõíè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñóùå-
ñòâóþùèõ ìåõàíèçìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå CPU è GPU. Èòàê, òî÷íûå àëãîðèòìû
èìååò ñìûñë çàïóñêàòü íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå, ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàìêàõ òåõíè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé, ïðèíÿòûõ â äàííîé ðàáîòå. Ïîýòîìó ñðåäè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ èìååò ñìûñë ðåàëè-
çîâàòü íàèáîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà áàçå ðàçëîæåíèÿ
Õîëåöêîãî [18].

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1. ìåòîä ßêîáè [21];

2. ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ [21];

3. ìåòîä Ðåëàêñàöèè [22];

4. ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [10].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðâûå òðè ìåòîäà [21, 22] ñõîäèëèñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
íåêîòîðîé ìàòðèöû, çàâèñÿùåé îò àëãîðèòìà, óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ ρ(B) = max

λ
|λ(B)| < 1.

Äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ôàêò: íà çàäà÷àõ, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö
îêàçûâàåòñÿ > 1, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû íå ñõîäÿòñÿ.

Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ îêàçàëîñü íåýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü â ïðèêëàäíûõ çàäà-
÷àõ, ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä ïî÷òè âñåãäà âûïîëíÿåò êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû (ðèñ. 1). Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ìû ðåøèëè îòêàçàòüñÿ

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 842 × 842 îò íîìåðà èòåðàöèè â ìåòîäå
âíóòðåííåé òî÷êè. Âèäíî, ÷òî ÷åì âûøå íîìåð èòåðàöèè, òåì õóæå ðàáîòàåò ìåòîä, â ñå-
ðåäèíå ïóòè âûõîäÿ íà ïëàòî è äåëàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé O(N3)

îò èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Àëãîðèòì 3 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m.
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB.
1: äëÿ i = 1 to n
2: äëÿ j = 1 to m
3: âûáðàòü, êàêîå èç äâóõ ÿäåð ñâîáîäíî
4: îáíóëèòü òåêóùóþ ñóììó äëÿ âûáðàííîãî ÿäðà: S = 0
5: çàïóñòèòü íà ïîòîêå íà âûáðàííîì ÿäðå âû÷èñëåíèå ñóììû:
6: äëÿ k = 1 to N
7: S = S +A[i][k]A[k][j]
8: çàïèñàòü ðåçóëüòàò C[i][j] = S â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû
9: îñâîáîäèòü çàíÿòûé ïîòîê
10: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ [23] ëåãêî ïîçâîëÿþò âûíåñòè òàêèå îïåðàöèè â
îòäåëüíûå ìîäóëè, ÷òîáû ïîòîì îäèí è òîò æå àëãîðèòì ìîæíî áûëî çàïóñòèòü íà íîóòáóêå, íà
äåñêòîïå è íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå, óêàçàâ êàæäûé ðàç ðàçíóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ãèáêîñòè ïîäîáíîãî
óðîâíÿ â äàííîé ðàáîòå âñå àëãîðèòìû áóäóò ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå C++, matlab. Äàííûå ÿçû-
êè, âî-ïåðâûõ, ïîääåðæèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà âñåõ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ,
à âî-âòîðûõ, ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå ïàòòåðíû ïðîåêòèðîâàíèÿ [23], ïîçâîëÿþùèå
ïåðåèñïîëüçîâàòü êîä è ëåãêî ïîäìåíÿòü âåðñèè îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â çàâèñèìîñòè îò âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíóþ ðàçíèöó
ìåæäó öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì ïîðòàòèâíîãî êîìïüþòåðà (CPU) è âèäåîêàðòîé (GPU). Öåí-
òðàëüíûé ïðîöåññîð ïîðòàòèâíîãî êîìïüþòåðà îñíàùåí íåñêîëüêèìè ÿäðàìè (îáû÷íî 2�4), íà
êîòîðûõ ìîæíî ïàðàëëåëüíî èñïîëíÿòü íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Âèäåîêàðòà ÿâëÿ-
åòñÿ ñâîåîáðàçíûì ìèíèêëàñòåðîì � îíà óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî èìååò íà áîðòó áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ìèêðîïðîöåññîðîâ (GPU), êîòîðûõ îáû÷íî ñîòíè(íà ìîùíûõ âèäåîêàðòàõ), ÷òî äàåò
ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî â âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòÿõ GPU ïî ñðàâíåíèþ ñ CPU.

Ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà CPU

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ìàøèíå, îñíàùåííîé 2-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Core i7.
Åñòåñòâåííî, äàæå íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå ìîæíî âûèãðàòü â ñêîðîñòè óìíîæåíèÿ âäâîå,
åñëè ðàñïàðàëëåëèòü óìíîæåíèå íà äâà ÿäðà. Àëãîðèòì 3 èëëþñòðèðóåò ìåõàíèçì èñïîëüçîâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ÿäåð ïðè ðàáîòå ñ CPU.

Ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö íà âèäåîêàðòå NVidia GeForce
310M

Îñîáåííîñòü ðåàëèçàöèè OpenCL ïîä âèäåîêàðòû Nvidia çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìàêñèìàëü-
íàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû âèäåîêàðòû äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ðàçìåðû ìàòðèö êðàòíû 32
[24]. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðåàëüíîé æèçíè ðàçìåðû ìàòðèö, êîòîðûå íóæíî ïåðåìíîæàòü, âîâñå
íåîáÿçàòåëüíî êðàòíû 32. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ïàìÿòü íà âèäåîêàðòå îãðàíè÷åíà, òî î÷åíü
áîëüøèå ìàòðèöû òàì óìíîæàòü òîæå íåëüçÿ. Ïîýòîìó îáå èñõîäíûõ ìàòðèöû, êîòîðûå òðåáóåò-
ñÿ óìíîæèòü, íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà áëîêè òàê, ÷òîáû ðàçìåð êàæäîãî áëîêà áûë ìàêñèìàëüíûì
äëÿ äàííîé âèäåîêàðòû è êðàòåí 32. Åñòåñòâåííî, ÷òî îñòàíóòñÿ òàêèå áëîêè, îäèí èç ðàçìåðîâ
êîòîðûõ áóäåò 0 < s < 32. Â ñèëó ìàëîãî ðàçìåðà òàêîãî áëîêà, ìîæíî ëåãêî çàäåéñòâîâàòü
ñòàíäàðòíûé CPU äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ïî àëãîðèòìó 3. Ñîãëàñíî ñïåöèôèêàöèè äëÿ âèäåîêàðòû
NVidia GeForce 310M íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü ìàòðèöû ðàçìåðîâ íå áîëåå 1024× 1024.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû [17] èçâåñòíî ñëåäóþùåå



756 Ðàçèí Í.À. è äð.

Àëãîðèòì 4 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m, ãäå n | 1024, N | 1024,m |
1024, íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m, n | 1024, N | 1024,m | 1024
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB
1: ðàçáèòü èñõîäíûå ìàòðèöû íà áëîêè 1024× 1024. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ðàçìåðû ýòèõ

ìàòðèö êðàòíû 1024.
2: n = 1024ñ, N = 1024Ñ ,m = 1024m̃.
3: äëÿ k = 1 to ñ
4: äëÿ l = 1 to m̃
5: èíèöèàëèçèðîâàòü áëîê ìàòðèöû C[k][l] íóëÿìè
6: äëÿ p = 1 to Ñ
7: âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ áëîêà R = A[k][p]B[p][l] íà GPU, èñïîëüçóÿ ñòàí-

äàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà GPU ÷åðåç shared memory [24]
8: C[k][l] = C[k][l] + R

ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ ñëåäóþùåãî áëîêà ìàòðèöû C[k][l]
9: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Óòâåðæäåíèå 5. Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ äâóõ áëî÷íûõ ìàòðèö

A =

A11 ... A1M
...

. . .
...

AL1 ... ALM


è

B =

B11 ... B1N
...

. . .
...

BM1 ... BMN


ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

C =


∑M

k=1 A1kBk1 · · ·
∑M

k=1 A1kBkN
...

. . .
...∑M

k=1 ALkBk1 · · ·
∑M

k=1 ALkBkN


ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåðû âñåõ áëî÷íûõ ìàòðèö Aik,Bik, à òàêæå ìàòðèö A,B, ñîîòâåòñòâóþò
ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Àëãîðèòì 4 îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàò-
ðèö, êîãäà èõ ðàçìåðû êðàòíû 1024. Àëãîðèòì 5 îáîáùàåò ñèòóàöèþ è îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ðàçìåðû êîòîðûõ êðàòíû 1024.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 4.

1. Øàãè àëãîðèòìà 1�2 äåëàþòñÿ çà O(1), òàê êàê ýòî ïðîñòî ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè äåëåíèÿ.

2. Øàã 5 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íóæíî âûïîëíèòü èíèöèàëèçàöèþ ìàòðèöû ðàçìåðàìè
O(10242). Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé: 10242.

3. Øàã 7 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñêîïèðîâàòü äâà áëîêà ìàòðèöû íà óñòðîéñòâî GPU -
O(10242), ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö [24] - O(10243/k), ãäå
k � êîëè÷åñòâî ÿäåð íà óñòðîéñòâå GPU, äëÿ âèäåîêàðòû NVidia GeForce 310M ýòî ÷èñëî
ðàâíî 16.

4. Øàã 8 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñêîïèðîâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ â ôèíàëü-
íóþ ìàòðèöó C � O(10242).
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Àëãîðèòì 5 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö n×N è N ×m íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N , Ìàòðèöà B ðàçìåðîâ N ×m
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n×m : C = AB
1: n = 1024ñ+ rA, N = 1024Ñ + rAB,m = 1024m̃+ rB
2: òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå äâóõ èñõîäíûõ ìàòðèö íà áëîêè:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,B =

(
B11 B12

B21 B22

)
ðàçìåðû êîòîðûõ ðàâíû:

A11 = 1024ñ× 1024Ñ ,A12 = 1024ñ× rAB,
A21 = rA × 1024Ñ ,A22 = rA × rAB
B11 = 1024Ñ × 1024m̃,B12 = 1024m̃× rB,
B21 = rAB × 1024m̃,B22 = rAB × rB

3: ïðîèçâåäåíèå A11B11 âû÷èñëÿåì ñîãëàñíî àëãîðèòìó 4
4: âñå îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ áëîêîâ Aik ×Blm âû÷èñëÿåì ïî àëãîðèòìó 3
5: âåðíóòü ðåçóëüòàò: çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà C

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

Complexity = ñm̃
(

10242 + Ñ
(
10242 + 10243/16 + 10242

))
=

= (66Ñ + 1)nm =

(
33

512
+

1

N

)
nmN

Ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà:(
8nN + 8Nm+ 8× 2× 10242

)
10242

= 8
[
Ñ (ñ+ m̃) + 2

]
ìåãàáàéòà.

Åñëè ìàòðèöû òàêîâû, ÷òî ñ = m̃ = Ñ = 10, òî ïàìÿòè òàêîìó àëãîðèòìó ïîòðåáóåòñÿ 1602
ìåãàáàéòà ≈ 1,5 ãèãàáàéòà.

Êðîìå óìíîæåíèÿ ìàòðèö A11B11 íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óìíîæåíèå îñòàëüíûõ ÷àñòåé áëî÷-
íîé ñèñòåìû:

Complexity = nmrAB + nNrB + nrABrB + rANm+ rArABm+ rANrB + rArABrB 6

6 1024 (nm+ nN +Nm) + 10242 (n+m+N) + 10243 = O(nm+ nN +Nm)

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ ìàòðèö 5 ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

Complexity 6

(
33

512
+

1

N

)
nmN + 1024 (nm+ nN +Nm) + 10242 (n+m+N) + 10243

Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì 5 òðåáóåò ñòîëüêî æå ïàìÿòè, ñêîëüêî è àëãîðèòì 4.
Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà àëãîðèòì 1. Ñîãëàñíî øàãó 3 è Óòâåðæäåíèþ 4, åäèíñòâåí-

íàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö â ýòîì àëãîðèòìå, êîòîðàÿ íèêàê íå óïðîùàåòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ
â âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ X∗X∗T, ãäå X∗ � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ nN ×k, k = 1, ..., nN .
Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, êàê ïðèìåíèòü àëãîðèòì 5 ê âû÷èñëåíèþ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ: äîñòà-
òî÷íî âçÿòü ìàòðèöó X∗, òðàíñïîíèðîâàòü åå è ïðèìåíèòü àëãîðèòì 5. Íåîïòèìàëüíîñòü òàêîãî
ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèäåòñÿ âûäåëèòü ïàìÿòü äëÿ òîãî, ÷òîáû õðàíèòü òðàíñïî-
íèðîâàííóþ ìàòðèöó X∗, à çàòåì ñêîïèðîâàòü òóäà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó X∗. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàâ îáðàùåíèå ê îäíîé è òîé æå îáëàñòè ïàìÿòè,
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Àëãîðèòì 6 Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ AAT íà âèäåîêàðòå

Âõîä: ìàòðèöà A ðàçìåðîâ n×N
Âûõîä: ìàòðèöà C ðàçìåðîâ n× n : C = AAT

1: C = ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà 5 íà ìàòðèöàõ A,AT

ãäå õðàíèòñÿ ìàòðèöà X∗. Ïðèâåäåì àëãîðèòì, âûïîëíÿþùèé óìíîæåíèå XXT ïî ïîäàííîé íà
âõîä ìàòðèöå X.

Ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé àëãîðèòì 6 íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 5, ïîýòîìó îáùåå
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ó ýòîãî àëãîðèòìà:

Complexity 6

(
33

512
+

1

N

)
nmN + 1024 (nm+ nN +Nm) +

+ 10242 (n+m+N) + 10243

Ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 6, âäâîå ìåíüøå ïàìÿòè, òðåáóåìîé äëÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà 5, ïîòîìó ÷òî íå íóæíî õðàíèòü âòîðóþ ìàòðèöó:

Memory =
(
8nN + 8× 2× 10242

)
/10242 = 8

[
Ñ ñ+ 2

]
ìåãàáàéòà

Óñêîðåíèå, ïîëó÷åííîå çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ óìíîæåíèÿ
ìàòðèö
Ïðîàíàëèçèðóåì âûèãðûø, äàâàåìûé àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà GPU 5, ïî ñðàâíå-

íèþ ñ àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà CPU 3. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ
íîóòáóê Sony Vaio, îñíàùåííûé ïðîöåññîðîì Core i7 è èìåþùèé 4096 ìåãàáàéò îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè. Âèäåîêàðòà NVIDIA GeForce 310M, èìåþùàÿ 512 ìåãàáàéò ïàìÿòè è 16 íåçàâèñèìûõ GPU.
Äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë {2n, n = 5, 11} 100 ðàç ãåíåðèðóåòñÿ äâå ñëó÷àéíûõ ìàòðèöû, èçìåðÿåò-
ñÿ âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî èç äâóõ àëãîðèòìîâ 5 è 3, à ïîòîì óñðåäíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ðàçìåðà
ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî âûèãðûø ïðè ïåðå-

Ðèñ. 2: Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äâóõ ðàçíûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö �
íà âèäåîêàðòå è íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå � â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà óìíîæàåìûõ
ìàòðèö

ìíîæåíèè ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ äîõîäèò äî 25 ðàç. Ýòî ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ òåì, ÷òî íà
âèäåîêàðòå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÿäåð, ÷åì íà öåíòðàëüíîì ïðîöåññîðå, íî åùå è ñ òåì, ÷òî ïëàíè-
ðîâùèê ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà âèäåîêàðòå ðàáîòàåò ëó÷øå è îïòèìàëüíåå ðàñïðåäåëÿåò
íàãðóçêó, ÷åì àíàëîãè÷íûé ïëàíèðîâùèê íà CPU.
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Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ
Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì 1, èñïîëüçóþùèé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö 6 è ðåøàþùèé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî [18],
óñïåøíî ïðèìåíåí â çàäà÷å ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà â ðàáîòå[25]. Ìàòåìàòè÷å-
ñêè ñòðîãèå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è îòáîðà ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áîëåå âûñîêîå êà÷å-
ñòâî êëàññèôèêàöèè. Â ðàáîòå [25] ïðèìåíåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà RVM, ê ïðåäñêàçàíèþ âòî-
ðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò
àâòîìàòè÷åñêè îòáèðàòü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ïðèçíàêè èç îáùåãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ.
Ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ strand'îâ îêàçàëàñü ðàâíîé ïðèìåðíî 75%, ÷òî íàõîäèòñÿ íà
óðîâíå óæå ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Îñîáåííî èíòåðåñíî òî, ÷òî íå áûëî çàìå-
÷åíî ïåðåîáó÷åíèÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ â íåñêîëüêî
ðàç âûøå ðàçìåðà îáó÷àþùåé ñîâîêóïíîñòè. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî àìèíîêèñëîòíûõ ôðàãìåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé
ñòðóêòóðû áåëêà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì 1 ïîçâîëèë óñêîðèòü
ýòàï îáó÷åíèÿ â çàäà÷å ïðåäñêàçàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà [25] â 25 ðàç â ñðàâíåíèè ñ
íàèâíîé ðåàëèçàöèåé äàííîãî àëãîðèòìà íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðèâåäåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñåëåêòèâíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ðàçíîðîäíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé îáúåêòîâ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî äàííîãî àëãîðèò-
ìà ïåðåä ñóùåñòâóþùèìè àíàëîãàìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí äåëàåò äåñÿòêè èòåðàöèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà âèäåîêàðòå, ÷òî
äàëî óñêîðåíèå â 25 ðàç â ñðàâíåíèè ñ íàèâíîé ðåàëèçàöèåé òàêîãî æå àëãîðèòìà íà âèäåîêàð-
òå. Íåäîñòàòêîì äàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí òðåáóåò êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà ïàìÿòè â
çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå äàí-
íîãî àëãîðèòìà äëÿ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ íà î÷åíü áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ(÷èñëî îáúåêòîâ
N � 105).
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