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Â ðàáîòå ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ è óòî÷íÿþòñÿ ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðàõ ñòàáèëèçàöèè íåïðåðûâ-
íîãî ñêåëåòíîãî ãðàôà � êîýôôèöèåíòàõ ðåãóëÿðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè. Òàêæå ïðèâî-
äèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèàìåòðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíî-
ñòè, ÿâëÿþùåãîñÿ ìàñøòàáíûì ìíîæèòåëåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà àïïðîêñèìà-
öèè. Ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿðèçàöèè
è àïïðîêñèìàöèè íà òîïîëîãèþ ñêåëåòà è âûäâèãàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ èõ
àäåêâàòíûõ çíà÷åíèé äëÿ âûäåëåíèÿ â èñõîäíîì ñêåëåòå åãî áàçîâîãî ïîäãðàôà � óñòîé-
÷èâîãî äåñêðèïòîðà ôîðìû ôèãóðû ïðè íàëè÷èè øóìîâûõ èçìåíåíèé åå ãðàíèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíîå ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå, ñêåëåòíûé ãðàô, áàçîâûé ïîäãðàô,
ðåãóëÿðèçàöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ñêåëåòà, ìèíèìàëüíàÿ îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

Experimental study of regularization and approximation
parameters for binary images skeletons
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The article is devoted to the problem of avoiding the complexity and instability of binary
images continuous skeletons by means of the regularization and approximation coefficients.
The algorithm for computing the minimal diameter of circle circumscribed about the skeleton
is suggested. Minimal diameter is a scaled multiplier which is used for computation of the ap-
proximation coefficient. Experimental study of how the regularization and approximation pa-
rameters affect the skeleton topology has been done, and assumptions about the appropriate
values for finding the base subgraph of skeleton for the stable shape description are proposed.
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Ââåäåíèå

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ áèíàðíîãî èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêåëåòíûé ãðàô [1].
Îäíàêî íåäîñòàòêîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê øóìàì (ðèñ. 1 [2]). Òàê,
ñêåëåòíîå îïèñàíèå ÷ðåçâû÷àéíî âîñïðèèì÷èâî ê ëîêàëüíûì ñâîéñòâàì êðàÿ îáúåêòà: ñ
êàæäîé òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà êðèâèçíû ãðàíèöû ñâÿçàíà îòäåëüíàÿ âåòâü ñêåëå-
òà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äâå îáëàñòè, èìåþùèå ñõîäíóþ ôîðìó, íî ðàçíóþ èçðåçàííîñòü êðàÿ,
ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû â ñìûñëå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû èõ ñêåëåòîâ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñêåëåò ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì äåñêðèïòîðîì, êîòîðûé íåëüçÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ è ñðàâíåíèÿ ôîðì [4, 3, 5].

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîöåäóð äëÿ óïðàâëåíèÿ ñëîæíîñòüþ òîïîëîãèè ñêåëåòà: ðåãó-
ëÿðèçàöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ, ñêëåéêà. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó êîýôôèöèåíòîâ
ðåãóëÿðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè. Íàì íåèçâåñòíû ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîä-
áîðà îïòèìàëüíûõ (ðàçóìíûõ) çíà÷åíèé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èìåííî
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Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñêåëåòíîãî îïèñàíèÿ

íåóäà÷íûé âûáîð äàííûõ ïàðàìåòðîâ (èëè îòñóòñòâèå âûáîðà: íàïðèìåð, áåðóòñÿ ïàðà-
ìåòðû ïî óìîë÷àíèþ äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è) çà÷àñòóþ îòâðàùàåò ñïåöèàëèñòîâ â
îáëàñòè àíàëèçà èçîáðàæåíèé îò èñïîëüçîâàíèÿ ñêåëåòíîé ìîðôîëîãèè. Ñóòü ïàðàìåòðîâ
êðàòêî îïèñàíà íèæå.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñêåëåòà. Âûäåëåíèå â ñêåëåòå ÷àñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áàçî-
âûì ñêåëåòîì, è óäàëåíèå ðåáåð, ïîÿâëåíèå êîòîðûõ îáóñëîâëåíî øóìîâûìè ýôôåêòà-
ìè, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé ñêåëåòà. Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ñòðèæêà¿, àíãë.
pruning [2, 4, 6, 7]. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñêåëåòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñêåëå-
òà ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷íîñòüþ [5, 8]. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ãðàíèöåé èñõîäíîé ôèãóðû è ãðàíèöåé, êîòîðàÿ áóäåò ïîëó÷åíà ïîñëå óäàëåíèÿ
î÷åðåäíîãî òåðìèíàëüíîãî ðåáðà ñêåëåòà, ñðàâíèâàåòñÿ ñ çàäàííûì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿ-
ðèçàöèè. Ðåáðî ìîæåò áûòü óäàëåíî è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò ñîñòàâëÿòü áàçîâûé ñêåëåò,
åñëè ýòî ðàññòîÿíèå íå ïðåâîñõîäèò êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè. Ñèëóýò ôèãóðû, ñîîò-
âåòñòâóþùåé óñå÷åííîìó ñêåëåòó, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ
âïèñàííûõ â ôèãóðó îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè íà áàçîâîì ñêåëåòå.

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèé ñòðèæêå ìåòîä, îñíîâàííûé íà
ïîíÿòèè ðàçìåòêè ñêåëåòà [9].

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñêåëåòîâ íåëüçÿ òî÷íî âû÷èñëèòü ðàäèóñû âïèñàííûõ â ôèãóðó
îêðóæíîñòåé. Ïîýòîìó äëÿ íèõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè ðàçíîñòè
ïëîùàäåé èñõîäíîé ôèãóðû è ôèãóðû, ñîîòâåòñòâóþùåé óñå÷åííîìó ñêåëåòó, ñ êîýôôèöè-
åíòîì ðåãóëÿðèçàöèè [10]. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ îäíîé è òîé æå ôèãóðû â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ
äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñêåëåòà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè áóäåò ðàçíûì.

Â ðàáîòå [11] áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èíòåðâàëîâ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëà âåðøèí ñêåëå-
òà â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè. Íà îäíîì èç òàêèõ èíòåðâàëîâ îñòàåò-
ñÿ òîëüêî òî ìíîæåñòâî ðåáåð, êîòîðîå îáðàçóåò áàçîâûé ñêåëåò èçîáðàæåíèÿ. Çíà÷åíèå
êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè â íà÷àëå ýòîãî èíòåðâàëà àâòîð íàçûâàåò îïòèìàëüíûì.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå íå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïî îïðåäåëåíèþ ðåëåâàíòíîãî èí-
òåðâàëà ñòàáèëèçàöèè äëÿ êàæäîãî êëàññà òåñòîâîé âûáîðêè, è êîýôôèöèåíò ñòðèæêè
ïîäáèðàëñÿ âðó÷íóþ.

Àïïðîêñèìàöèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëåííîãî ðîäà çàäà÷ (íàïðèìåð, çàäà÷ ñðàâíå-
íèÿ èçîáðàæåíèé [12]) áûâàåò íåäîñòàòî÷íî âûïîëíèòü òîëüêî ðåãóëÿðèçàöèþ ñêåëåòà. Äî-
ïîëíèòåëüíûì ìåõàíèçìîì ñòàáèëèçàöèè ñêåëåòíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà àïïðîêñè-
ìàöèè ñêåëåòà. Èäåÿ ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè äëÿ äèñêðåòíûõ ñêåëåòîâ îïèñàíà â [10].
Ïîÿñíèì, ÷òî â äèñêðåòíîì ñêåëåòå âåðøèíû èìåþò ëèáî ñòåïåíü 1, ëèáî ñòåïåíü áîëüøå
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äâóõ, à ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû, ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, ò.å. áûòü ïðÿìû-
ìè è êðèâûìè ëèíèÿìè. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó ðåáðà ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû ïðÿìûìè îòðåçêàìè ëèáî îäíèì ïðÿìûì îòðåçêîì, îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè
ñòåïåíè êðèâèçíû èçíà÷àëüíîãî ðåáðà.

Â íåïðåðûâíûõ ñêåëåòàõ âåðøèíû ìîãóò èìåòü ëþáóþ ñòåïåíü, íà÷èíàÿ ñ 1. Âñå ðåáðà
íåïðåðûâíîãî ñêåëåòà óïðîùåííî áóäåì ñ÷èòàòü ïðÿìûìè. Ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå
ìåæäó ñîáîé ðåáðà (öåïî÷êà ðåáåð), âñå âåðøèíû êîòîðûõ, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ êðàéíèõ,
èìåþò ñòåïåíü 2, íàçûâàþò âåòâüþ ñêåëåòà. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó
ñêåëåòíîé âåòâè ïðÿìûì ðåáðîì íà îñíîâå îöåíêè êðèâèçíû âåòâè. Äëÿ òîãî, ÷òî èçáåæàòü
íåîäíîçíà÷íîñòè ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîãî ñêåëåòà, ïðèâåäåì ïî-
äðîáíîå îïèñàíèå.

Ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîãî ñêåëåòà èçîáðàæåí íà ðèñ. 2. Äàíà ñêåëåòíàÿ
âåòâü A,B,C,D,E. Âû÷èñëåí äèàìåòð ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé îêîëî ñêåëåòà îêðóæíî-
ñòè Dmin è çàäàíà ïîðîãîâàÿ âåëè÷èíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íåêîòîðóþ ÷àñòü îò Dmin

è èçìåíÿþùàÿñÿ â äèàïàçîíå [0. . . 1]. Íàçîâåì ýòó âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòîì àïïðîêñèìà-
öèè è îáîçíà÷èìKa. Íàõîäèì âåðøèíó âåòâè, íàèáîëåå óäàëåííóþ îò ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé
÷åðåç êîíöû öåïî÷êè A è E (âåðøèíà C). Ñðàâíèâàåì ðàññòîÿíèå CO îò âåðøèíû C äî
ïðÿìîé AE ñ âåëè÷èíîé Ka ∗Dmin (îíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò ïðÿìîé AE äî øòðèõïóíê-
òèðíîé ëèíèè íà ðèñ. 2). Åñëè ðàññòîÿíèå CO > Ka∗Dmin, òî âåðøèíà C îñòàåòñÿ â ñïèñêå
âåðøèí ñêåëåòà è äåëèò òàêèì îáðàçîì âåòâü A,B,C,D,E íà äâå âåòâè. Äàëåå ïðîöåäó-
ðà àïïðîêñèìàöèè ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷èâøèõñÿ âåòâåé. Åñëè æå ðàññòîÿíèå
CO 6 Ka ∗Dmin, òî âñÿ âåòâü çàìåíÿåòñÿ îäíèì ïðÿìûì ðåáðîì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è
E, è âñå âåðøèíû âåòâè çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâûõ óäàëÿþòñÿ èç ñêåëåòà. Òàêèì îáðàçîì
ïðîâîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ âñåõ âåòâåé ñêåëåòíîãî ãðàôà.

Îòìåòèì, ÷òî â [10] êîýôôèöèåíò àïïðîêñèìàöèè âûáèðàëñÿ ïðèáëèçèòåëüíî, àïðèîð-
íî.

Ðèñ. 2: Îïðåäåëåíèå ñòåïåíè êðèâèçíû âåòâè ïðè àïïðîêñèìàöèè ñêåëåòà

Ñêëåéêà. Èäåþ ñêëåéêè âíóòðåííèõ âåðøèí ñêåëåòà ìîæíî êðàòêî îïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: êàæäîå ðåáðî ñêåëåòà ñ íåòåðìèíàëüíûìè âåðøèíàìè, òàêîå, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè äîñòàòî÷íî ìàëî, ñ÷èòàåòñÿ ñâÿçóþùèì è çàìåíÿåòñÿ îäíîé âíóòðåí-
íåé âåðøèíîé � óçëîì. Ïîëîæåíèå íîâîãî óçëà ðàñ÷èòûâàþò òàê, ÷òî âîññòàíîâëåííûé ïî
ïîëó÷åííîìó ñêåëåòó ñèëóýò îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé ôèãóðû íå áîëåå ÷åì íà çàäàííóþ âå-
ëè÷èíó � ïàðàìåòð ñòàáèëèçàöèè ñêåëåòà [13], êîòîðûé â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàòüñÿ
íå áóäåò.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ñêåëåòà äëÿ áèíàðíîãî èçîáðàæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à äàííîé ðàáîòû � ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè íà òîïîëîãèþ ñêåëåòà è âûðàáîòêà ðåêî-
ìåíäàöèé ïî îïðåäåëåíèþ àäåêâàòíûõ çíà÷åíèé.
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Ðèñ. 3: Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå (à), åãî ñêåëåò (á), ñêåëåò ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè (â), ðåãóëÿ-
ðèçèðîâàííûé ñêåëåò ïîñëå àïïðîêñèìàöèè (ã)

Äèàìåòð ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè
êàê ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü â çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, êîýôôèöèåíò àïïðîêñèìàöèè çàäàåò, êàêóþ âåëè÷èíó îòíîñè-
òåëüíî äèàìåòðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè Dmin âçÿòü â êà÷å-
ñòâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè ñòåïåíè èçãèáà âåòâè. Ìèíèìàëüíàÿ îïèñàí-
íàÿ âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòü (òàêæå èçâåñòíàÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ ïîêðûâàþùàÿ îêðóæ-
íîñòü) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà, ñîäåðæàùóþ âñå âåðøè-
íû çàäàííîãî èñõîäíîãî ìíîæåñòâà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå [14]. Âû÷èñëåíèå äèàìåò-
ðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé,
íåêîòîðûå èç èçâåñòíûõ ðåøåíèé êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû äàëåå.

1. Ìåòîä îãðàíè÷èâàþùåé ñôåðû Ðèòòåðà. Åãî èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âåðøèíà x èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà P è íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò
íåå âåðøèíà y. Çàòåì íàõîäèòñÿ íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò âåðøèíû y âåðøèíà z, è îò-
ðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè âåðøèíû, îáúÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì èñêîìûì äèàìåòðîì ñôå-
ðû ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå äàííîãî îòðåçêà. Äàëåå, åñëè íåò âåðøèíû p, ëåæàùåé âíå
îãðàíè÷èâàþùåé ñôåðû, ñôåðà íà òåêóùåì øàãå ïðèíèìàåòñÿ çà èñêîìóþ. Èíà÷å îíà
ðàñøèðÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îõâàòèòü ñôåðó íà ïðåäûäóùåì øàãå è âåðøèíó p. Ïðîöåññ
ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé âåðøèíû ñíàðóæè ñôåðû. Ñëîæíîñòü äàí-
íîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò O(nd) (ãäå n � ÷èñëî èñõîäíûõ âåðøèí, d � ÷èñëî èçìåðåíèé),
÷òî äîâîëüíî ýôôåêòèâíî. Íî â òî æå âðåìÿ, ìåòîä äàåò íà 5%~20% áîëüøåå çíà÷åíèå
îòíîñèòåëüíî îïòèìóìà [15].

2. Ìåòîä ñêà÷óùåãî ïóçûðÿ. Ïðè îáíàðóæåíèè î÷åðåäíîé âåðøèíû p âíå îãðàíè÷èâàþ-
ùåé ñôåðû (ïóçûðÿ) öåíòð ñôåðû ñäâèãàåòñÿ â íàïðàâëåíèè p è îäíîâðåìåííî óâåëè-
÷èâàåòñÿ ðàäèóñ r. Ïðè÷åì ðîñò r îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü
âîçìîæíîñòü ïðåâûøåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñëîæíîñòü äàííîãî ìåòîäà ñîñòàâ-
ëÿåò O(nd) + O(d/ε2) (ãäå n � ÷èñëî èñõîäíûõ âåðøèí, d � ÷èñëî èçìåðåíèé, ε �
òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà), ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûñîêîòî÷íûé ðåçóëüòàò.
Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò äàííîãî àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ çà O(nd) è äàåò íà 1%~2%
áîëüøåå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíî îïòèìóìà [16].
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Íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü âòîðîãî èç îïèñàííûõ ïîäõîäîâ, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè
èìååòñÿ ìàëî èíôîðìàöèè êàñàòåëüíî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Ïîýòîìó äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ äèàìåòðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè
ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:

1. Çàìåíà çíà÷åíèÿ äèàìåòðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè Dmin

çíà÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ íàèáîëåå óäàëåííûìè âåðøèíàìè ãðàôà dmax. Íàè-
áîëåå óäàëåííûå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà ïî âñåì âåðøèíàì ñ èñêëþ÷å-
íèåì ïðîñìîòðåííûõ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Ñëîæíîñòü ìåòîäà � O(n2). Î÷å-
âèäíî, ÷òî äèàìåòð îêðóæíîñòè Dmin âñåãäà áóäåò áîëüøå ëèáî ðàâåí dmax, ïîñêîëüêó
ëþáîå ðàññòîÿíèå âíóòðè îêðóæíîñòè ìåíüøå èëè ðàâíî åå äèàìåòðó. Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì ýòî ðèñ. 4, ãäå ïîêàçàí ñêåëåòíûé ãðàô ñ âåðøèíàìè A,B,C,D,E. Ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå dmax ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà A è D, îòìå÷åííîå êðàñíûì øòðèõïóíêòè-
ðîì, ìåíüøå äèàìåòðà Dmin, îáîçíà÷åííîãî ñèíèì ïóíêòèðîì. Åñëè áû â ãðàôå ñóùå-
ñòâîâàëà âåðøèíà A′, òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå dmax áûëî áû ðàâíî Dmin.

Ðèñ. 4: Èëëþñòðàöèÿ ðàçëè÷èÿ âåëè÷èí ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæ-
íîñòè Dmin è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ íàèáîëåå óäàëåííûìè âåðøèíàìè ãðàôà dmax

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìåòîä äàåò íåêîòîðóþ ïîãðåøíîñòü ïðè îïðåäåëåíèè ìàñøòàáà
ôèãóðû, à òàêæå ìåíåå ýôôåêòèâåí, íî ïðîñò â ðåàëèçàöèè è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
êàê âðåìåííàÿ çàìåíà äðóãèì ìåòîäàì.

2. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âî-
êðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè Dmin. Èäåÿ âû÷èñëåíèÿ äèàìåòðà ïî äàííîìó ìåòîäó: íàõî-
äèòñÿ âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè ñêåëåòà, ïîñëå ÷åãî èòåðàöèîí-
íî âû÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îïèñûâàåìîé îêðóæíîñòè, ïîêà íå áóäåò
äîñòèãíóòà íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ òî÷íîñòü ε.
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèàìåòðà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

(à) Ïî ìåòîäó Äæàðâèñà [17] îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí Vhull ñêåëåòà, îá-
ðàçóþùèõ âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîãîóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî âñå âåðøèíû V ýòîãî
ñêåëåòà, à èìåííî:
i. Ïðîõîäîì ïî âñåì âåðøèíàì îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð ëåâîé íèæíåé âåðøèíû v1

ìíîæåñòâà V .
ii. v1 áåðåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû, äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî Vhull è

èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà V .
iii. Òåêóùåé âåðøèíîé vc óñòàíàâëèâàåòñÿ v1.
iv. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé âåðøèíû vn âûáèðàåòñÿ âåðøèíà, íå âõîäÿùàÿ â îáîëî÷-

êó.
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v. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîõîä ïî îñòàâøèìñÿ âåðøèíàì vi ìíîæåñòâà V: âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå mps âåêòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà âåðøèíàõ
v è vn, à òàêæå íà v è vi. Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çíàê ïñåâ-
äîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò îòñëåäèòü, ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöà-
òåëüíûé óãîë ñîñòàâëÿþò äðóã ñ äðóãîì âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå åñëè
çàäàíû 2 âåêòîðà a = (a1, a2) è b = (b1, b2), èõ ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ðàâíî îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû

( a1 a2
b1 b2

)
. Êîãäà mps ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå èëè ðàâíî

0, âåðøèíîé vn óñòàíàâëèâàåòñÿ vi.
vi. Âåðøèíà vn äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî Vhull è èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà V .
vii. Òåêóùåé âåðøèíîé vc óñòàíàâëèâàåòñÿ vn.
viii. Åñëè vc � ýòî v1, òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Vhull ñ n âåðøèíàìè íàéäåíà, èíà÷å

ïåðåõîä íà øàã iv.
(á) Åñëè îáîëî÷êà ñîñòîèò èç 1 âåðøèíû, òî äèàìåòð ðàâåí 0.
(â) Èíà÷å âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ âåðøèíà vsa îáîëî÷êè Vhull è ïåðåáîðîì ñ âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòüþ O(n) îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî óäàëåííàÿ îò íåå âåðøèíà vsb.
(ã) Àíàëîãè÷íûì ïåðåáîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî óäàëåííàÿ îò vsb âåðøèíà vsc

è íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó vsb è vsc � dmax.
(ä) Öåíòðîì p0 èñêîìîé îêðóæíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî

vsb è vsc.
(å) Íà÷àëüíûé øàã step óñòàíàâëèâàåòñÿ 0, 2 ∗ dmax.
(æ) Ïåðåáîðîì ñðåäè âåðøèí îáîëî÷êè Vhull íàõîäèòñÿ âåðøèíà plmax 0, íàèáîëåå óäà-

ëåííàÿ îò p0, à ðàññòîÿíèå äî íåå ñòàíîâèòñÿ òåêóùèì ðàäèóñîì èñêîìîé îêðóæíî-
ñòè r0.

(ç) Äàëåå êîîðäèíàòû öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå: pi+1 =
= pi + v ∗ (step/||v||), ãäå pi � òåêóùèé íàéäåííûé öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè, v �
âåêòîð ñ íà÷àëîì â âåðøèíå pi è êîíöîì â íàèáîëåå óäàëåííîé îò íåå âåðøèíå plmaxi.
Òàêèì îáðàçîì, pi ñäâèãàåòñÿ â íàïðàâëåíèè âåðøèíû plmaxi íà ðàññòîÿíèå step.

(è) Ïåðåáîðîì ñðåäè âåðøèí îáîëî÷êè Vhull íàõîäèòñÿ âåðøèíà plmax(i+1), íàèáîëåå óäà-
ëåííàÿ îò pi+1, è ðàññòîÿíèå äî íåå ri+1.

(ê) Åñëè ri+1 > ri, òî øàã step óìåíüøàåòñÿ â 2 ðàçà.
(ë) Åñëè step < ε, òî ri+1∗2 � èñêîìûé ìèíèìàëüíûé äèàìåòð, à pi+1 � èñêîìûé öåíòð

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, èíà÷å ïåðåõîä ê ï. (ç).
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü äàííîãî ìåòîäà O(nd/ε) ïðè ðàññìîòðåíèè âñåõ âåðøèí
ñêåëåòà è O(hn) +O(hd/ε) � ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà Äæàðâèñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êè Vhull (ãäå n� ÷èñëî èñõîäíûõ âåðøèí, h� ÷èñëî âåðøèí â îáîëî÷êå
è h << n, d � ÷èñëî èçìåðåíèé, ε � òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà).

3. Ìåòîä îïèñàíèÿ äàííûõ îïîðíûìè âåêòîðàìè (Support Vector Data Description �
SVDD) ñ ëèíåéíûì êåðíåëîì [18] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ãèïåðñôåðó (íà ïëîñêîñòè �
îêðóæíîñòü) âîêðóã îáúåêòîâ (âåðøèí ñêåëåòà). Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü O(n3).
Âòîðîé è, îñîáåííî, òðåòèé ìåòîäû áîëåå òðóäîåìêè, ÷åì ïåðâûé, íî äàþò áîëåå òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ äèàìåòðà ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé âîêðóã ñêåëåòà îêðóæíîñòè, ïðè ýòîì
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðåäñòàâëÿåò êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ ðå-
çóëüòàòà è ñêîðîñòüþ âûïîëíåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåò-
íîãî ãðàôà îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè ñòðîèëèñü ãðàôèêè äëÿ ñêåëåòîâ
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èçîáðàæåíèé ðàçíûõ êëàññîâ. Âàðüèðóåìûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè ìå-
íÿëèñü â èíòåðâàëå îò 1 äî 100 ñ øàãîì 1. Âûáîð âåðõíåãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî äëÿ èçîáðàæåíèé ñ ðàçðåøåíèåì 600×800 åâêëèäîâî
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìûì çíà÷èòåëüíûì øóìîâûì âûáðîñîì íà ãðàíèöå ôèãóðû è íåçà-
øóìëåííîé ãðàíèöåé íå áóäåò ïðåâûøàòü 100.

Èçîáðàæåíèÿ äâóõ êëàññîâ ôèãóð, âçÿòûõ äëÿ ïðèìåðà, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Èçîáðàæåíèÿ äâóõ êëàññîâ ôèãóð äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïàðàìåòðàìè
ðåãóëÿðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè

Íà ðèñ. 6 ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåòíîãî ãðàôà îò çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè (îí îòâå÷àåò çà óäàëåíèå øóìîâûõ âåðøèí èç ñêåëåòà).
×èñëà â ¾ëåãåíäå¿ äèàãðàììû ïîêàçûâàþò çíà÷åíèå èññëåäóåìîé âåëè÷èíû (êîëè÷åñòâî
ðåáåð) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ ïðè êîýôôèöèåíòå ðåãóëÿðèçàöèè, ðàâíîì 100.
Ðèñóíîê äåìîíñòðèðóåò, ÷òî âèä ãðàôèêîâ äëÿ èçîáðàæåíèé îäíîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêè
îäèíàêîâ è ãðàôèêè èçîáðàæåíèé îäíîãî êëàññà ðàñïîëàãàþòñÿ áëèæå äðóã ê äðóãó, ÷åì
ãðàôèêè äðóãîãî. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äàííîå íàáëþäåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ
êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì õîðîøî îòäåëèìûõ äðóã îò äðóãà
êëàññîâ. Òàêæå íà ðèñóíêå íàáëþäàþòñÿ èíòåðâàëû ñòàáèëèçàöèè ÷èñëà ðåáåð, õàðàêòåð-
íûå äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ.

Ïðî ïîâåäåíèå ãðàôèêîâ â îáùåì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè ïîêàçûâàþò ñòðåìèòåëüíîå
óìåíüøåíèå ÷èñëà ðåáåð ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðè äàëüíåéøåì
åãî óâåëè÷åíèè èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà óæå íå ñòîëü ñóùåñòâåííî.

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè îò ìàñ-
øòàáà èçîáðàæåíèÿ (âåëè÷èíû äèàìåòðà îïèñàííîé îêîëî ñêåëåòà îêðóæíîñòè). Íàáëþäå-
íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îäèíàêîâûõ èçîáðàæåíèé ðàçíîé âåëè÷èíû çíà÷åíèå àäåêâàòíîãî
êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè ïðîïîðöèîíàëüíî ìàñøòàáó èçîáðàæåíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ëîãè÷íûì, èñõîäÿ èç ñìûñëà êîýôôèöèåíòà. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññèôèêà-
öèè èçîáðàæåíèé áóäåò ðàçóìíî ïðåäâàðèòåëüíî ìàñøòàáèðîâàòü âñå ñêåëåòû èçîáðàæå-
íèé, êîòîðûå íàäî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé, ïðèâîäÿ äèàìåòðû ìèíèìàëüíûõ îïèñàííûõ
îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé ê íåêîòîðîé âçÿòîé çà åäèíèöó âåëè÷èíå èëè ê çíà÷åíèþ äèàìåòðà
ìèíèìàëüíîé îïèñàííîé îêîëî ñêåëåòà îêðóæíîñòè îäíîãî èç èçîáðàæåíèé.

Ïàðàìåòð àïïðîêñèìàöèè. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ÷èñëà
ðåáåð ñêåëåòíîãî ãðàôà îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àïïðîêñèìàöèè. Â ¾ëåãåíäå¿ äèàãðàì-
ìû ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ èññëåäóåìîé âåëè÷èíû (êîëè÷åñòâî ðåáåð) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàôèêîâ ïðè êîýôôèöèåíòå àïïðîêñèìàöèè, ðàâíîì 0, 03. Âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð â
ñêåëåòå ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòàíîâèòñÿ ïî-
ñòîÿííûì. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî è çäåñü ãðàôèêè äëÿ èçîáðàæåíèé îäíîãî êëàññà
èçìåíÿþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâî.
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Ðèñ. 6: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåòíîãî ãðàôà îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè

Ðèñ. 7: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåòíîãî ãðàôà îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà àï-
ïðîêñèìàöèè

Ñîâìåñòíûé àíàëèç ïàðàìåòðîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà ðåáåð
îò äâóõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè èõ îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè áûë ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå íàáëþäàòü ðåçóëüòàò ñòà-
áèëèçàöèè ñêåëåòà ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ àïïðîêñèìàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè (ðèñ. 8).



Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñêåëåòíûõ ãðàôîâ 825

Ðèñ. 8: Èíòåðôåéñ ìîäóëÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàáè-
ëèçàöèè ñêåëåòà

Äëÿ òåñòîâîãî èçîáðàæåíèÿ áûë ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåòíîãî
ãðàôà îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè (ðèñ. 9). Íàøè íàáëþ-
äåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ïî èõ ñêåëåòíûì ãðàôàì ïðåä-
ïî÷òèòåëüíî âûáèðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð,
äîñòàòî÷íîå äëÿ ñòàáèëüíîãî îïèñàíèÿ ñêåëåòà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåìó ¾ïëàòî¿
íà ïðîôèëå èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà ðåáåð. Èç ãðàôèêà õîðîøî âèäíî, ÷òî îäíî è òî æå
÷èñëî ðåáåð îáåñïå÷èâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèì äèàïàçîíîì âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü, ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â [11], èíòåðâàëîì ñòàáèëèçàöèè. Èç
âñåãî èíòåðâàëà ìû ðåêîìåíäóåì âûáèðàòü íàèìåíüøèå ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Ðèñ. 9: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà ðåáåð ñêåëåòíîãî ãðàôà îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
àïïðîêñèìàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè



826 Î.À. Êóøíèð, Î.Ñ. Ñåðåäèí, À.Â. Ñòåïàíîâ

Âûâîäû

Â ðàáîòå ñäåëàíû ïåðâûå øàãè ê òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ è âûðàáîòêå àëãîðèòìà
ïî îïðåäåëåíèþ àäåêâàòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè ñêå-
ëåòíûõ ãðàôîâ áèíàðíûõ èçîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîëíîñòüþ
àâòîìàòè÷åñêóþ âåðñèþ àëãîðèòìà è ïðèìåíèòü åå äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå
ïàðíîãî âûðàâíèâàíèÿ öåïî÷åê ñêåëåòíûõ ïðèìèòèâîâ [12]. Êðîìå òîãî, â ïðîñòåéøèõ çà-
äà÷àõ ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì êëàññîâ, õîðîøî îòëè÷àþùèõñÿ ïî ñëîæíîñòè ñêåëåòà,
ñàìè ïîäîáðàííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò èãðàòü ðîëü äåñêðèïòîðîâ.
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