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В работе исследована задача об устойчивости вероятностных способов сравнения ги-
стограмм относительно их искажений. Под сравнением понимается отношение полного
предпорядка на множестве всех гистограмм, согласованное с условием упорядоченности
аргументов гистограмм по возрастанию их важности. Под искажением понимаются интер-
вальные поточечные изменения. Найдены необходимые и достаточные условия на уровень
искажений гистограмм, при которых сравнение двух гистограмм не изменяется. Иссле-
дование проведено для трех популярных вероятностных методов сравнения: с помощью
математического ожидания, с помощью стохастического доминирования, с помощью сто-
хастического предшествования. Доказанные утверждения проиллюстрированы исследова-
ниями устойчивости сравнений гистограмм результатов ЕГЭ абитуриентов, поступивших
в вузы.
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This paper is devoted to study of stability of comparison of histograms with help of different
probability methods.

Background: The comparison of histograms is necessary in many applied problems of data
processing. In this paper, the comparison of type “more–less” is considered. But the histograms
may be distorted. The nature of these distortions can be different. Then, it is a problem to
find the conditions on distortions under which the comparison of the two histograms is not
changed.

Methods: There are many approaches to comparison of histograms. In this paper, the three
popular probabilistic methods of comparison of histograms are considered: comparison of
mathematical expectations, comparison with help of principle of stochastic dominance, and
comparison with the help of stochastic precedence. In this paper, the interval distortions of
histograms is considered.

Results: The necessary and sufficient conditions of preservation for comparison of distorted
histograms are found with respect to different probability indices of comparison. The descrip-
tion of set of admissible distortions preserving the comparison of two histograms is found. The
characteristics of stability of histograms to distortion are introduced. These characteristics
are calculated for histograms of USE (Unified State Exam) of applicants admitted in 2012 in
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Russian universities. It is shown that the stability of comparison of histograms to distortion
cannot correspond to the values of difference index of comparison (margin).
Concluding Remarks: The found conditions invariability of comparing histograms can be
used to estimate the reliability of results of different rankings, data processing, etc. in terms
of different types of uncertainty: stochastic uncertainty, the uncertainty associated with the
distortion of the data in filling data gaps, etc.

Keywords: comparison of histograms; distortions of histograms; stability of comparison

Введение

Проблема сравнения гистограмм возникает при решении многих прикладных задач
анализа данных. Под сравнением в данном случае будем понимать определение на множе-
стве гистограмм вида U = (xi, ui)i∈I , xi < xi+1, i ∈ I, отношения типа «больше-меньше».
Примерами таких задач являются: сравнение результатов различных опытов (см., на-
пример, [6]), сравнение показателей функционирования каких-либо однородных (органи-
зационных, технических и пр.) систем [2], принятие решений в условиях нечеткостной
неопределенности [17], моделирование нечетких предпочтений [5], сравнение распреде-
лений доходов в рамках социально-экономического анализа [1], [7], [3], ранжирование
учащихся по результатам-гистограммам их оценок [19], [11] и т.д.

Для решения задач сравнения гистограмм применяются различные подходы. Одним
из наиболее популярных является вероятностный подход, в котором сравниваются неко-
торые числовые характеристики случайных величин, связанных со сравниваемой парой
гистограмм. Другой подход основан на применении методов ранжирования распределений
доходов в теории коллективного выбора [7]. В этом случае сравниваются гистограммы
доходов вида U = (i, ui)

nU

i=1 = (ui)
nU

i=1, где u1 6 u2 6 ... 6 unU
с помощью функций благо-

состояния W (U), удовлетворяющих условиям симметричности, монотонности, вогнутости
и др. Если размерности векторов-гистограмм одинаковы, то указанный подход равносилен
ранжированию упорядоченных по возрастанию векторов. В этом случае можно исполь-
зовать, например, методы теории важности критериев [9], методы некомпенсаторного
выбора [23] и др.

Третий подход к ранжированию гистограмм связан с применением инструментария
сравнения нечетких чисел. В этом случае каждой гистограмме U = (xi, ui)i∈I можно по-
ставить в соответствие нечеткое множество или, в частном случае, нечеткое число [12] с
функцией принадлежности U = (ui)i∈I , определенной на универсальном множестве X =
= (xi)i∈I . После чего можно использовать методы сравнения нечетких чисел [20], [14], [8].
Обзор и анализ основных подходов сравнения гистограмм дан в [11].

При сравнении гистограмм необходимо учитывать, что сами гистограммы могут быть
заданы с той или иной степенью неточности. Характер этих неточностей может быть раз-
личным. Например, при сравнении гистограмм как результатов опытов неточность может
носить вероятностный характер. А при сравнении распределений доходов в теории кол-
лективного выбора неточность может быть результатом намеренного искажения данных.
В ходе выборных кампаний обсуждается анализ (в том числе и сравнение) гистограмм
распределений избирательных участков или голосов избирателей по явке и по процентам
голосования за различных кандидатов (партии). Такие гистограммы также могут быть
искажены, и в том числе в результате фальсификаций или, в более общем случае, в ре-
зультате манипулирования данными. Еще один часто встречающийся тип искажений –
заполнение пробелов в данных.
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Во всех этих и других ситуациях возникает задача определения, может ли данное ис-
кажение гистограмм изменить их сравнение определенным методом на противоположное.
Или, для каких искажений результат сравнения не изменится?

Цель данной работы получить ответы на эти вопросы. В работе будет проанализирова-
на устойчивость к искажениям некоторых наиболее популярных вероятностных методов
сравнения гистограмм. Некоторые результаты этой работы были анонсированы в [21].

Основные определения и обозначения

Под гистограммой в этой работе будем понимать пару двух упорядоченных наборов
чисел U = (xi, ui)i∈I , где (xi)i∈I – упорядоченный по возрастанию вектор различных ар-
гументов гистограммы (т.е. xi < xi+1, i ∈ I), (ui)i∈I – вектор неотрицательных значений
гистограммы, I – некоторое индексное множество.

На множестве гистограмм U = {U} необходимо построить отношение полного предпо-
рядка (рефлексивного, полного и транзитивного отношения) R. Если гистограммы U и V
находятся в отношении R (т.е. (U, V ) ∈ R)), то будем обозначать это так: U < V и гово-
рить, что «U больше V ». Если же U < V и V < U , то будем называть эти гистограммы
«равными» и обозначать это так: U ∼ V .

Будем также предполагать, что отношение R должно быть согласовано с условием
упорядоченности аргументов гистограмм по возрастанию их важности. Под согласован-
ностью будем понимать следующее условие: если U ′ = (xi, u

′
i), U

′′ = (xi, u
′′
i ) две такие

гистограммы, что u′i = u′′i для всех i 6= k, l и u′l − u′′l = u′′k − u′k > 0, то U ′′ < U ′ при k > l и
U ′ < U ′′ при k < l.

Без ограничения общности можно считать, что сравниваемые гистограммы «выровне-
ны по числу столбцов», т.е. если U = (xUi , ui)i∈IU и V = (xVi , ui)i∈IV две гистограммы,
то IU = IV и {xUi }i∈I = {xVi }i∈I . Действительно, для выравнивания гистограмм надо
объединить множества аргументов гистограмм XU = {xUi }i∈IU и XV = {xVi }i∈IV : X =
= X(U) ∪X(V ) = {xi} и применить какую-либо процедуру заполнения пробелов в данных.
Например, можно использовать следующее правило: ũi = uk, если xUk 6 xi < xUk+1. В ре-
зультате вместо гистограмм U и V мы получим две новые гистограммы U = (xi, ũi)i∈I =
= (ũi)i∈I и V = (xi, ṽi)i∈I = (ṽi)i∈I .

Таким образом, ниже будем считать, что все гистограммы имеют вид U = (xi, ui)i∈I =
= (ui)i∈I .

Вероятностные индексы парного сравнения

Пусть U = (xi, ui)i∈I и V = (xj , vj)j∈I – две гистограммы, ui > 0, vj > 0 для всех i, j ∈ I,
I – некоторое индексное множество.

Рассмотрим некоторый числовой индекс r(U, V ) парного сравнения гистограмм U и V
на U2, от которого потребуем только, чтобы он был согласован с условием упорядоченности
аргументов гистограмм по возрастанию их важности: если U = (xi, ui), V = (xi, vi) две
такие гистограммы, что ui = vi для всех i 6= k, l и ul − vl = vk − uk > 0, то r(U, V ) > 0 при
k > l и r(U, V ) 6 0 при k < l. Отсюда, в частности, следует, что r(U, U) = 0.

Если r(U, V ) можно задать с помощью некоторой функции F (U) как r(U, V ) = F (U)−
− F (V ), то введенное с помощью такого индекса r(U, V ) отношение U < V ⇔ r(U, V ) >
r(V, U) ⇔ ∆r(U, V ) = r(U, V ) − r(V, U) > 0 будет отношением полного предпорядка. В
общем случае знак разностного индекса сравнения ∆r(U, V ) = r(U, V ) − r(V, U) может
и не задавать транзитивное отношение.
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Приведем примеры индексов парного сравнения гистограмм – вероятностных распре-
делений. В этом случае считаем, что U = (xi, ui)i∈I и V = (xj , vj)j∈I – случайные ве-
личины, принимающие значения из множества {xi}i∈I с вероятностями {ui}i∈I и (vj)j∈I
соответственно,

∑

i∈I ui = 1,
∑

i∈I vi = 1.
1. Cравнение по среднему значению: U < V , если E[U ] > E[V ] . Обобщением этого

способа является: U < V , если E[f(U)] > E[f(V )], где f – некоторая функция (функция
полезности). Для того чтобы индекс сравнения принимал значения из промежутка [0,1],
нормируем его: E0[U ] =

1
∆x

(E[U ]− xmin), где ∆x = xmax−xmin. Заметим, что E0[U ] = E[U0],
где U0 = (x0i , ui)i∈I , x

0
i =

1
∆x

(xi − xmin) ∈ [0, 1] для всех i ∈ I. Соответствующий разностный
индекс сравнения будем обозначать через ∆E(U, V ) = E0[U ]− E0[V ] = 1

∆x
(E[U ]− E[V ]).

2. Стохастическое доминирование: U < V , если FU (x) 6 FV (x) для всех x ∈ R, где
FU(x) =

∑

i:xi<x ui – функция распределения случайной величины U . Противоположное
неравенство к сравнению объясняется необходимостью соответствия условию согласова-
ния сравнения с упорядоченностью аргументов гистограмм по возрастанию их важности.
Это принцип стохастического доминирования 1-го порядка, который используется, напри-
мер, в теории риска [13], [18]. Подход, основанный на применении принципа стохасти-
ческого доминирования к широко используемым в микроэкономике кривым спроса, был
реализован в работе [19] для сравнения образовательных программ по результатам ЕГЭ
зачисленных студентов.

Соответствующий разностный индекс сравнения будем обозначать через ∆F (U, V ) =
= inf

x
(FU(x)− FV (x)). Заметим, что если U = (xi, ui)

n
i=1 и V = (xj , vj)

n
j=1 – две случайные

величины, то FU(x) − FV (x) = 0 для всех x 6 x1 или x > xn. Поскольку нас интересует
свойство сохранения знака (точнее, неотрицательности) разности FU (x)−FV (x), то вместо
разностного индекса сравнения ∆F (U, V ) = inf

x
(FU(x)− FV (x)) будем рассматривать ин-

декс inf
x∈(x1,xn]

(FU(x)− FV (x)), который также будем обозначать через ∆F (U, V ). Заметим,

что индекс ∆F (U, V ) определен не на всем множестве U2.
3. Стохастическое предшествование (stochastic precedence): U < V , если

P{U > V } > P{U 6 V } (распределение V предшествует распределению U). Некото-
рые свойства стохастического предшествования можно найти в [15], [10]. Такой способ
сравнения использовался, например, в [22]. Если считать, что случайные величины U =
= (xi, ui)i∈I и V = (xj, vj)j∈I независимы, то

P{U > V } =
∑

(i,j):xi>xj

uivj.

Соответствующий разностный индекс сравнения будем обозначать через ∆P (U, V ) =
P{U > V } − P{U 6 V }.

Заметим, что неравенство ∆P (U, V ) > 0 не задает транзитивное отношение, как видно
из следующего примера. Однако, как показывает численное моделирование, вероятность
появления нетранзитивной тройки гистограмм при равномерной их генерации очень мала.

Пример 1. Пусть U = (ui)
4
i=1, u1 = 0.23, u2 = 0.72, u3 = 0.04, u4 = 0.01; V = (vi)

4
i=1,

v1 = 0.62, v2 = 0.01, v3 = 0.12, v4 = 0.25; W = (wi)
4
i=1, w1 = 0.45, w2 = 0.2, w3 = 0.3,

w4 = 0.05. Тогда ∆P (U, V ) = 0.064 > 0, ∆P (V,W ) = 0.051 > 0, но ∆P (U,W ) = −0.028 < 0.

В литературе рассматриваются и другие вероятностные индексы сравнения. Так, в [4]

рассматривался следующий индекс включения ψβ: ψβ{U ⊆ V } = PU

{

(V )β|(U)β

}

, (U)β =

= {x : FU(x) < β}. Тогда U < V , если ψβ{U ⊆ V } > ψβ{V ⊆ U}. Если FU(x) > FV (x) для
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всех x ∈ R, то ψβ{U ⊆ V } = 1 для любого β ∈ [0, 1] и U < V . Таким образом, с помощью
индекса включения обобщалось понятие стохастического доминирования.

Искажения гистограмм

Предположим, что вместо сравниваемых гистограмм U = (xi, ui)i∈I и V = (xj , vj)j∈I
мы имеем две «близкие» к ним гистограммы Ũ = (xi, ũi)i∈I и Ṽ = (xj , ṽj)j∈I . Причины
искажения гистограмм могут быть различными. Это может быть умышленное манипу-
лирование данными, из которых формируются гистограммы. Это может быть результат
действия случайных факторов. Это может быть результат применения процедур обработ-
ки гистограмм (сглаживания, приведения к унимодальному виду и пр.). Поэтому и само
описание неопределенности гистограммы может быть разным. Например, эта неопреде-
ленность может иметь интервальный характер, может быть стохастическим процессом,
может иметь нечеткостный характер и т.д.

Ниже рассмотрим интервальное искажение гистограмм. Выбор такого типа искажений
обусловлен, как относительной простотой анализа гистограмм, подвергнутых интерваль-
ному искажению, так и возможностью «огрубления» других типов искажений (вероят-
ностных, нечеткостных и др.) до интервальных. Пусть U = (xi, ui)i∈I – «идеальная» ги-
стограмма, а Ũ = (xi, ũi)i∈I – ее интервальное искажение: ũi = ui+hi, i ∈ I, где

∑

i∈I hi = 0
и |hi| 6 αui, i ∈ I где α ∈ [0, 1]. Величина α характеризует порог искажения в том смысле,
что изменение i-го столбика гистограммы не может больше 100·α%. Будем называть такое
искажение α -искажением. Обозначим через Nα(U) класс всех α -искажений гистограммы
U = (xi, ui)i∈I , т.е.

Nα(U) =
{

H = (hi)i∈I :
∑

i∈I
hi = 0, |hi| 6 αui, i ∈ I

}

. (1)

Предположим, что ∆r(U, V ) > 0. Основной вопрос, который исследуется в этой статье:
в каком случае ∆r(Ũ , Ṽ ) > 0 для любых H ∈ Nα(U) и G ∈ Nβ(V )? Другими словами, в
каком случае сравнение искаженных гистограмм не изменится после α -искажения гисто-
граммы U = (xi, ui)i∈I и β -искажения гистограммы V = (xj , vj)j∈I?

Получим необходимые и достаточные условия сохранения сравнения в случае описан-
ного интервального искажения для разных типов сравнений.

Условия сохранения сравнения гистограмм

Условия сохранения сравнения гистограмм относительно индекса ∆E

Для гистограммы U = (xi, ui)i∈I рассмотрим величину

EU = sup
{

∑

i∈I
x0ihi : (hi)i∈I ∈ N1(U)

}

, (2)

где N1(U) – множество вида (1) с α = 1, x0i = 1
∆x

(xi − xmin) для всех i ∈ I. Отметим
следующие свойства величины EU .

Лемма 1. Справедлива оценка 0 6 EU 6 min {E0[U ], 0.5}, причем неравенства являются
точными.

Доказательство. Имеем EU = sup
{
∑

i∈I x
0
ihi : (hi)i∈I ∈ N1(U)

}

>
∑

i∈I x
0
i · 0 = 0, так как

(0)i∈I ∈ N1(U). Неравенство EU > 0 является точным, поскольку EU = 0, например, для
гистограммы с ui = 0 для всех i 6= i0 и ui0 = 1. С другой стороны,

∑

i∈I x
0
ihi 6

∑

i∈I x
0
iui =

= E0[U ]. Поэтому EU 6 E0[U ] и это неравенство является точным, поскольку равенство
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EU = E0[U ] достигается, например, для гистограммы U = (xi, ui)
n
i=1 с u1 = un = 0.5, ui = 0

для всех i 6= 1, n. Покажем, что EU 6 0.5. Имеем

∑

i

x0ihi =
∑

i: hi>0

x0ihi +
∑

i: hi60

x0ihi 6 max
i: hi>0

x0i ·
∑

i: hi>0

hi + min
i: hi60

x0i ·
∑

i: hi60

hi.

Так как
∑

i: hi>0 hi = −
∑

i: hi60 hi, то

∑

i

x0ihi 6

(

max
i: hi>0

x0i − min
i: hi60

x0i

)

·
∑

i: hi>0

hi 6
∑

i: hi>0

hi.

Оценим величину A =
∑

i: hi>0 hi. Пусть B =
∑

i: hi>0 ui. Тогда B ∈ [0, 1] и, с одной
стороны, A 6 B. С другой стороны, A =

∑

i: hi>0 hi = −
∑

i: hi60 hi 6
∑

i: hi60 ui = 1 − B.
Поэтому, A 6 min{B, 1−B} 6 0.5. Таким образом,

∑

i∈I x
0
ihi 6 0.5 и, следовательно, EU 6

0.5. Это неравенство также является точным и достигается, например, для гистограммы
U = (xi, ui)

n
i=1 с u1 = un = 0.5, ui = 0 для всех i 6= 1, n. �

Лемма 2. Для гистограммы U = (xi, ui)
n
i=1 верно равенство

EU =
n

∑

s=s0

x0susas −

s0−1
∑

s=1

x0susbs,

где 1 > an > ... > as0 > 0, 1 > b1 > ... > bs0−1 > 0,
∑n

s=s0
usas =

∑s0−1
s=1 usbs, а индекс s0

удовлетворяет неравенству s0 − 1 < mU 6 s0, mU – медиана распределения U .

Доказательство очевидно.

Утверждение 1. Пусть Ũ = (xi, ui + hi)i∈I , Ṽ = (xj, vj + gj)i∈I – α - и β -искажения
гистограмм U = (xi, ui)

n
i=1 и V = (xj , vj)

n
j=1 соответственно. Тогда ∆E(Ũ , Ṽ ) > 0 для

любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ), α, β ∈ [0, 1] в том и только том случае, если

∆E(U, V ) > αEU + βEV .

Доказательство. Имеем

∆E(Ũ , Ṽ ) =
∑

i∈I

x0i (ui + hi − vi − gi) = ∆E(U, V )−
∑

i∈I

x0i (gi − hi).

Поэтому условие ∆E(Ũ , Ṽ ) > 0 для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ) равносильно
выполнению неравенства

∆E(U, V ) > sup
(hi)i∈I∈Nα(U)

∑

i∈I

x0i (−hi) + sup
(gi)i∈I∈Nα(V )

∑

i∈I

x0i gi ⇔

∆E(U, V ) > α sup
(hi)i∈I∈N1(U)

∑

i∈I

x0ihi + β sup
(gi)i∈I∈N1(V )

∑

i∈I

x0i gi =

= αEU + βEV

и утверждение доказано. �

Пусть ĒU = min {E0[U ], 0.5}. Тогда из Леммы 1 вытекает справедливость следствия.
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Следствие 1. Если
∆E(U, V ) > αĒU + βĒV ,

то ∆E(Ũ , Ṽ ) > 0 для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ).

Условия сохранения сравнения гистограмм относительно индекса ∆F

Аналогичные условия сохранения знака можно получить и для разностного индекса
сравнения ∆F (U, V ). Введем в рассмотрение функцию

FU(x) = sup
{

∑

i:xi<x
hi : (hi)i∈I ∈ N1(U)

}

, (3)

где N1(U) – множество вида (1) с α = 1.

Лемма 3. FU(x) = min {FU (x), 1− FU(x)} для всех x ∈ R.

Доказательство. Пусть mU – медиана распределения U = (xi, ui)
n
i=1 и mU ∈ (xi0 , xi0+1].

Если x < mU , то FU(x) = sup
{
∑

i:xi<x hi : (hi)i∈I ∈ N1(U)
}

=
∑

i:xi<x ui = FU(x) < 0.5,
причем супремум в последнем равенстве достигается при hi = ui для всех таких i, что
xi < x и hi = −biui для всех таких i, что xi > x, где bi ∈ [0, 1] и

∑

i:xi<x ui =
∑

i:xi>x biui.
Если же x > mU , то, в силу равенства

∑

i:xi<x hi = −
∑

i:xi>x hi, имеем FU(x) =

sup
{

−
∑

i:xi>x hi : (hi)i∈I ∈ N1(U)
}

=
∑

i:xi>x ui = 1 − FU(x) 6 0.5, причем супремум в
последнем равенстве достигается при hi = −ui для всех таких i, что xi > x и hi = biui для
всех таких i, что xi < x, где bi ∈ [0, 1] и

∑

i:xi<x biui =
∑

i:xi>x ui. �

Утверждение 2. Пусть Ũ = (xi, ui + hi)i∈I , Ṽ = (xj , vj + gj)i∈I – α - и β - искажения
гистограмм U = (xi, ui)i∈I и V = (xj , vj)i∈I соответственно. Тогда ∆F (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых
(hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ), α, β ∈ [0, 1] в том и только том случае, если

FU(x)− FV (x) > αFU(x) + βFV (x) (4)

для всех x ∈ R.

Доказательство. Действительно, условие ∆F (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и
(gi)i∈I ∈ Nβ(V ) равносильно выполнению для всех x ∈ R неравенства

FŨ (x)− FṼ (x) > 0 ⇔
∑

i:xi<x

(ui + hi − vi − gi) > 0 ⇔

FU(x)− FV (x) >
∑

i:xi<x

(−hi) +
∑

i:xi<x

gi.

Но выполнение последних неравенств для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ) и x ∈ R

равносильно условию

FU(x)− FV (x) > sup
(hi)i∈Nα(U)

∑

i:xi<x

(−hi) + sup
(gi)i∈Nβ(V )

∑

i:xi<x

gi

для всех x ∈ R или

FU (x)− FV (x) > α sup
(hi)i∈N1(U)

∑

i:xi<x

hi + β sup
(gi)i∈N1(V )

∑

i:xi<x

gi,

что равносильно (4). �



956 (JMLDA) А. Е. Лепский

Следствие 2. Неравенство ∆F (Ũ , Ṽ ) > 0 верно для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈
Nβ(V ) в том и только том случае, если

0 6 sup
x

αFU(x) + βFV (x)

FU (x)− FV (x)
6 1

(считаем, что дробь равна нулю, если ее числитель и знаменатель равны нулю).

Следствие 3. Если

∆F (U, V ) > sup
x

{αFU(x) + βFV (x)} ,

то ∆F (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых (hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ).

Условия сохранения сравнения гистограмм относительно индекса ∆P

Для разностного индекса сравнения ∆P (U, V ) справедливы следующие условия сохра-
нения знака.

Утверждение 3. Пусть Ũ = (xi, ui + hi)i∈I , Ṽ = (xj, vj + gj)j∈I – α - и β -искажения
гистограмм U = (xi, ui)i∈I и V = (xj , vj)j∈I соответственно. Тогда ∆P (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых
(hi)i∈I ∈ Nα(U) и (gi)i∈I ∈ Nβ(V ), α, β ∈ [0, 1] в том и только том случае, если

∆P (U, V ) > ∆ηα,β(U, V ),

где

∆ηα,β(U, V ) = sup
(hi)i∈Nα(U),
(gi)i∈Nβ(V )

∑

(i,j):xi<xj

(uigj + hivj + higj − ujgi − hjvi − hjgi). (5)

Доказательство. Так как

P
{

Ũ > Ṽ
}

=
∑

(i,j):xi>xj

ũiṽj =
∑

(i,j):xi>xj

(ui + hi)(vj + gj) =

∑

(i,j):xi>xj

uivj + uigj + hivj + higj = P {U > V }+ η(Ũ , Ṽ ),

где η(Ũ , Ṽ ) =
∑

(i,j):xi>xj

uigj + hivj + higj, то

∆P (Ũ , Ṽ ) = P
{

Ũ > Ṽ
}

− P
{

Ṽ > Ũ
}

= ∆P (U, V )−∆η(Ũ , Ṽ ),

где ∆η(Ũ , Ṽ ) = η(Ṽ , Ũ) − η(Ũ , Ṽ ) =
∑

(i,j):xi<xj

uigj + hivj + higj − ujgi − hjvi − hjgi. Из по-

следнего равенства и вытекает справедливость утверждения. �

Следствие 4. Если

∆P (U, V ) >
α+ β

1 + αβ
(1 + P {V = U}) , (6)

то ∆P (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых H = (hi)i∈I ∈ Nα(U) и G = (gi)i∈I ∈ Nβ(V ).
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Доказательство. Оценим величину η(Ũ , Ṽ ) (см. доказательство Утверждения 3). Так
как

uivj(αβ − α− β) 6 uigj + hivj + higj 6 uivj(α + β + αβ)

для (hi)i ∈ Nα(U) и (gi)i ∈ Nβ(V ),то

(αβ − α− β)P {U > V } 6 η(Ũ , Ṽ ) 6 (α+ β + αβ)P {U > V } .

Из последней оценки получим

∆P (Ũ , Ṽ ) = P{Ũ > Ṽ } − P{Ũ 6 Ṽ } = ∆P (U, V ) + η(Ũ , Ṽ )− η(Ṽ , Ũ) >

∆P (U, V ) + (αβ − α− β)P {U > V } − (α+ β + αβ)P {V > U} =

(1 + αβ)∆P (U, V )− (α + β) (P {U > V }+ P {V > U}) .

Поэтому если

(1 + αβ)∆P (U, V )− (α + β) (P {U > V }+ P {V > U}) > 0

или, что то же самое, верно (6), то ∆P (Ũ , Ṽ ) > 0. �

Следствие 5. Если

∆P (U, V ) >
α + β + αβ

1 + α + β + αβ
, (7)

то ∆P (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых H = (hi)i∈I ∈ Nα(U) и G = (gi)i∈I ∈ Nβ(V ).

Доказательство. Оценим величину ∆η(Ũ , Ṽ ) (см. доказательство Утверждения 3). Так
как

∑

(i,j):xi<xj

uigj − ujgi =
∑

i

uigi + 2
∑

(i,j):xi<xj

uigj ,

∑

(i,j):xi<xj

hivj − hjvi = −
∑

i

vihi − 2
∑

(i,j):xi<xj

vihj ,

∑

(i,j):xi<xj

higj − hjgi =
∑

i

higi + 2
∑

(i,j):xi<xj

higj,

то

∆η(Ũ , Ṽ ) =
∑

i

(ui + hi) gi + 2
∑

(i,j):xi<xj

(ui + hi) gj −
∑

i

vihi − 2
∑

(i,j):xi<xj

vihj .

Тогда

∆ηα,β(U, V ) = sup
(hi)i∈Nα(U),
(gi)i∈Nβ(V )

∆η(Ũ , Ṽ ) = sup
(hi)i∈Nα(U)







−
∑

i

vihi − 2
∑

(i,j):xi<xj

vihj+

+ sup
(gi)i∈Nβ(V )







∑

i

(ui + hi) gi + 2
∑

(i,j):xi<xj

(ui + hi) gj













.



958 (JMLDA) А. Е. Лепский

Для внутреннего супремума, учитывая, что ui + hi > 0 для всех i ∈ I, имеем

sup
(gi)i∈Nβ(V )







∑

i

(ui + hi) gi + 2
∑

(i,j):xi<xj

(ui + hi) gj







6

β







∑

i

(ui + hi) vi + 2
∑

(i,j):xi<xj

(ui + hi) vj







=

β







P{U = V }+ 2P{U < V }+
∑

i

hivi + 2
∑

(i,j):xi<xj

hivj







.

Теперь получим
∆ηα,β(U, V ) 6 β (P{U = V }+ 2P{U < V }) +

sup
(hi)i∈Nα(U)







(β − 1)
∑

i

hivi + 2β
∑

(i,j): xi<xj

hivj − 2
∑

(i,j):xi<xj

vihj







.

Поскольку
∑

(i,j):xi<xj

vihj = −
∑

i

hivi −
∑

(i,j):xi<xj

hivj,

то
∆ηα,β(U, V ) 6 β (P{U = V }+ 2P{U < V }) +

(β + 1) sup
(hi)i∈Nα(U)







∑

i

hivi + 2
∑

(i,j):xi<xj

hivj







6 (α + β + αβ) (P{U = V }+ 2P{U < V }) .

Таким образом, ∆P (Ũ , Ṽ ) > 0 для любых H = (hi)i∈I ∈ Nα(U) и G = (gi)i∈I ∈ Nβ(V ), если

∆P (U, V ) > (α + β + αβ) (P{U = V }+ 2P{U < V }) . (8)

Но
P{U = V }+ 2P{U < V } = 1−∆P (U, V ).

Поэтому неравенство (8) равносильно неравенству

∆P (U, V ) > (α+ β + αβ) (1−∆P (U, V )) .

Откуда и следует справедливость условия (7). �

Замечание 1. Нетрудно показать, что (α+β+αβ)/(1+α+β+αβ) · (1+αβ)/(α+β) < 1
для всех α, β ∈ (0, 1]. Поэтому правая часть в (6) не меньше, чем правая часть в (7).
Следовательно, условие (7) задает более слабые ограничения на искажения гистограмм,
при которых сохраняется их сравнение относительно разностного индекса ∆P (U, V ).

Сравнение множеств допустимых искажений

Рассмотрим множество всех тех α - и β -зашумлений гистограмм U и V соответствен-
но, при которых сохраняется сравнение гистограмм относительно определенного индекса
∆r(U, V ) при условии, что он равен c > 0:
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Ωc
r(U, V ) =

{

(α, β) : ∆r(U, V ) = c, ∆r(Ũ , Ṽ ) > 0 ∀H ∈ Nα(U), G ∈ Nβ(V )
}

.

Такое множество назовем множеством допустимых искажений гистограмм U и V
для данного сравнения ∆r(U, V ) = c. Нетрудно видеть, что множество Ωc

r(U, V ) явля-
ется звездным [16] с центром в начале координат, т.е. если (α0, β0) ∈ Ωc

r(U, V ), то и
(tα0, tβ0) ∈ Ωc

r(U, V ) для всех t ∈ [0, 1]. Известно [16], что звездному множеству с цен-
тром в начале координат можно взаимно однозначно сопоставить такую лучевую функ-
ции Φc

r(α, β) (т.е. непрерывную, неотрицательную и однородную: Φc
r(tα, tβ) = tΦc

r(α, β) для
всех t > 0), что

Ωc
r(U, V ) = {(α, β) : α > 0, β > 0,Φc

r(α, β) 6 1} .

Функции Φc
E(α, β), Φ

c
F (α, β) и Φc

P (α, β) множеств допустимых искажений для индексов
∆E(U, V ), ∆F (U, V ) и ∆P (U, V ) соответственно, как следует из Утверждений 1-3, будут
равны

Φc
E(α, β) =

1
c
(αEU + βEV ) ,Φ

c
F (α, β) = sup

x

{

αFU(x) + βFV (x)

FU(x)− FV (x)

}

,Φc
P (α, β) =

1
c
∆ηα,β(U, V ).

Вообще говоря, функция Φc
F (α, β) в случае дискретных распределений является

кусочно-линейной. Однако можно выделить широкий класс пар распределений, для кото-
рых эта функция будет линейной. Опишем этот класс.

Пусть U и V две случайные величины с функциями распределений FU и FV соот-
ветственно, а mU и mV – медианы соответствующих распределений. Заметим, что если
FU(x) > FV (x) для всех x ∈ R, то mU 6 mV . Обозначим через ϕα,β(x) =

αFU (x)+βFV (x)
FU (x)−FV (x)

.

Лемма 4. Пусть FU(x) > FV (x) для всех x ∈ R и функции распределения FU и FV

удовлетворяют условиям:
а) FV (x) 6 2FU(x)FV (mU) для всех x 6 mU ;
б) 1− FU(x) 6 2 (1− FV (x)) (1− FU(mV )) для всех x > mV ;
в) на промежутке (mU , mV ) выполняется либо неравенство а), либо б).

Тогда Φc
F (α, β) = max{ϕα,β(mU), ϕα,β(mV )}. Причем

Φc
F (α, β) =

{

ϕα,β(mU ) при FU(mV )FV (mU) >
1
4
,

ϕα,β(mV ) при (1− FU(mV )) (1− FV (mU)) >
1
4
.

(9)

Если же
{

FU(mV )FV (mU) <
1
4
,

(1− FU(mV )) (1− FV (mU )) <
1
4
,

(10)

то

Φc
F (α, β) =







ϕα,β(mU) при α < β
1
4
−FU (mV )FV (mU )

1
4
−(1−FU (mV ))(1−FV (mU ))

,

ϕα,β(mV ) в противном случае.
(11)

Доказательство. Пусть x 6 mU . Тогда FU(x) = FU(x). Кроме того, так как FU(x) >

FV (x), то FV (x) = FV (x). Поэтому

ϕα,β(x) 6 ϕα,β(mU ) ⇔ (α + β)FV (x) 6 2(α + β)FU(x)FV (mU) ⇔ а).
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Если x ∈ (mU , mV ), то FU(x) = 1− FU(x), FV (x) = FV (x) и

ϕα,β(x) 6 ϕα,β(mU ) ⇔

α (1− 2FV (mU) + FV (x)− 2FU(x) (1− FV (mU))) 6 β (FU(x)FV (mU )− FV (x)) . (12)

Правая часть в последнем неравенстве неотрицательна, если верно неравенство а) для
x ∈ (mU , mV ). Если FV (mU) = 0, то из а) следует, что FV (x) = 0, x ∈ (mU , mV ) и тогда
выражение в скобках в левой части неравенства (12) будет равно 1 − 2FU(x) 6 0. Следо-
вательно, неравенство (12) будет верным для x ∈ (mU , mV ). Если же FV (mU ) > 0, то из а)
следует, что 2FU(x) > FV (x)/FV (mU ), x ∈ (mU , mV ) и выражение в скобках в левой части
неравенства (12) можно оценить так:

1− 2FV (mU) + FV (x)− 2FU(x) (1− FV (mU)) 6

1− 2FV (mU) + FV (x)−
FV (x)

FV (mU)
(1− FV (mU )) = (1− 2FV (mU))

(

1−
FV (x)

FV (mU)

)

6 0.

Поэтому неравенство (12) будет верным и в этом случае.
Из симметричности условий а) и б) вытекает, что если выполняется условие б) на про-

межутке x > mV , то ϕα,β(x) 6 ϕα,β(mV ) для всех x > mV .
Таким образом, Φc

F (α, β) = max{ϕα,β(mU), ϕα,β(mV )}, если функции распределения FU

и FV удовлетворяют условиям а)-в). Непосредственно вычисляя, получим, что

ϕα,β(mU) 6 ϕα,β(mV ) ⇔
(

1
4
− (1− FU(mV )) (1− FV (mU))

)

α 6 β
(

1
4
− FU(mV )FV (mU)

)

.

Поэтому будут верными формулы (9) и (11) (последняя – при выполнении условий (10)).
�

Заметим, что если FU(mV )FV (mU) > 1
4
, то (1− FU(mV )) (1− FV (mU)) 6 1

4
и наобо-

рот. Поэтому другие случаи знаков, кроме описанных в Лемме неравенствами (9) и (10)
исключены.

Условие (10) выполняется, если значения FU(mV ) и FV (mU) расположены приблизи-
тельно симметрично относительно 1

2
. В этом случае функция Φc

F (α, β) будет составлена
из двух линейных функций. Если же значения FU(mV ) и FV (mU) расположены «сильно
несимметрично» относительно 1

2
, то функция Φc

F (α, β) будет линейной.
Для численного измерения степени устойчивости сравнения к искажениям введем сле-

дующее понятие. Назовем сравнение r(U, V ) для пары гистограмм U и V с r(U, V ) = c > 0
δ -устойчивым к искажениям, если

δ = max {k(α, β) : (α, β) ∈ Ωc
r(U, V )} ,

где k(α, β) – некоторая критериальная функция, в качестве которой могут выступать,
например: k1(α, β) =

1
2
(α + β), k2(α, β) = min{α, β}.

Другими словами, δ -устойчивость характеризует максимальный уровень искажений
гистограмм, при котором знак сравнения этих гистограмм не изменится. Через δ

(i)
r (U, V )

будем обозначать значение δ -устойчивости сравнения гистограмм r(U, V ) относительно
критериальной функции ki. В частности, нетрудно видеть, что

δ
(1)
E (U, V ) =

c

2min{EU , EV }
, δ

(2)
E (U, V ) =

c

EU + EV
.
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Пример 2. Рассмотрим сравнение двух гистограмм средних баллов ЕГЭ абитуриентов,
поступивших в 2012 г. на специальность «Экономика» и только по конкурсному набо-
ру в Московский государственный институт международных отношений (МГИМО, ги-
стограмма U) и Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова (МГУ,
гистограмма V ). На рис. 1 приведены гистограммы средних баллов ЕГЭ абитуриентов,
поступивших в эти вузы.

Рис. 1. Гистограмма средних баллов ЕГЭ абитуриентов, поступивших в 2012 г. на специальность
«Экономика» в МГИМО (темный цвет) и МГУ (светлый цвет)

Для этих гистограмм нормированные математические ожидания равны E0[U ] = 0.732
и E0[V ] = 0.669, разностный индекс сравнения относительно математических ожиданий
равен ∆E(U, V ) = E0[U ] − E0[V ] = 0.063, разностный индекс сравнения относительно
функций распределения равен ∆F (V, U) = inf

x∈(x1,xn]
(FV (x)− FU (x)) = 0.0031, вероятности

P{U > V } = 0.684, P{U 6 V } = 0.434, разностный индекс сравнения относительно веро-
ятностей равен ∆P (U, V ) =P{U > V } − P{U 6 V } = 0.25. Графики функций Φc

E(α, β) =

= 1 ⇔αEU + βEV = c для c = ∆E(U, V ) = 0.063, Φc
F (α, β) = 1 ⇔ sup

x

{

αFU (x)+βFV (x)
FU (x)−FV (x)

}

= c

для c = ∆F (V, U) = 0.0031 и Φc
P (α, β) = 1 ⇔ ∆ηα,β(U, V ) = c для c = ∆P (U, V ) = 0.25

приведены на рис. 2.

Заметим, что FU (mV )FV (mU) = 0.415 · 0.801 = 0.332 > 1
4
. Поэтому функция Φc

F (α, β) =
= 1 является линейной и, согласно (9), Φc

F (α, β) = ϕα,β(mU).

Рис. 2. Графики функций: а) Φc
E(α, β) = 1; б) Φc

F (α, β) = 1; в) Φc
P (α, β) = 1

Тогда для сравнений относительно:
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— математических ожиданий: δ
(1)
E (U, V ) = 0.375, δ

(2)
E (U, V ) = 0.351;

— функций распределения: δ
(1)
F (U, V ) = 0.001989; δ

(2)
F (U, V ) = 0.001788;

— вероятностей: δ
(1)
P (U, V ) = 0.306, δ

(2)
P (U, V ) = 0.254.

Таким образом, наибольшую устойчивость (на уровне 35%-40%) демонстрирует срав-
нение с помощью математического ожидания. Немного уступает ему (25%-30%) сравнение
с помощью вероятностей (стохастическое предшествование). Самая низкая устойчивость
(0.15%-0.20%) у сравнения с помощью функции распределения (стохастическое домини-
рование).

Анализ устойчивости сравнений гистограмм результатов ЕГЭ

Исследуем устойчивость к α –зашумлению сравнений гистограмм с помощью матема-
тических ожиданий средних баллов ЕГЭ абитуриентов, поступивших в 2012 г. на специ-
альность «Экономика» и только по конкурсному набору. Результаты исследований для
10-ти вузов из верхней части ранжирования по среднему баллу приведены на рис. 3. Ву-
зы расположены слева направо в порядке убывания среднего балла. Для каждой пары
«соседних» гистограмм U и V двух вузов в верхней половине ячейки указано значение
индекса ∆E(U, V ), а в нижней – значение δ -устойчивости δ

(2)
E (U, V ) = c

EU+EV
относительно

максиминного критерия k2(α, β).

Рис. 3. Значения индекса ∆E(U, V ) (вверху) и δ -устойчивости δ
(2)
E (U, V ) (внизу)

Примечание. Использованы следующие аббревиатуры вузов: 1) МГИМО — Москов-
ский государственный институт международных отношений; 2) ПермГНИУ — Пермский
государственный национальный исследовательский университет; 3) СПГПУ — Санкт-
Петербургский государственный политехнический университет; 4) ВШЭ-М — Националь-
ный исследовательский университет «Высшая школа экономики», г. Москва; 5) МГУ —
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова; 6) ВШЭ-СП — На-
циональный исследовательский университет «Высшая школа экономики», г. Санкт-
Петербург; 7) ЮУ НИУ — Национальный исследовательский Южно-Уральский государ-
ственный университет, г. Челябинск; 8) СПбГУ — Санкт-Петербургский государственный
университет; 9) ФУ — Финансовый университет при Правительстве Российской Феде-
рации, г. Москва 10) РЭА — Российская экономическая академия им. Г.В. Плеханова,
г. Москва.

Таким образом, на рис. 3 представлены максимальные значения зашумлений, при ко-
торых сравнения в парах не нарушатся. Эти значения колеблются от 1.4% до 22.2% .
Нетрудно видеть, что хотя значения δ -устойчивости прямо пропорциональны значению
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разностного индекса сравнения, но далеко не всегда большему значению разностного ин-
декса сравнения соответствует и большее значение δ -устойчивости (сравните, например,
пары «МГИМО–ПермГНИУ» и «ВШЭ-М–МГУ»).

Заключение

В работе найдены необходимые и достаточные условия на уровень искажений гисто-
грамм, при выполнении которых результат сравнения гистограмм вероятностными мето-
дами не изменится.

Из умозрительных соображений априори было понятно, что «интегральные» методы
сравнение, такие как метод сравнения математических ожиданий, метод стохастического
предшествования, будут более предпочтительными, чем методы поточечного сравнения,
такие как стохастическое доминирование. Однако в результате проведенных исследований
были не только подтверждены эти предположения, но и получены точные теоретические
оценки возможных значений искажений гистограмм, при которых результат сравнения
не будет меняться.

Найденные условия неизменности сравнения гистограмм могут быть использованы для
оценивания надежности результатов различных ранжирований, обработки данных и пр.
в условиях различных типов неопределенности: стохастической неопределенности; неопре-
деленности, связанной с умышленным искажением данных, с заполнением пробелов в дан-
ных и т.д.

Дальнейшие исследования в направлении оценивания устойчивости сравнений могут
быть связаны как с исследованием других методов сравнения (в том числе наиболее по-
пулярных и важных в приложениях нечеткостных методов сравнения), так и с другим
описанием неопределенности.
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