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Прогнозирование нестационарных временных рядов при несимметричных функциях потерь 1893

Прогнозирование нестационарных временных рядов
при несимметричных функциях потерь∗

В.Ю. Черных1, М.М. Стенина1,2

vladimir.chernykh@phystech.edu, mmedvednikova@gmail.com
1Московский физико-технический институт, Россия, г. Долгопрудный, Институтский пер., 9

2Высшая школа экономики, Россия, г. Москва, ул. Мясницкая, 20

Рассматривается задача прогнозирования временны́х рядов при несимметричных
функциях потерь. Предлагается двухэтапный алгоритм прогнозирования ARIMA + Hist.
На первом этапе используется авторегрессионное интегрированное скользящее среднее
ARIMA с сезонной компонентой в случае необходимости. Параметры модели подбираются
согласно методологии Бокса–Дженкинса. На втором этапе проводится анализ регрессион-
ных остатков и находится оптимальная добавка к прогнозу, полученному на первом ша-
ге, минимизирующая математическое ожидание потерь. Для оценки ожидаемых потерь
используется свертка функции потерь с гистограммой регрессионных остатков. Работа
предлагаемого двухэтапного алгоритма иллюстрируется на временны́х рядах с различ-
ными элементами нестационарности (тренд, сезонность) и для различных симметричных
и несимметричных функций потерь. Демонстрируется, что качество прогнозов двухэтап-
ного алгоритма превосходит качество прогнозов модели ARIMA в случае несимметричных
функций потерь.

Ключевые слова: прогнозирование; временные ряды; нестационарность; ARIMA;

свертка с функцией потерь; несимметричная функция потерь
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1 Введение

Рассматривается задача прогнозирования нестационарных временны́х рядов в случае
несимметричных функций потерь. Предлагается двухэтапный алгоритм прогнозирова-
ния ARIMA + Hist, на первом этапе которого отслеживаются свойства временно́го ряда,
обусловливающие его нестационарность, такие как тренд и сезонность. На втором эта-
пе предлагается находить поправку, обеспечивающую оптимальность прогноза в случае
несимметричной функции потерь.

Свойства прогнозов временны́х рядов при использовании несимметричных функций
потерь были исследованы в работе [1], авторы которой отмечают смещенность оптималь-
ных прогнозов при несимметричных потерях и делают вывод о необходимости разработки
специальных методов прогнозирования временны́х рядов в условиях несимметричности
функции потерь.

Один из используемых методов прогнозирования нестационарных временны́х рядов,
авторегрессионное интегрированное скользящее среднее ARIMA [2], позволяет с хорошим
качеством прогнозировать временны́е ряды с трендом, а также при небольшой модифи-
кации и ряды с сезонной компонентой. Однако настройка параметров этого алгоритма
осуществляется путем минимизации квадратичной функции потерь, но функция потерь,
по которой производится оценка качества прогноза, может существенно отличаться от

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №14-07-31046.
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квадратичной. Это приводит к тому, что оптимальный прогноз для модели ARIMA явля-
ется несмещенным, а регрессионные остатки должны удовлетворять условиям, описанным
далее. Ввиду вышесказанного, модель ARIMA не подходит для решения задачи прогно-
зирования в случае несимметричной функции потерь, что отмечается в [1, 3].

Авторами работ [4, 5] были предложены модификации модели ARIMA, позволяющие
учесть несимметричность функции потерь при настройке параметров алгоритма. Одна-
ко обе предложенные модификации сложны в реализации, не позволяют использовать
пакеты для прогнозирования временны́х рядов, в которых есть стандартные реализации
ARIMA, и требуют для каждой функции потерь создания и обучения индивидуальной
модели, что неприемлемо в промышленных задачах. Еще одним методом, предложенным
для работы с несимметричными функциями потерь, является квантильная регрессия [6].
Она позволяет находить оптимальный смещенный прогноз для несимметричных функций
потерь кусочно-линейного вида, но не дает возможности работать с функциями потерь
других видов, а также применима только для стационарных временны́х рядов.

Предлагаемый алгоритм ARIMA + Hist использует результат из [7] о том, что при
несимметричной функции потерь оптимальный прогноз смещен, причем его смещение за-
висит только от функции потерь и дисперсии временно́го ряда. Также используется идея
из статьи [8], где автор для построения прогноза использовал авторегрессионную модель
с минимизацией квадратичной функции потерь для получения несмещенного прогноза
и анализ регрессионных остатков для оценки оптимального смещения прогноза.

Алгоритм ARIMA + Hist строит прогноз в два этапа. На первом этапе используется
модель ARIMA с сезонной компонентой в случае необходимости, параметры которой под-
бираются при помощи анализа временно́го ряда по методологии Бокса–Дженкинса [2]. На
этом этапе получается несмещенный прогноз. На втором этапе производится анализ ре-
грессионных остатков модели ARIMA с целью оценки оптимального смещения прогноза
для минимизации математического ожидания потерь. Оптимальное смещение находится
при помощи алгоритма Hist. Финальный прогноз получается путем прибавления к несме-
щенному прогнозу, полученному с помощью ARIMA, найденной при помощи алгоритма
Hist добавки.

Алгоритм Hist является обобщением алгоритма квантильной регрессии [6]. Он находит
приближенное решение задачи минимизации математического ожидания потерь и исполь-
зуется только для прогнозирования стационарных временны́х рядов. Такая задача мини-
мизации рассматривалась в работах [9, 10], где математическое ожидание потерь было
представлено как свертка функции потерь с функцией плотности распределения значе-
ний временно́го ряда. На втором этапе алгоритма ARIMA + Hist в качестве временно́го
ряда выступают регрессионные остатки, однако их плотность распределения неизвестна.
В качестве оценки плотности используется гистограмма значений регрессионных остатков,
как предложено в [11]. В алгоритме Hist используется ряд упрощений задачи минимиза-
ции свертки функции потерь с оценкой плотности распределения регрессионных остат-
ков, которые приводят к задаче приближенного нахождения минимума путем перебора
конечного числа значений, из которых выбирается то, которое обеспечивает наименьшее
значение свертки.

Основное преимущество ARIMA + Hist состоит в том, что не накладывается ограни-
чений на класс функций потерь, которые можно использовать в задаче прогнозирования.

Алгоритм тестируется на наборе временны́х рядов, обладающих различными элемен-
тами нестационарности. Качество полученных прогнозов сравнивается с качеством про-
гнозов модели ARIMA при использовании различных функций потерь. Демонстрируется,

Машинное обучение и анализ данных, 2015. Том 1, №14.
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что чем более несимметричная будет функция потерь, тем более существенный выигрыш
в качестве можно будет получить при помощи двухэтапного алгоритма ARIMA + Hist по
сравнению с ARIMA.

2 Задача прогнозирования временных рядов

Данные представляют собой временной ряд x = {(xi)Ti=1 | xi ∈ R}. Также задается
горизонт прогнозирования h. Ставится задача прогнозирования этого временно́го ряда,
т. е. нахождения регрессионной модели

f : (w,x, h) 7→ x̂,

где w — вектор параметров; x̂ — вектор прогнозов длины h. В данной работе прогнозиро-
вание производится с горизонтом h = 1, поэтому вектор прогнозов x̂ является скаляром
и обозначается далее как x̂T+1.

2.1 Прогнозирование стационарных временных рядов

Временной ряд x называется стационарным, если для любых v многомерное распреде-
ление xt, . . . , xt+v не зависит от t, т. е. его свойства не зависят от времени. Из определения
немедленно следует, что все значения ряда x1, . . . , xT генерируются из одного распределе-
ния ρ(u), которое не меняется во времени. Пусть задана функция потерь L (x̂, x) и тре-
буется получить прогноз x̂T+1 следующего значения xT+1 временно́го ряда, минимизируя
ожидаемые потери. Предполагается, что следующее значение временно́го ряда генериру-
ется из того же распределения, что и все предыдущие. При этом задача прогнозирования
запишется как

x̂T+1 = argmin
c∈R

EL (c, xT+1).

Если предположить, что плотность распределения ρ(u), из которого генерируются зна-
чения временно́го ряда, известна, математическое ожидание потерь запишется как

L(c) = EL (c, xT+1) =

+∞∫

−∞

L (c, u) ρ(u) du.

В таком случае задача прогнозирования формулируется как

x̂T+1 = argmin
c∈R

+∞∫

−∞

L (c, u) ρ(u) du ≡ argmin
c∈R

L(c). (1)

2.2 Прогнозирование нестационарных временных рядов

В случае, когда временной ряд не является стационарным, необходимо оценить и ис-
ключить из временно́го ряда нестационарные особенности, прежде чем минимизировать
ожидаемые потери в задаче (1). Таким образом, прогноз x̂T+1 нестационарного временно́го
ряда будет складываться из двух частей: прогноз нестационарной компоненты x̂ns

T+1 и про-
гноз стационарной компоненты x̂s

T+1:

x̂T+1 = x̂ns
T+1 + x̂s

T+1.

Машинное обучение и анализ данных, 2015. Том 1, №14.
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Алгоритм прогнозирования нестационарной компоненты временного ряда должен быть
таким, чтобы регрессионные остатки при прогнозе доступной для обучения истории x

r = {(ri)Ti=1 | ri = xi − x̂ns
i }

были стационарным временны́м рядом, значения которого сгенерированы из одного рас-
пределения с плотностью γ(u).

В качестве алгоритма прогнозирования нестационарной части ряда предлагается ис-
пользовать ARIMA. Для оптимизации параметров этот алгоритм использует квадратич-
ную функцию потерь Lsq(x̂, x) = (x̂− x)2, по которой строится функционал потерь:

Q(fns,x) =
1

T

T∑

i=1

Lsq(f
ns(w,xi, 1), xi+1); xi = {x1 · · ·xi}. (2)

Тогда решение задачи минимизации (2) дает вектор параметров искомой регрессионной
модели:

w∗ = argmin
w∈Rn

Q(fns,x).

При этом прогноз вычисляется следующим образом:

x̂ns
T+1 = fns(w∗,x, 1).

После получения прогноза нестационарной компоненты временно́го ряда x̂ns
T+1 прогноз

стационарной компоненты x̂s
T+1 может быть получен при помощи оценки плотности рас-

пределения γ(u) регрессионных остатков r и решения для этой плотности задачи мини-
мизации ожидаемых потерь (1).

3 Прогнозирование нестационарной компоненты. ARIMA.

Методология Бокса–Дженкинса
В данном разделе описывается модель авторегрессионного интегрированного сколь-

зящего среднего ARIMA и методология Бокса–Дженкинса прогнозирования временны́х
рядов. Принято записывать модель в виде ARIMA(p, d, q), где p, d, q ∈ Z+ — структурные
параметры, характеризующие порядок для соответствующих частей модели — авторегрес-
сионной, интегрированной и скользящего среднего. ARIMA с подходящими параметрами
для каждого временно́го ряда предлагается использовать для получения прогноза неста-
ционарной компоненты x̂ns

T+1. Анализ того, насколько хорошо выбранная модель аппрок-
симирует временной ряд, по методологии Бокса–Дженкинса, включает проверку регрес-
сионных остатков на несмещенность, стационарность и неавтокоррелированность. Модель
считается подходящей для аппроксимации временно́го ряда, если все эти свойства вы-
полняются для ряда регрессионных остатков, как это описано в [12]. Таким образом, при
выборе подходящей модели ARIMA для прогнозирования нестационарной компоненты
временно́го ряда получается стационарный ряд регрессионных остатков, который можно
использовать для построения прогноза x̂s

T+1 стационарной компоненты временно́го ряда.
Стационарный временной ряд со средним значением µ описывается моделью

ARMA(p, q), если выполняется

xt = α + εt +

q∑

i=1

ψiεt−i +

p∑

i=1

θixt−i; α = µ

(
1−

p∑

i=1

θi

)
.
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где θ1, . . . , θp, ψ1, . . . , ψq — константы; εt — гауссов белый шум с нулевым средним и посто-
янной дисперсией. Вводя оператор сдвига L, действующий по правилу Lxi = xi−1, можно
записать модель ARMA(p, q) в следующем виде:

θ(L)xt = α + ψ(L)εt; θ(L) = 1−
p∑

i=1

θiL
i; ψ(L) = 1 +

q∑

i=1

ψiL
i. (3)

Временной ряд описывается моделью ARIMA(p, d, q), если ряд его разностей

∇dxt = (1− L)dxt

описывается моделью (3), при этом модель ARIMA(p, d, q) записывается как

θ(L)∇dxt = α+ ψ(L)εt.

Временной ряд, обладающий мультипликативной сезонностью с периодом S, описыва-
ется моделью ARIMA(p, d, q)× (P,D,Q)S, если

θp(L)ΘP (L
S)∇d∇D

S xt = α+ ψq(L)ΨQ(L
S)εt .

3.1 Методология Бокса–Дженкинса анализа временных рядов

Методология Бокса–Дженкинса используется для оценки параметров модели ARIMA.
Согласно этой методологии, порядок дифференцирования временно́го ряда d выбирается
так, чтобы ряд разностей порядка d был стационарным. Параметры p и q выбирают при
помощи анализа автокорреляционной и частичной автокорреляционной функций.

Определение 1. Автокорреляционная функция ACFτ с лагом автокорреляции τ для

временно́го ряда x вычисляется по формуле:

ACFτ =

∑T−τ
i=1 (xi − x̄)(xi+τ − x̄)∑T

i=1(xi − x̄)2
; x̄ =

1

T

T∑

i=1

xi .

Определение 2. Частичная автокорреляционная функция PACFτ с лагом автокорре-

ляции τ для стационарного временно́го ряда x вычисляется по формуле:

PACFτ =

{
E [xt+1xt] , τ = 1;
E
[
(xt+τ − xτ−1

t+τ )(xt − xτ−1
t )

]
, τ > 2;

xτ−1
t = β1xt+1 + β2xt+2 + · · ·+ βτ−1xt+τ−1;

xτ−1
t+τ = β1xt+τ−1 + β2xt+τ−2 + · · ·+ βτ−1xt+1,

где β1, . . . , βτ−1 — коэффициенты линейной регрессии.

Выбор параметров p и q осуществляется из следующих соображений:

(1) в модели ARIMA(p, d, 0) автокорреляционная функция экспоненциально затухает
или имеет синусоидальный вид, а частичная автокорреляционная функция значи-
мо отличается от нуля при лагах, не больших p;
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(2) в модели ARIMA(0, d, q) частичная автокорреляционная функция экспоненциально
затухает или имеет синусоидальный вид, а автокорреляционная функция значимо
отличается от нуля при лагах, не больших q.

Множество структурных параметров сезонной компоненты ARIMA назначается с помо-
щью анализа автокорреляционной и частичной автокорреляционной функций. При нали-
чии сезонной компоненты у временно́го ряда на графиках этих функций будут наблюдать-
ся характерные максимумы в лагах, соответствующих периоду S сезонной компоненты.

Необходимые коэффициенты многочленов θ(L) и ψ(L) оптимизируются при использо-
вании квадратичной функции потерь Lsq(x̂, x) и функционала потерь (2), основанного на
ней.

После оптимизации параметров модели проводится анализ остатков. Регрессионные
остатки проверяются на

(1) несмещенность E rt = 0;
(2) стационарность ∀t →֒ rt ∼ γ(u);
(3) неавтокоррелированность E [rtrt+k] = 0, k 6= 0,

Если регрессионные остатки обученной модели обладают всеми этими свойствами, то мо-
дель признается подходящей для аппроксимации анализируемого временно́го ряда.

4 Прогнозирование стационарной компоненты. Hist. Влияние

функции потерь
После обучения модели ARIMA с выбранными параметрами даваемый ею прогноз x̂ns

T+1

учитывает характерные особенности временно́го ряда x, но не функции потерь L (x̂, x).
Пусть ряд регрессионных остатков r описывается неизвестной плотностью распределе-
ния γ(u). Предлагается построить добавочный прогноз x̂s

T+1 для стационарного ряда из
регрессионных остатков, который минимизирует математическое ожидание потерь (1). Та-
кая добавка к несмещенному прогнозу x̂ns

T+1 позволит учесть особенности несимметричной
функции потерь.

В случае квадратичной Lsq(x̂, x) = (x̂− x)2 или абсолютной Labs(x̂, x) = |x̂− x| функ-
ций потерь добавочный прогноз xs

T+1 можно найти аналитически, не зная при этом кон-
кретного вида распределения γ(u): для квадратичной функции потерь xs

T+1 = E rt; для
абсолютной xs

T+1 = med γ(u), что можно получить, продифференцировав L(c). В случае
же более общего вида функции потерь задача не поддается аналитическому решению без
знания конкретного распределения γ(u), а в практических задачах оно, как правило, неиз-
вестно.

Алгоритм Hist предлагает следующий путь для решения этой проблемы. Он состоит
из двух приближений функции L(c).

4.1 Оценка плотности γ(u) гистограммой

Плотность вероятности γ(u) приближается гистограммой значений ряда, т. е. кусоч-
но-постоянной функцией γ̂(u). Обозначим umin = min

t
rt; umax = max

t
rt. Они существуют,

так как рассматриваются только конечные множества r. Произведем разбиение области
[umin; umax] на n отрезков [ui; ui+1] равной длины, где

ui = umin + ia; a =
umax − umin

n
.

На этих отрезках положим значения функции γ̂(u) постоянными и равными yi на отрезке
[ui−1; ui], где yi пропорционально количеству точек ряда r, значения которых rt ∈ [ui−1; ui].
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Точное значение yi определяется из условия нормировки функции γ̂(u):

umax∫

umin

γ̂(u) du =

n∑

i=1

yi(ui−1 − ui) = a

n∑

i=1

yi = 1.

Тогда γ̂(u) есть оценка плотности распределения. При использовании этого приближения
функция математического ожидания потерь L(c) оценивается как

Lhist(c) =

umax∫

umin

L (c, u)γ̂(u) du =

n∑

i=1

yi

ui∫

ui−1

L (c, u) du. (4)

4.2 Приближение интеграла

Интеграл от функции потерь, присутствующий в (4), приближается по методу прямо-
угольников со средней точкой:

ui∫

ui−1

L (c, u) du ≈ aL

(
c,
ui−1 + ui

2

)
.

После этого приближенная функция математического ожидания потерь примет оконча-
тельный вид:

Lconv(c) = a
n∑

i=1

yi L

(
c,
ui−1 + ui

2

)
. (5)

Точность приближений растет с ростом числа отрезков n; в первом случае (4) это
связано с уточнением приближения гистограммой исходной плотности распределения, во
втором (5) — с уточнением оценки интеграла.

Работа алгоритма заключается в поиске c∗, на котором достигается минимум Lconv(c),
и взятии значения c∗ в качестве прогноза. В силу возможной сложности функции потерь
L (x̂, x) минимум ищется среди значений функции в ограниченном наборе точек

G =

{
u0 + u1

2
, · · · , un−1 + un

2

}
,

состоящем из середин отрезков разбиений:

x̂s
T+1 = argmin

c∈G
Lconv(c). (6)
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4.3 Алгоритм Hist

Вход: стационарный ряд регрессионных остатков r, функция потерь L (x̂, x), число
столбцов гистограммы n;

Выход: прогноз x̂sT+1, минимизирующий математическое ожидание потерь;

1: вычислить ширину столбцов гистограммы a = (max r−min r)/n и координаты концов
отрезков постоянства u0, u1, . . . , un для функции γ̂(u);

2: построить гистограмму, найти функцию γ̂(u), отнормировав гистограмму, получить
значения функции на отрезках постоянства y1, . . . , yn;

3: найти значения свертки
n∑

i=1

yi L (c, (ui + ui−1)/2)

для всех c ∈ {(u0 + u1)/2, . . . , (un−1 + un)/2};
4: выбрать c∗, дающее минимальное значение свертки;
5: x̂sT+1 = c∗.

Основной параметр алгоритма, который можно варьировать, — число столбцов гисто-
граммы n. При малых n оценка плотности распределения γ̂(u) получается огрубленной,
при больших n — более детальной. В следующем разделе будут приведены результаты ис-
следования свойств алгоритма и на регрессионных остатках различных временны́х рядов.

Алгоритм Hist минимизирует математическое ожидание потерь прогнозирования
при любом распределении регрессионных остатков r и произвольной функции потерь
L (x̂, x). Если регрессионные остатки имеют нулевое среднее, то смещение x̂sT+1 будет
обусловлено лишь несимметричностью функции потерь. Однако использование алгорит-
ма ARIMA + Hist при двухэтапном прогнозе может уменьшить средние потери и в том
случае, если подобранная для прогнозирования нестационарной компоненты модель да-
ет смещенные прогнозы. Это может происходить при смене характера тренда. Например,
увеличивается темп роста величины или величина сначала убывала, а потом начинает воз-
растать. Если изменение однократное и смещение прогнозов ARIMA, обученной на первом
характере тренда, постоянное, то при поиске решения задачи минимизации ожидаемых по-
терь (6) это смещение будет скомпенсировано, что приведет к повышению качества даже
в случае симметричной функции потерь. Примером такого ряда может служить ряд [13],
во второй половине которого тренд более сильный. В разд. 7 будет показано, что для этого
временно́го ряда использование алгоритма Hist действительно дает ощутимый выигрыш
в качестве по сравнению с ARIMA даже для квадратичной функции потерь.

Отметим также, что прогноз Hist является константой в том смысле, что не зависит от
горизонта прогнозирования, и для любого будущего момента времени t ответ будет одним
и тем же, т. е. Hist строит регрессионную модель нулевого порядка.

5 Двухэтапное прогнозирование. Алгоритм ARIMA + Hist

Как было показано в (2), ARIMA настраивается таким образом, чтобы минимизировать
регрессионные остатки для квадратичной функции потерь Lsq(x̂, x). Если же функция
потерь L (x̂, x), по которой производится оценка качества прогноза, не является квадра-
тичной, то и регрессионные остатки в общем случае минимальными не будут.

Далее запускается алгоритм Hist с действительной функцией ошибок на ряде r, т. е.
минимизируем остатки в смысле новой функцией потерь L (x̂, x). Отметим, что первый
этап действительно необходим и нельзя давать на вход Hist просто продифференцирован-
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ный ряд, так как этот алгоритм не учитывает некоторые особенности, которые не уходят
при дифференцировании, например сезонность.

Итоговой прогноз суммируется из двух x̂T+1 = x̂ns
T+1 + x̂s

T+1. По сути же Hist добав-
ляет одинаковый на всем горизонте сдвиг вверх или вниз от исходного прогноза ARIMA
в зависимости от конкретного вида функции потерь.

5.1 Алгоритм ARIMA + Hist

Вход: временной ряд x, функция потерь L (x̂, x);
Выход: прогноз x̂T+1;

1: подобрать подходящую для временно́го ряда модель ARIMA по методологии Бокса–
Дженкинса;

2: вычислить прогноз нестационарной компоненты x̂ns
T+1 с помощью выбранной модели

ARIMA;
3: вычислить регрессионные остатки r для выбранной модели ARIMA;
4: задать число столбцов n в гистограмме для алгоритма Hist;
5: вычислить прогноз стационарной компоненты x̂sT+1 с помощью алгоритма Hist;
6: x̂T+1 = x̂ns

T+1 + x̂s
T+1;

6 Исследование свойств алгоритма Hist

В данном разделе описываются и исследуются свойства алгоритма Hist, основанного
на свертке гистограммы с функцией потерь.

6.1 Используемые временные ряды

Для исследования свойств алгоритма Hist и последующего вычислительного экспери-
мента были использованы временны́е ряды [13–17], изображенные на рис. 1. Рассматри-
ваемые ряды отличаются друг от друга длиной истории, наличием или отсутствием се-
зонности и тренда, диапазоном значений. После первого этапа алгоритма ARIMA + Hist
получаются стационарные ряды регрессионных остатков. Именно на этих рядах и прово-
дится исследование свойств Hist. Первый этап алгоритма и сравнение качества прогнозов
описаны в следующем разделе.

6.2 Функции потерь

Эксперименты проводились для трех различных функций потерь:

Lsq(x̂, x) = (x̂− x)2 ; (7)

Labs(x̂, x) = |x̂− x| ; (8)

Lasym(x̂, x) =





1

2
|x̂− x|, x 6 x̂ ;

2|x̂− x|, x > x̂ .
(9)

Графики квадратичной, абсолютной и ассимметричной функций потерь изображены
на рис. 2. Все три функции выпуклые, достигают минимума при совпадении прогноза
и действительного значения временно́го ряда. Первые две функции симметричные, по-
следняя — несимметричная кусочно-линейная функция.
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Рис. 2 Функции потерь

6.3 Свойства прогноза алгоритма Hist

Чтобы определить, как зависит поведение алгоритма Hist от функции потерь и количе-
ства столбцов в гистограмме, для каждого ряда регрессионных остатков были построены
графики зависимости прогноза алгоритма Hist от количества столбцов в гистограмме для
каждой функции потерь (7)–(9). Графики изображены на рис. 3–7. На каждом графике
по оси абсцисс отложено количество столбцов гистограммы, по оси ординат — прогноз, по-
лученный алгоритмом Hist при использовании заданной функции потерь и гистограммы
с заданным числом столбцов.

На рис. 3–7 видно, что для всех временны́х рядов и любой функции потерь с увели-
чением числа столбцов гистограммы полученные прогнозы стабилизируются вокруг пре-
дельного значения. Для симметричных функций потерь (7) и (8) предельное значение для
прогнозов близко к нулю, что означает, что для симметричных функций потерь алгоритм
Hist не дает существенной поправки к прогнозу нестационарной компоненты, полученно-
му с помощью модели ARIMA. В то же время для несимметричной функции потерь (9)
предельное значение прогнозов существенно больше нуля. Это значит, что суммарный
прогноз будет значительно превышать прогноз нестационарной компоненты, поскольку
рассматриваемая функция потерь (9) штрафует недопрогноз гораздо сильнее, чем пере-
прогноз.

Стабилизация прогнозов алгоритма Hist с увеличением количества столбцов в гисто-
грамме связана с увеличением точности оценки плотности распределения регрессионных
остатков γ(u), о которой говорилось в разд. 4. Однако для конечных временны́х рядов
добиться сходимости прогнозов к предельному значению с любой наперед заданной точ-
ностью невозможно из-за конечного количества доступных данных для оценки плотности
распределения γ(u).

7 Вычислительный эксперимент

Целью проведенного вычислительного эксперимента является сравнение средних по-
терь прогнозирования различных временны́х рядов для различных функций потерь при
использовании модели ARIMA и предложенного двухэтапного алгоритма ARIMA + Hist.
Рассмотрены пять различных временны́х рядов [13–17], изображенных на рис. 1, и три
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Рис. 3 Прогнозы алгоритма Hist для регрессионных остатков ряда Fraser River at hope
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Рис. 4 Прогнозы алгоритма Hist для регрессионных остатков ряда Monthly Lake Erie Levels
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Рис. 5 Прогнозы алгоритма Hist для регрессионных остатков ряда Monthly production of chocolate
confectionery in Australia
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Рис. 6 Прогнозы алгоритма Hist для регрессионных остатков ряда Sugar price
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Рис. 7 Прогнозы алгоритма Hist для регрессионных остатков ряда Electricity consumption

функции потерь (7)–(9), одна из которых несимметричная. Получено экспериментальное
подтверждение того, что при несимметричных потерях использование двухэтапного про-
гнозирования позволяет уменьшить средние потери.

Для каждого временного ряда, изображенного на рис. 1, подбиралась модель ARIMA
по методологии Бокса–Дженкинса [2]. Выбранные модели для каждого временно́го ряда
показаны в табл. 1.

Для прогнозирования стационарной компоненты используются регрессионные остатки
алгоритма ARIMA.

Для сравнения качества прогнозов модели ARIMA и связки алгоритмов ARIMA + Hist
20% последних точек каждого временно́го ряда использовались как контрольные. Для
каждой контрольной точки по доступной истории временно́го ряда (все точки от первой
до предшествующей рассматриваемой контрольной) обучалась выбранная для временно́го
ряда модель ARIMA, затем для обученной модели вычислялся ряд регрессионных остат-
ков. По ряду регрессионных остатков обучался алгоритм Hist с заданной функцией потерь
и заданным количеством столбцов в гистограмме. Прогноз для контрольной точки склады-
вался из прогноза ARIMA и Hist. Эксперимент был проведен для функций потерь (7)–(9)
и вариантов алгоритма Hist с 20, 50, 300 и 500 столбцами в гистограмме. Средние потери
для каждой функции потерь приведены для всех вариантов алгоритма в табл. 2.

Как видно из табл. 2, при использовании асимметричной функции потерь двухэтапный
алгоритм прогнозирования ARIMA + Hist позволяет получать среднюю ошибку прогно-
за существенно ниже, чем прогнозирование с помощью модели ARIMA. В большинстве
случаев для симметричных функций потерь использование двухэтапного алгоритма про-
гнозирования не приводит к значительным изменениям по сравнению с прогнозом модели
ARIMA. Исключение составляют только средние потери прогнозирования для временно́го
ряда Monthly production of chocolate confectionery in Australia. Для этого временно́го ряда

Таблица 1 Выбранные модели ARIMA для прогноза нестационарной компоненты

Временной ряд Модель ARIMA

Fraser River at hope ARIMA(1, 0, 0) × (1, 0, 1)12
Monthly Lake Erie Levels ARIMA(2, 0, 0) × (1, 0, 1)12
Chocolate production in Australia ARIMA(1, 1, 1) × (1, 0, 1)12
Sugar price ARIMA(1, 0, 0)
Electricity consumption ARIMA(2, 1, 2) × (1, 0, 1)24 × (1, 0, 1)168
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Таблица 2 Средние потери прогнозирования

Ряд Алгоритм Квадратичная Абсолютная Асимметричная

NoHist 52400 498 616
Hist(20) 53500 495 523

River Hist(50) 52200 496 516
Hist(300) 52500 493 516
Hist(500) 52400 492 515

NoHist 0,172 0,313 0,410
Hist(20) 0,182 0,316 0,315

Lake Hist(50) 0,171 0,313 0,312
Hist(300) 0,171 0,314 0,311
Hist(500) 0,171 0,314 0,311

NoHist 71500000 8350 4180
Hist(20) 66000 612 579

Chocolate Hist(50) 65800 609 575
Hist(300) 65300 610 575
Hist(500) 65100 609 575

NoHist 0,127 0,265 0,340
Hist(20) 0,128 0,267 0,260

Sugar Hist(50) 0,127 0,266 0,267
Hist(300) 0,127 0,265 0,266
Hist(500) 0,127 0,265 0,266

NoHist 500 16,9 19,9
Hist(20) 717 19,1 12,7

Electricity Hist(50) 589 16,5 13,4
Hist(300) 498 17,1 13,0
Hist(500) 502 16,9 13,0

использование двухэтапного алгоритма прогнозирования ARIMA + Hist привело к суще-
ственному уменьшению потерь для всех функций потерь. Это связано с тем, что, как видно
на рис. 1, в, этот временной ряд во второй половине истории имеет более высокий темп
роста, чем в первой половине. Обученная преимущественно по первой половине истории
модель ARIMA дает прогнозы в контрольных точках, сильно смещенные в одну сторону
относительно реальных значений. При использовании двухэтапного алгоритма прогнози-
рования ARIMA + Hist на втором шаге с помощью алгоритма Hist удается оценить это
смещение и сделать более точный прогноз.

8 Заключение

Предложен двухэтапный алгоритм прогнозирования нестационарных временны́х ря-
дов ARIMA + Hist, минимизирующий ожидаемые потери. Он не накладывает на вид
функции потерь ограничений — она может быть симметричной или несимметричной,
дифференцируемой или нет. На первом этапе строится прогноз нестационарной компо-
ненты временно́го ряда путем выбора подходящей модели ARIMA. На втором этапе оце-
нивается плотность распределения регрессионных остатков выбранной модели ARIMA
и строится прогноз стационарной компоненты путем минимизации математического ожи-
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дания потерь, которые заданы несимметричной функцией потерь. Финальный прогноз вы-
числяется как сумма прогнозов нестационарной и стационарной компоненты временно́го
ряда. С помощью вычислительного эксперимента показано, что двухэтапное прогнози-
рование в случае несимметричной функции потерь позволяет уменьшить средние поте-
ри по сравнению с одноэтапным прогнозированием ARIMA. Также на практике средние
потери можно уменьшить с помощью двухэтапного прогнозирования в случае симмет-
ричной функции потерь и смещенных прогнозов нестационарной компоненты временно́го
ряда.
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1 Introduction

Methods of solving problems of recognition and data analysis use various structures in data.
At a choice of appropriate structure, two main objectives are pursued:

a) identification natural clusters of density in the feature space in which the vectors of realiza-
tions are condensed; and

b) optimization of the computational expenses necessary for creation of the decision rule and
subsequent calculations.

Both purposes are closely related with each other and at their realization compete for
computational resources. For this reason, the overwhelming share of principles of structurization
can be refereed to both directions simultaneously, and the choice of a concrete method in many
respects is determined by assignment of priorities for (a) and (b). Now, the huge number of
approaches, algorithms, and methods, more or less successful, are applied to achievement of
both purposes. Note some survey publications on this subject [1, 2] where the most actual and
perspective decisions are outlined. In them, both conceptual and technical aspects of the choice
of the compromise are concerned.

In this paper, the close relationship which exists between the concepts ‘precedent’ and ‘clus-
ter’ is investigated. The question how the mobility of the border between admissible realization
of the concepts ‘precedent’ and ‘cluster’ in the computational environment can be used at the
search of a compromise for (a) and (b) has been studied. Let the sum

F (x) =
∑

i

µie
−0.5(xi−x)Tσ(xi−x) (1)

be parametrical approximation of empirical distribution by uniform normal mix with constant
covariance matrix σ−1. The component N (xi, σ

−1) represents compact spatial cluster Ci with

∗This work was done under financial support of the Russian Foundation for Basic Research (grants 15-01-05776-a
and 14-01-90413 Ukr a).
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the center xi which is unambiguously described by the couple (xi, µi). The natural treatment (1)
implies that each cluster of Ci is filled by vectors corresponding to casual deviations from
the parameters of the central object xi. The recognized object x0 can also be considered as
a single realization of distribution of probable localizations of the true center which also form
cluster C0 with the center x0 and with the same form of distribution µie

−0.5(xi−x)Tσ(xi−x) where
coordinates of the center x0 and variable x interchange positions according to the Bayes’s law.
Thereby, internally inherent structure of the sample gains simple representation; however, this
simplicity is reached at the price of creation of representation (1) as a solution of hard multi-
parametric inverse problem, and also with difficulties of reference of the cluster C0 to one of
the classes, each of which is represented by several clusters of type Ci. Certainly, the example
is exaggerated, but it correctly reflects relationship between two concepts.

Opposite example in which injected structure of data appears, one can find in IP (Internet
protocol) technologies where rigid hierarchy of clusters forcedly introduced into the R2 plane
in the form of quadtree provides high computational efficiency at training and recognition,
but the hierarchy is thus invariable, and in orthodox approaches, it is not adjusted in any
way to internal structure of the training sample [3]. The coordinates of clusters of quadtree
are unambiguously fixed, and substantial information is coded by only the density of filling of
clusters at different levels.

Further in this work, recognition problems will be considered in which the balance between
the accuracy of representation and computational efficiency can be reached via structural re-
duction within the pair ‘precedent–cluster.’

2 Generalized precedents: Feature space replacement

Application of models of type (1) assumes the use of Euclidean norm

‖x‖ =
(
∑

i

x2i

)1/2

for estimation and comparison vectors in RN . The norm binds together the values of different
parameters, in particular, qualitatively incomparable ones. That is often convenient, but can
cause questions at substantial interpretation of results.

On the contrary, for hierarchy of clusters in a quad- or oktree, the scales in different di-
mensions does not interact. In case of IP, it is the main drawback of quadtree-type models
which limits their use [4]. Really, in case of images or scenes, it is usually assumed that spatial
directions possess equal properties. At the same time, the models of this type are noninvariant
to rotations in R2 and R3 and, therefore, the results achieved with their use are difficult to
reproduce after rotation of the basis.

In abstract feature space, the assumption of ‘equality axes in rights’ takes place rarely.
Moreover, invariance of a model to independent scaling of the main dimensions (in general,
to independent nonlinear changes of scale on axes) becomes an important advantage. One
of the successful approaches based on the use of this invariance is the approach with logical
regularities [5–7]. In this approach, the clusters are hyperparallelepipeds in RN , each cluster is
described by conjunction of the following kind:

Li = &nR
i
n, R

i
n = (Ai

n < xn < Bi
n), n = 1, . . . , N , (2)

and substantively interpreted as a recurring joint manifestation of feature values x1, x2, . . . , xN
of the vector x at intervals Ai

n < xn < Bi
n, n = 1, . . . , N . The principle of proximity to each other
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precedents of the same phenomenon here is embodied in the requirement of filling the interior
of a certain type of cluster by the objects of the same class. The shape of clusters becomes of
particular importance, and multiple joint appearance of feature values at the selected intervals
in this approach is seen as an independent phenomenon called elementary logical regularity.

In all approaches mentioned above, just limited number of parameters is used to describe
the spatial arrangement of the cluster and its filling. In case of quadtree, each cluster is encoded
by one integer and one real parameter (qi, µi); for the normal mixture (1), it is a pair of kind
(xi, µi); in case of logical regularities, it is a set of 2N border markers on axes Ai

n and Bi
n,

n = 1, . . . , N , and also, the weight of regularity µi.
Recently, V.V. Ryazanov has proposed the idea of reduction of dimension of the problem

through the use of substantial clusters such as hyperparallelepiped or component N (xi, σ
−1)

with significant aprioristic weight as new training objects. Each combined object is regarded
as geometric manifestation of some separate regularity in initial data and is called general-

ized precedent. Such generalized precedents are just proposed to use in training. Generalized
precedents are described by geometric parameters of corresponding clusters and dimensions of
the new feature spaces in the above examples are 2, N + 1, and 2N + 1, respectively. Thus,
dimension of the space of generalized precedents may change as the upward and downward, but
big training sample receives more compact representation as the result.

3 Examples of usage of generalized precedents for sample reduction

3.1 Positional representation

In case of positional data representation, structural elements belong also to the special family
of logical regularities of the 1st type (2), when real numbers are truncated to real ones, and the
intervals used (Ai

n < xn < Bi
n), n = 1, . . . , N , are equal in length. Thus, hyperparallelepipeds

become hypercubes of restricted variety of kinds.
Positional notation is the development of quadtree model in dimensions greater than 2. The

main advantage is that the structuring of positional hierarchy is already automatically injected
into any numerical data when registering them, and it is immediately ready for use. It was
also noted above that in models of this type, independent scaling of the main axes is naturally
implemented, and this fact makes prospects of using the proposed approach in a variety of
recognition problems, including the ones with incomparable numerical features.

Let finite sets Xk are preset in RN and represent classes k, k = 1, . . . , K, of the training
sample X .

Positional representation [8] of data in RN is defined by a bit grid DN ⊆ RN where |D| = 2d

for some integer d.
The parameter d is not fixed in advance. As it will be shown, its value is determined by the

results of the analysis of the mutual arrangement of classes in the training sample.
Each grid point x1, x2, . . . , xN , n = 1, . . . , N , corresponds to effectively performed trans-

formation on bit slices in DN , when the mth bit in binary representation xn ∈ D of the nth
coordinate of x becomes p(n)-bit of binary representation of the mth digit of 2N -ary number
that represents vector x as whole. Here, it is supposed 0 < m 6 d, and function p(n) defines
a permutation on 1, . . . , N, p ∈ SN . The result is a linearly ordered scale S of length 2dN ,
representing one-to-one all the points of the grid in the form of a curve that fills the space DN

densely. For chosen grid DN , an exact solution of the problem of recognition with K classes
results in K-valued function f defined on the scale S. As known, m-digit in 2N -ary positional
representation corresponds to n-dimensional cube of volume 2N(m−1). It is called m-point. For
each m, the entire set of m-points is called m-slice. Thus, one has
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Lemma 1. There are just one d-point, 2Nones of (d − 1)-points, and 2dNones of 1-points on
the scale S.

Each of m-points, 0 < m 6 d, can be regarded as separate cluster in DN . If it is nonempty
and filled with data of certain class only, one has got generalized precedent.

Further, for every k, k = 1, . . . , K, and every m, 0 < m 6 d, let us look for the set of all of
m-points, which are generalized precedents, i. e., elementary logical regularities of class k. The
larger uniform regions in the domain of function f (corresponding to generalized precedents
as elder m-points), the better the decision rule. In the description of positional generalized
precedent, the filled volume is represented latently by parameter m (i. e., by the level in the
hierarchy) and actual new feature space is formed of pair (pi, mi).

Here, let describe the scheme of algorithm A that realizes this search on hierarchy of
m-points of the grid DN from top to bottom.

The search is carried out for all classes k, k = 1, . . . , K, simultaneously. Data of the training
sample X =

⋃
Xk ⊆ RN are transformed into 2N -ary indices of the grid DN .

All objects of the sample are processed in turn. Each next object x marks all m-points,
m > 1, of the own branch in hierarchy DN with the index k. Notice that for m > 1, there are no
more than

∑d
m=2 2

N(d−m) different m-points. For dimensions N > 3, this number is negligible
in comparison with the total number of 1-points of the grid DN , and this fact provides the
mechanism of compression of the sample.

Upon termination of search in each marked point of hierarchy DN , the final attributing
is carried out: if some (m + 1)-point was marked with indexes of various classes (i. e., is not
the generalized precedent), and all m-points subordinated to it are the generalized precedents,
then the entire last are included in the decision rule. Further specification and attributing of
subordinated (m− 1)-points are not required.

As for all classes k, k = 1, . . . , K, the analysis began with the same d-point as the top of
hierarchy, one has

Lemma 2. Algorithm A finds all generalized precedents of specified kind in the training

sample X =
⋃
Xk ⊆ RN .

Since the number of m-points is final, any m-point that hashes classes at actual choice of
the parameter d, will be further resolved by next iteration of algorithm A under this m-point
regarded as new top and, thus, one has got

Lemma 3. Iterative process on the basis of algorithm A provides creation of exact decision

rule that is correct on the training sample X =
⋃
Xk ⊆ RN .

Thus, one has to decide what is better in this or that case: big d or many iterations of A.
Since data of training sampleX =

⋃
Xk ⊆ RN are analyzed consecutively, further retraining

of any recognition algorithm constructed on this way will demand investigation of objects not
more than inside one generalized precedent for each new object.

When sets of generalized precedents for all classes are built, one can combine within each
class some collected m-points as hypercubes in larger hyperparallelepipeds according to criteria
of contiguity [7]. So, one more way of building space of generalized precedents taking the form
of elementary logical regularities of the 1st kind can be realized.

3.2 Cluster means as generalized precedents

Generally, large number of various ways of creation logical regularities of the 1st kind is devel-
oped now, and the choice of one of them is determined by properties of data and the character
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of a problem of recognition or forecasting [5]. As the second example of use of generalized prece-
dents, here, a new method of compression of data is considered which consists in transformation
of feature space RN to the space (ci, µi) with dimension N+1. Class means ci in clusters of reg-
ularities Li = &nR

i
n, R

i
n = (Ai

n < xn < Bi
n), n = 1, . . . , N , are used as generalized precedents in

this method. The space (Ai
n, B

i
n, µ

i), n = 1, . . . , N , itself is used thus at the intermediate stage.
Notice that in hierarchy of m-points of DN , very rigid criterion of selection of generalized

precedents was applied. Existence of the only object of alien class as a part of any m-point
(hypercube of large volume, when m is close to d) excludes the last from among the generalized
precedents and strongly reduces thereby potential efficiency of compression of the sample. For
this reason, in the majority of methods of creation of logical regularities, softer selection criteria
are used when existence of certain share of objects of others classes as a part of this or that
hyperparallelepiped (corresponding to elementary logical regularity) is allowed. Thus, flexibility
of the model of logical regularities in general is reached and possibility of creation of simple
decision rule with small set of elements of the sort Li = &nR

i
n, R

i
n = (Ai

n < xn < Bi
n) is

provided where each of them represents essential part of the training sample.
The proposed method of compression uses the specified opportunity fully, but realizes also

a way of disposal of the difficulties related with the existence of alien objects in the cluster
of regularity Li = &nR

i
n, R

i
n = (Ai

n < xn < Bi
n). Let x

L
t , t = 1, . . . , TL, be a set of objects

of the kth class as a part of cluster of elementary logical regularity L. Construct in the space

RN+1 a new sample that is made of vectors of averages cL =
∑TL

t xLt , and their shares TL in
each regularity L. Thereby, the space of the generalized precedents (ci, TL) is set, each point of
which corresponds to nonuniformly filled cluster of initial space RN where the objects of class k
dominate. The role of cluster geometry thus partially loses its value, important is only that the
share TL of objects of the kth class within the cluster is big.

4 Reconstruction of the decision rule in initial feature space

Reconstruction of the decision rule in initial feature space consists in the return replacement
of sets of the essential generalized precedents with clusters of the chosen for them geometric
forms. Replacement is carried out directly and does not cause difficulties. In Fig. 1, it is shown
how it takes place in case of hypercubes of positional data representation. For cluster means,
this transition is even more direct since in this case, the space of generalized precedents differs
from initial feature space only in additional equipment of weight coordinate TL.

5 Computational experiment

Computational experiment in the framework of this training sample compression model was
made for several types of generalized precedents on real tasks. The best accuracy was achieved
by approach on the basis of cluster means. Here, the generalized precedents are used for repre-
sentation of the training sample in the form of sets of new precedents that match as the source
precedents and classes and the results of analysis of the initial training sample. As additional
information for each class Kλ, λ = 1, 2, . . . , l, there are used multiple logical regularities of
classes Pλ = {Pt(x)}, i. e., predicates of the form

PΩ1,c1,Ω2,c2(x) =
∧

j∈Ω1

(c1j 6 xj)
∧

j∈Ω2

(c1j > xj),

Ω1,Ω2 ⊆ 1, 2, . . . , n, c1, c2 ∈ Rn ,

where
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Figure 1 Fragment of quadtree with the scale S of Peano-type. Two classes (red and green) are
separated in S by white arrows. Color intensity depicts the density of filling. Left big square represents
an m-point that hashes classes. Right square is filled with objects of the green class only detected in
all subordinated (m−1)-points and so, this m-point represents generalized precedent as large uniform
region included in the decision rule (big green arrow)

Figure 2 Intervals of two-dimensional regularities of two classes are the marked boxes

1) ∃xt ∈ K0
2 |PΩ1,c1,Ω2,c2(xt) = 1;

2) ∀xt¬ ∈ K0
2 |PΩ1,c1,Ω2,c2(xt) = 0; and

3) PΩ1,c1,Ω2,c2(xt) represents a local optimum of the standard criterion of predicates’ quality.

Here, through K̃λ, the training sample objects from class λ are designated. Two schemes of
definition of generalized predicates are used.

In the first scheme, sets of objects that satisfy the predicates of Pλ correspond to the set K̃λ.
Figure 2 shows a model example. An analog of the “nearest neighbor” algorithm was used.

Object x is assigned to the class, the regularity of which is considered the closest, the
“distance” to the patterns is calculated by the formula:

dα(x) =

∑
xt:PΩ1,c

1,Ω2,c
2
(xt)=1

ρ(x,xt)

|{xt : PΩ1,c1,Ω2,c2(xt) = 1}|
where ρ is the Euclidean metric in Rn.

Comparison was carried out on the data of the credit scoring (2 classes, 15 features, 348
test objects) [8]. The accuracy of the standard and the modified method of “nearest neighbor”
was on the test data, respectively, 75.6% and 77.5% of correct answers.

In the second scheme, generalized precedent is considered as the set of values of all logical
regularities of the object, disjunction of their negations, the set of values of all logical regularities
of another class, and disjunction of their negations (classification with 3 classes and more used
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(a)

(b)

Figure 3 Visualization of the original training sample (a) and of the sample of generalized precedents
in the parametric space where classes become linearly separable (b)

scheme “one against all”). Thus, each object corresponds to a vector of numbers {0, 1}, and the
generalized precedent is simply a description of the object in the new feature space. Figure 3
shows the visualization of the original training sample and the sample in new parametric space
on the task of recognition of breast cancer [9]. The objects of different classes are presented
in a plane gray and black circles. Generalized precedents of the training sample are linearly
separable.

The version of support vector machine implemented in [5] was used as the main classification
method. The results of the comparison of methods of recognition of test data on various tasks
are presented in Table 1.

In general, the achieved positive results testify to prospects of the approach and to need of
further development of this direction of researches.

6 Concluding remarks

The use of some inherent and injected structures in data has been considered. The opportunities
arising from the use of generalized precedents for creation of detailed decision rule have been
analyzed. It was shown that in case of positional data representation, the feature space RN

can be reduced to two-dimensional space where training data become represented by compact
clusters. Reduced representation realizes the one-dimensional scan of RN , which is loaded with
weights of generalized precedents. A scheme for an iterative process is proposed that yields to
construct exact solutions which are correct on the training data. A new method of training
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Table 1 Results of comparison of recognition methods on various tasks

Task Classes Dimension Objects
Reference
objects

Accuracy
on reference

objects

Accuracy
on generalized
precedents

“Breast” 2 9 344 355 94.6 (0.8) 96.1
“Credit” 2 15 342 348 80.5 (4.3) 64.5
“Image” 7 16 210 2100 68.8 (27.7) 92.0 (0.6)

data compression has been developed and investigated based on the use of cluster means for
elementary logical regularities and on its use as generalized precedents in transformed (N +1)-
dimensional feature space. Computational experiment was made for several types of generalized
precedents on real tasks. Good results approve the new opportunities and open prospects of
the use of generalized precedents in recognition tasks with big data samples.
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Анализируется роль внутренне присущих и привнесенных структур данных при по-
строении эффективных алгоритмов распознавания. Исследуется понятие обобщенного
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по кластерам элементарных логических закономерностей. Представлены результаты вы-
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Распознавание человека по изображению радужной оболочки — актуальная задача
в биометрических системах. Помимо выделения радужки как кольцевой области для по-
вышения точности распознавания определяют области затенения (блики, веки, ресницы
и т. д.). Задача выделения затенений радужки может быть поставлена как классифика-
ция пикселей кольцевой области на два класса: «радужка» и «затенение». В кольцевой
области определяется сектор с минимальной дисперсией яркости, который, как правило,
не содержит затенений (в данной работе этот сектор не вычисляется, а рассматривается
как часть входных данных алгоритма). Далее строится классификатор на основе много-
мерного гауссиана, который обучается на выборке, задаваемой по пикселям этого сектора.
Параметры классификатора были оптимизированы с помощью генетического алгоритма.
Проблема шума и ошибок с классификацией некоторых участков изображения решается
с помощью применения морфологической постобработки. Был проведен вычислительный
эксперимент, и получено распределение функционала качества алгоритма.
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1 Введение

Необходимый этап биометрической идентификации по радужной оболочке — сегмен-
тация радужки, т. е. выделение области изображения, содержащей только радужку. В сег-
ментацию помимо выделения окружностей, аппроксимирующих внешнюю и внутреннюю
границы радужной оболочки, входит выделение областей затенения. Последняя задача
достаточно важна для распознавания человека по радужке, так как ее решение задает
конечную эффективную область для распознавания. В англоязычной литературе эта за-
дача называется EES (Eyelids, Eyelashes, Shadows) localization. Существуют различные
подходы к ее решению. В [1] осуществляется выделение области век с использованием
интегрально-дифференциальных операторов, граница века аппроксимируется некоторой
кривой. В [2] для локализации век используется преобразование Хафа. В [3] граница века
аппроксимируется параболой. В [4] для обнаружения затенений используется мера ка-
чества радужки, вводится вероятностная мера качества радужки, основанная на смеси
многомерных гауссианов, которая сравнивается с мерой, основанной на преобразовании
Фурье. Для распознавания ресниц в [5] применяется статистическая оценка. В [6] описан
метод распознавания век, использующий горизонтальный медианный фильтр и распозна-
вание границ. В [7] для распознавания ресниц используется оператор Собеля, затем рес-
ницы удаляются с изображения с помощью медианного фильтра. Существуют решения,
выделяющие все затенения сразу (без разделения на веки, ресницы, блики и т. п.). Одно
из таких решений описано в [8], в нем применяется классификатор, основанный на смесях
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гауссианов, разделяющий точки на два класса: «радужка» и «затенение». Для обучения
классификатора используются изображения, размеченные вручную.

Недостатками метода [8] являются необходимость в ручной разметке и использование
одного и того же классификатора для всех изображений. Единый классификатор для всех
изображений является сомнительным решением вследствие того, что изображения разных
радужных оболочек могут иметь значительные вариации текстурных признаков (разная
структура, разное освещение и т. д.), что при обучении на большой выборке порождает
очень широкий класс «радужка», обладающий малой разделяющей способностью, а при
обучении на малой выборке — узкий класс, не пригодный для многих изображений.

В данной работе предлагается использовать классификатор на основе многомерного
гауссиана, обучающийся на незатененном секторе S. Использование сектора S для обуче-
ния позволяет избежать использования обучающей выборки, размеченной вручную, т. е.
построить полностью автоматический метод. Таким образом, содержание работы — реа-
лизация алгоритма поиска областей затенения с использованием сектора S вместо ручной
разметки. В качестве сектора S используется сектор с минимальной дисперсией яркости
с фиксированным углом раствора. Важно заметить, что в данной работе прежде всего
ставился вопрос о принципиальной работоспособности метода распознавания затенений
на основе классификатора, обучающегося на элементе того же изображения. Вопрос мак-
симальной оптимизации пока не ставился. В дальнейшем, в частности, будет подробнее
изучен вопрос нахождения сектора S и вопрос выбора признаков, по которым строится
классификатор.

2 Постановка задачи
На вход подается черно-белое изображение I, которое является прямоугольной матри-

цей W×H из целых беззнаковых однобайтовых чисел I(i, j) ∈ [0; 255], задающих яркость
каждого пикселя изображения. Также на вход подаются координаты центров и радиусы
двух окружностей, аппроксимирующих внешнюю и внутреннюю границу радужки (вы-
численные, например, методами [9]), и незатененный сектор S, задаваемый серединным
углом α и раствором ∆α.

Требуется выделить области затенения, т. е. области изображения, на которых изобра-
жена не радужка, а веко, ресница, блик и т. п. Строго говоря, нужно классифицировать
все точки изображения, лежащие внутри кольца, аппроксимирующего радужку по двум
классам — «радужка» и «затенение», т. е. получить бинарное изображение J :

J(i, j) ∈ {0, 1}; i ∈ [1;H ]; j ∈ [1,W ], (1)

где J(i, j) = 1⇔ точка (i, j)T классифицирована как затенение.

3 Метод решения
Рассмотрим точки, находящиеся внутри сектора S = {xn}Nn=1, где N — число точек,

принадлежащих S. Локальные текстурные признаки этих точек будут являться обуча-
ющей выборкой для классификатора. На рис. 1 приведены примеры сектора S для раз-
личных изображений радужки.

Стоит заметить, что в качестве сектора S выбирается сектор с фиксированым рас-
твором ∆α такой, что его дисперсия минимальна, и, строго говоря, этот сектор может
содержать затенения. В таких случаях точность распознавания не может быть высокой.
Пример того, как наличие затенений в секторе S влияет на точность распознавания, рас-
смотрен в разд. 5 (пример 3, рис. 8). В данном примере сектор S содержит ресницы; таким
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(а) S не содержит затенений (б ) S не содержит затенений (в) S содержит затенения

Рис. 1 Примеры секторов с минимальной дисперсией яркости (выделены светлым)

образом, классификатор, обученный по этому сектору, не считает ресницы затенениями,
что уменьшает точность. В дальнейшем планируется написать более точный алгоритм
поиска незатененного сектора радужки.

В качестве локальных текстурных признаков выбираются следующие K = 8 призна-
ков:

1. B(xn) — яркость в точке xn = (x, y)T:

B(xn) = I(x, y) .

2. B(xn) — средняя яркость в окрестности точки xn (в окне размера a).
В качестве окна размера a будем использовать квадрат со стороной 2a + 1. Тогда
количество точек в окне размера a равно (2a+ 1)2.
Обозначим момент яркости в окрестности размера a точки xn:

M (z)
a =

1

(2a+ 1)2

a∑

i=−a

a∑

j=−a

Iz(x+ i, y + j).

Тогда
B(xn) =M (1)

a . (2)

3. σ(xn) — среднеквадратичное отклонение яркости в окрестности точки xn (в окне
размера b):

σ(xn) =

√
M

(2)
b −

(
M

(1)
b

)2
. (3)

4. C(xn) — вектор из пяти компонент дискретного косинусного преобразования в
окрестности точки xn.
Как правило, дискретное косинусное преобразование считается в окне w×h, где w =
= h = 8, но так как в данном случае, из соображений симметрии, желательно, чтобы
окно было симметрично центрированным, используется окно 7×7 (w = h = 7). Дву-
мерное дискретное косинусное преобразование в окне w×h при w = h = 7 c центром
в точке (x, y)T:

Ĉp,q(x, y) = αpαq

3∑

i=−3

3∑

j=−3

I(x+ i, y + j) cos
π(2i+ 7)p

2h
cos

π(2j + 7)q

2w
,

0 6 p 6 h− 1; 0 6 q 6 w − 1,
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где

αp =





1√
w
, p = 0 ;

√
2√
w
, 1 6 p 6 h− 1 ;

αq =





1√
h
, q = 0 ;

√
2√
h
, 1 6 q 6 w − 1 .

Из полученной матрицы коэффициентов 7×7 берутся первые 5 коэффициентов за

исключением Ĉ0,0 (рис. 2), так как коэффициент Ĉ0,0 равен средней яркости в окрест-
ности, которая уже используется в качестве признака:
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Рис. 2 Используемые коэффициенты дискретного косинусного преобразования

C(xn) = (Ĉ0,1, Ĉ1,0, Ĉ0,2, Ĉ1,1, Ĉ2,0)
T.

В формулах (2) и (3) размеры окрестностей a и b выступают в качестве параметров
алгоритма.

Каждой точке сектора S : xn = (x, y)T сопоставляем вектор из признаков:

pn = (B(xn), B(xn), σ(xn), (C(xn))
T)T .

Находим средний вектор:

µ =
1

N

N∑

n=1

pn ; p̂n = pn − µ .

Из векторов p̂n составляется матрица объект-признак M размерности K×N :

M =
(
p̂1 p̂2 · · · p̂n

)
.

Предполагаем, что объекты в пространстве, задаваемом данными параметрами, распре-
делены по многомерному гауссиану. Гипотезу о принадлежности каждого пикселя классу
«радужка» принимаем или отвергаем, основываясь на расстоянии Махаланобиса.

Матрица ковариаций, нормированная на средний вектор, задается следующей форму-
лой:

C =MMT.
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Расстояние Махаланобиса от x до µ:

D(x) =
√

(x− µ)TC−1(x− µ) .

Считаем, что пиксель x лежит в классе «радужка», если

exp (−D2(x)) > Pпорог . (4)

Таким образом, алгоритм задается следующими параметрами: a, b, Pпорог, где a и b —
размеры окон (окрестностей) для расчета 1-го и 2-го признаков (2) и (3), а Pпорог —
пороговое значение в формуле (4). Для определения оптимальных значений указанных
параметров был использован генетический алгоритм.

4 Подбор параметров

Важно заметить, что применение генетического алгоритма для подбора параметров
является не обучением, а настройкой алгоритма, т. е. параметры выбираются единожды
и фиксируются.

Для применения генетического алгоритма нужно ввести функцию ошибки алгоритма
для оценки качества решения для конкретных параметров. Пусть результат работы алго-
ритма равен J , а экспертная разметка областей затенения равна Ĵ , где J и Ĵ — бинарные
изображения вида (1).

Пусть N0 — общее количество классифицируемых точек, лежащих внутри заданной
границы радужки, а N̂0 — количество точек, классифицируемых как затенения в экс-
пертной разметке. Обозначим через δIris(i, j) индикаторную функцию множества точек,
лежащих внутри кольца, аппроксимируещего область радужки. Тогда

N0 = |{(i, j) | δIris(i, j) = 1}|; N̂0 = |{(i, j) | δIris(i, j)Ĵ(i, j) = 1}|.

Тогда относительная ошибка первого рода равна

E1 =
1

N̂0

H∑

i=1

W∑

j=1

Ĵ(i, j)(1− J(i, j))δIris(i, j),

а относительная ошибка второго рода равна

E2 =
1

N0 − N̂0

H∑

i=1

W∑

j=1

J(i, j)(1− Ĵ(i, j))δIris(i, j).

Функция ошибки определяется как сумма относительных ошибок первого и второго рода:

E = E1 + E2 .

В данном генетическом алгоритме особь — это вектор, состоящий из трех параметров
алгоритма: v = (a, b, Pпорог)

T. Оценка качества особи производилась на наборе из M = 10
изображений с экспертной разметкой затенений: I = {Im}Mm=1, т. е. функция качества особи
определялась как средняя точность алгоритма на изображениях из I:

f(v) = f




a
b

Pпорог


 =

1

M

M∑

m=1

(1− E(Im, a, b, Pпорог)) ,
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Рис. 3 Зависимость максимальной функции качества в популяции от номера поколения

где E(I, a, b, P ) — значение функции ошибки алгоритма с параметрами (a, b, P ) на изоб-
ражении I. Селекция выполнялась методом рулетки, т. е. вероятность выбора особи v
в качестве родителя пропорциональна f(v).

В генетическом алгоритме использовались следующие генетические операторы:

• cкрещивание:

v ⊗ w =



a1
b1
P1


⊗



a2
b2
P2


 =



r(a1, a2)
r(b1, b2)
r(P1, P2)


 ,

где r(x, y) — случайная величина (распределенная по Бернулли):

r(x, y) =





x с вероятностью p =
1

3
;

y с вероятностью p =
1

3
;

x+ y

2
с вероятностью p =

1

3
;

• мутация:

M(v) =M



a
b
P


 =





v с вероятностью p =
2

3
;

(r1, b, P )
T с вероятностью p =

1

9
;

(a, r1, P )
T с вероятностью p =

1

9
;

(a, b, r2)
T с вероятностью p =

1

9
,

где r1 — дискретная случайная величина, равномерно распределенная на [1, 15]; r2 —
непрерывная случайная величина, равномерно распределенная на [0,6, 1]. Было прове-
дено вычисление 15 поколений при размере популяции в 10 особей. На рис. 3 приведен
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график зависимости максимальной функции качества в популяции от номера поко-
ления в процессе выполнения генетического алгоритма. Лучшей особью в начальной
популяции является вектор v0 = (5, 5, 0,7)T.

В результате работы генетического алгоритма получены следующие параметры:

v∗ =



a
b
P


 =




10
7

0,85


 ; f(v∗) = 0,664.

Строго говоря, утверждать, что данные параметры являются оптимальными, нельзя,
однако на рис. 3 видно, что f(v∗) больше, чем f(v0), т. е. подбор параметров генетическим
алгоритмом улучшил результат. Это также видно на гистограммах на рис. 5 (см. разд. 5).

5 Вычислительный эксперимент

Метод был реализован в системе Matlab, код реализации находится в общем досту-
пе [10]. К сожалению, возможности сравнить результаты с результатами других методов
пока нет, ввиду отсутствия размеченных баз, на которых получены результаты других ме-
тодов. Данная реализация метода была протестирована на базе изображений CASIA [11]
с экспертной разметкой границ радужки, незатененного сектора и областей затенения (для
оценки ошибки). Алгоритм запускался c параметрами: v0 = (5, 5, 0,7)T и v∗.

Примеры вывода алгоритмов с параметрами v0 и v∗ на одном и том же изображении
приведены на рис. 4. На рис. 4 показаны две проблемы алгоритма:

1) на изображениях виден шум (некоторые отдельные точки радужки классифицируют-
ся как затенения и наоборот);

2) существует проблема с распознаванием век — часть верхнего века мало отличается
от радужки.

(а) Параметры v0 (б ) Параметры v∗

Рис. 4 Результат работы алгоритма на различных наборах параметров

Для компенсации данных недостатков алгоритма применялась морфологическая пост-
обработка. К логическому изображению вывода алгоритма применялись фильтры замы-
кания и размыкания. Фильтры считались в окнах 7×7. Точность алгоритма увеличилась
после применения фильтра, это видно на рис. 5–8.
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(а) Параметры v0; E = 0,524 (б ) Параметры v∗; E=0,344 (в) Параметры v∗ + фильтр; E =
= 0,286

Рис. 5 Гистограммы ошибок для различных модификаций алгоритма

На рис. 5 представлены гистограммы распределения функционалов качества E
для каждой из исследуемых модификаций алгоритмов на 500 изображениях из базы
CASIA [11].

Стоит также заметить, что в экспертной разметке затенений не учитываются блики,
в то время как данный алгоритм классифицирует блики как затенения. На некоторых
изображениях это приводит к заведомо заниженной оценке точности распознавания.

Далее приведены три примера работы алгоритма с параметрами v∗ и применением
фильтра.
Пример 1. На рис. 6 показаны результаты работы алгоритмов на файле 2003R05.bmp
из базы CASIA, изображенном на рис. 6, a. Результат до применения фильтра изображен
на рис. 6, б. Результат после применения фильтра изображен на рис. 6, в. Время работы:
t = 12,7 с. Функция ошибки: E = 0,102.

(а) Исходное изображение (б ) Результат без фильтра (в) Результат с фильтром

Рис. 6 Результаты работы на изображении 2003R05.bmp из базы CASIA [11]

Пример 2. На рис. 7 показаны результаты работы алгоритмов на файле 2007R01.bmp
из базы CASIA, изображенном на рис. 7, a. Результат до применения фильтра изображен
на рис. 7, б. Результат после применения фильтра изображен на рис. 7, в. Время работы:
t = 10,3 с. Функция ошибки: E = 0,156.
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(а) Исходное изображение (б ) Результат без фильтра (в) Результат с фильтром

Рис. 7 Результаты работы на изображении 2007R01.bmp из базы CASIA [11]

Пример 3. На рис. 8 показаны результаты работы алгоритмов на файле 2015R11.bmp
из базы CASIA, изображенном на рис. 8, a. Результат до применения фильтра изображен
на рис. 8, б. Результат после применения фильтра изображен на рис. 8, в. Время работы:
t = 10,7 с. Функция ошибки: E = 0,484. В этом примере сектор S содержит затенения и,
как следствие, алгоритм не распознал ресницы, однако тем не менее распознал веки.

(а) Исходное изображение (б ) Результат без фильтра (в) Результат с фильтром

Рис. 8 Результаты работы на изображении 2015R11.bmp из базы CASIA [11]

6 Заключение

Представлен метод, позволяющий с высокой точностью выделять области затенения
радужки. Основное преимущество метода состоит в том, что он является полностью авто-
матическим и не требует ручной разметки для обучающей выборки. Также отличительной
чертой является тот факт, что метод строит новый классификатор для каждого изображе-
ния, что обеспечивает стабильность работы на изображениях с разной структурой радуж-
ки и с разной освещенностью. Скорость работы метода невелика (среднее время работы
на одном изображении на выборке CASIA [11] составляет 10 с), однако это время можно
уменьшить, используя более быстрые языки программирования.
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Detecting visible areas of iris by qualifier
of local textural features∗
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A person recognition by the image of the iris is an actual problem. To increase the accuracy
of recognition, usually areas of occlusion are detected in addition to locating of the iris as an
annular region. The problem of occlusion detection can be set as the classification of pixels
from annular region into two classes: “iris” and “occlusion.” In the annular region, the segment
with minimum dispersion of brightness is selected, which usually contains no occlusion (in
this article, this segment is not calculated and supposed to be a part of the input data).
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Then, a classifier based on multivariate Gaussian is built and after that, it is trained on
the training set, which is set by local textural features of the pixels from this sector. The
parameters of the classifier were optimized using genetic algorithm. The problems with noise
and errors of classification in particular areas of the image are solved by applying morphological
postprocessing. A computational experiment was carried out and it allowed to obtain the
distribution of the functional of quality of the algorithm.

Keywords: image processing; pattern recognition; biometric identification by iris
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2-симплекс призма — когнитивное средство принятия
и обоснования решений в интеллектуальных
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Для ряда проблемных и междисциплинарных областей, таких как медицина, биоме-
дицина, экогеология, образование, дорожное строительство, впервые в интеллектуальных
динамических системах предлагается для принятия и обоснования решений применять
оригинальное когнитивное средство — 2-симплекс призму. Идея применения n-симплексов,
теорема для принятия и обоснования решений на основе n-симплексов и использование
ее в интеллектуальных системах (ИС) впервые предложены А.Е. Янковской в 1990 г.
Описывается применение 2-симплекс призмы для принятия и обоснования решений в ин-
теллектуальных динамических системах, основанных на тестовых методах распознавания
образов, нечеткой и пороговой логиках.

Ключевые слова: 2-симплекс призма; n-симплекс; когнитивное средство; принятие ре-

шений; обоснование решений; интеллектуальные системы; интеллектуальные динами-

ческие системы; тестовые методы распознавания образов; нечеткая логика; пороговая

логика; области применения 2-симплекс призмы
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1 Введение

Когнитивная графика как научное направление, связанное с принятием и обосновани-
ем решений в ИС, начала развиваться с 1970-х гг. Значительный вклад в развитие когни-
тивных средств внесли R. Axelrod [1], R.G. Basaker и T. L. Saati [2], Д.А. Поспелов [3, 4],
Д.А. Поспелов с соавт. [5], А.А. Зенкин [6, 7], В.А. Албу и В.Ф. Хорошевский [8], Б.А. Ко-
бринский [9], А. Е. Янковская [10], А.Е. Янковская с соавт. [11, 12].

Растущий интерес к разработке и использованию прикладных ИС стимулирует спрос
на создание графических, включая когнитивные, средств визуализации различных ин-
формационных структур, выявленных закономерностей, а также принятия и обоснования
решений. Графические изображения на экране компьютера упрощают восприятие и по-
нимание закономерностей в данных и знаниях.

В настоящее время средства когнитивной графики широко используются в различных
ИС для решения разнообразных задач для проблемных и междисциплинарных областей:
медицина, образование, геология, проектирование, радиоэлектроника, социология, психо-
логия, психиатрия, экобиомедицина, экогеология и др. Средства когнитивной графики

∗Работа поддержана грантами РФФИ (проекты №№13-07-00373, 13-07-98037 и 14-07-00673) и частично
РГНФ (проект №13-06-00709).
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широко применяются в разнообразных ИС: для анализа информационных структур, вы-
явления различного рода закономерностей в данных и знаниях, принятия и обоснования
принятия результатов решения; в интеллектуальных обучающе-тестирующих системах:
для визуализации и прогнозирования результатов процесса обучения, для оптимизации
учебного процесса и др.

Весьма актуальным является применение когнитивных средств для анализа и визуали-
зации динамических процессов при принятии и обосновании решений. Например, препо-
давателю необходимо учитывать полученные респондентами в ходе обучения результаты,
для постановки итоговой оценки или врачу для отслеживания осуществленных меропри-
ятий в ходе лечения пациентов в целях успешного лечения. Применение когнитивной гра-
фики при принятии решений существенно упрощает анализ информации и способствует
принятию оптимального решения.

Предлагаемая статья является продолжением исследования применения когнитивных
средств, основанных на n-симплексе [13, 14]. Несомненным преимуществом когнитивных
средств, основанных на n-симплексе, является инвариантность к проблемным областям.
Отметим, что целесообразно создание средств когнитивной графики с использованием со-
временных технологий и с учетом всех доступных платформ: desktop-приложения (прило-
жения для настольного персонального компьютера), приложения для смартфонов и план-
шетов, WEB-приложения.

Ниже описываются математические основы представления исследуемого объекта
в 2-симплексе и основы представления исследуемого объекта (процесса) на базе 2-симплекс
призмы; приводятся примеры применения 2-симплекс призмы в разработанных, а также
разрабатываемых ИС; предлагаются дальнейшие направления исследований.

2 Математические основы представления исследуемого объекта

в 2-симплекс призме

В основе принятия и обоснования решений, а также графической визуализации пра-
вильного n-симплекса лежит следующая теорема, сформулированная в [15, 16].

Теорема. Для любого набора одновременно не равных нулю чисел a1, a2, . . . , an+1, где
n — размерность правильного n-симплекса, можно найти одну и только одну такую точку,
что h1 : h2 : · · · : hn+1 = a1 : a2 : · · · : an+1, где hi, (i = 1, . . . , n + 1) — расстояние этой
точки до i-й грани [15, 16]. Коэффициент ai, (i = 1, . . . , n + 1) представляет собой степень
условной близости исследуемого объекта к i-му образу.

Эта теорема использовалась при построении более чем тридцати прикладных интел-
лектуальных системах и трех инструментальных средств, предназначенных для выяв-
ления различного рода закономерностей и принятия диагностических, организационно-
управленческих и классификационных решений, для принятия решения и их обоснования.

Далее приведем соотношения между коэффициентами и высотами для 2-симплекса.
Поскольку 2-симплекс обладает свойством постоянства суммы расстояний (h) из лю-
бой точки до его граней и свойством сохранения отношений между этими расстояниями
h1 : a1 = h2 : a2 = h3 : a3, то расстояния h1, h2, h3 от точки до сторон треугольника вы-
числяются на основе коэффициентов ai(i ∈ 1, 2, 3) и операции нормализации исходя из
следующих соотношений:
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H =
3∑

i=1

hi;

H = A
3∑

i=1

ai;

h1
a1

=
h2
a2

=
h3
a3

по формуле:

hi = Aai, i ∈ {1, 2, 3}.
Когнитивное средство 2-симплекс призма представляет собой правильную треуголь-

ную призму, содержащую в основаниях и срезах 2-симплексы, зафиксированные в кон-
кретные моменты времени. В целях вычисления расстояния от основания призмы до
2-симплекса h2 введем следующие параметры: H2 — высота 2-симплекс призмы, зада-
ваемая пользователем и сопоставленная продолжительности исследования; t — момент
фиксации параметров исследуемого объекта; Tmin — момент первой фиксации парамет-
ров исследуемого объекта; Tmax — момент последней фиксации параметров исследуемого
объекта. Расстояние h2 вычисляется по следующей формуле:

h2 = H2
t− Tmin

Tmax − Tmin
.

3 Применение 2-симплекс призмы в различных проблемных

областях
Когнитивное средство 2-симплекс призма предназначено для применения в различных

проблемных и междисциплинарных областях. Рассмотрим примеры применения 2-симп-
лекс призмы в различных областях: (1) диагностики и интервенции организационного
стресса (ОС); (2) экспресс-диагностики и профилактики депрессии; (3) образовании.

Рассмотрим пример диагностики и интервенции ОС с использованием 2-симплекс приз-
мы в ИС экспресс-диагностики и интервенции ОС (ДИОС) [17], основанной на идее трех-
ступенчатой диагностики и выбора интервенции на базе сконструированного авторами
опросника [17, 18] по каждой из трех стадий ОС (1 — напряжения; 2 — адаптации; 3 —
истощения) и базируемой на пороговой и нечеткой логиках [19, 20]. Идея трехступенча-
той диагностики ОС позволяет в более короткие сроки оказывать дифференцированную
помощь при наличии ОС у обследуемых.

Для экспресс-диагностики ОС используется опросник, включающий вопросы по трем
стадиям ОС: 1 –– напряжения (возбуждения); 2 –– адаптации (сохранения энергии); 3 ––
истощения. В основе опросника лежит концепция Г. Селье [21]. В 1-й и 2-й стадиях исполь-
зуется 7 признаков (симптомов) для выявления ОС; в 3-й стадии — 8 признаков, причем
количество значений каждого признака равно 5 (никогда — 0; редко — 0,25; иногда — 0,5;
часто — 0,75; постоянно — 1).

После проведения тестирования система обрабатывает анкету исследуемого и выдает
результаты диагностики ОС по каждой из стадий. Полученные результаты передаются
в модуль когнитивной графики. В случае если не предусмотрено исследование динамики
развития ОС, то для принятия и обоснования используется когнитивное средство 2-симп-
лекс. Если необходимо наблюдение в динамике за обследуемым, то используется 2-симп-
лекс призма. Отображаемая динамика результатов по диагностике ОС с применением
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2-симплекс призмы позволяет определить степень близости к тому или иному диагнозу на
каждом этапе лечения.

2-симплекс призма одновременно отображает только три образа, однако ИС ДИОС
выявляет как 3 стадии ОС (возбуждения, адаптация, истощение), так и отсутствие стрес-
са. В связи с этим предлагается для отображения динамики использовать две 2-симплекс
призмы: первая предназначена для отображения динамики для трех стадий ОС (рис. 1),
вторая — для отображения двух первых стадий и факта отсутствия стресса (рис. 2). Отме-
тим, что если у обследуемого история развития болезни укладывается в рамки диагнозов,
сопоставленных сторонам одной из двух 2-симплекс призм, то целесообразно использовать
только одну призму. Также заметим, что в 2-симплекс призме используются когнитивные
свойства, представленные цветовой палитрой для отображения опасности диагнозов и со-
поставляемых им образов, например, красным цветом отображается самая тяжелая стадия
ОС — истощение. Кроме того, поскольку рис. 1 и 2 используют перспективную проекцию,
может создаться ощущение, что линии, соединяющие точки и грани, не перпендикулярны
граням.

Представим иллюстративный пример, когда история развития болезни не укладывает-
ся в рамки диагнозов, сопоставленных сторонам одной 2-симплекс призмы, а необходимо
использовать две 2-симплекс призмы. При этом проведено 5 тестов по определению ста-
дии ОС. В первой 2-симплекс призме отображены результаты 1-, 2-, 3- и 4-го тестов, во
второй 2-симплекс призме отображены результаты 3-, 4- и 5-го тестов. На рис. 1 представ-
лена 2-симплекс призма, отображающая первую часть лечения обследуемого со стадии
истощения (3) до стадии возбуждения (1).

Первый тест (T1) выявил у обследуемого стадии адаптации (2) и истощения (3), причем
стадия истощения преобладает над стадией адаптации и существенно преобладает над
стадией возбуждения (1). Второй тест (T2) выявил, что болезнь развивается от стадии
истощения (3) к стадии адаптации (2). Третий тест (T3) выявил, что болезнь развилась до
уровня, находящегося между стадией адаптации (2) и возбуждения (1). Четвертый тест
(T4) выявил преобладание стадии возбуждения (1).

Вторая 2-симплекс призма (см. рис. 2) отображает процесс перехода от стадии адап-
тации (2) к отсутствию стресса (0).

Пятый тест (T5) выявил отсутствие ОС.

Рассмотрим отображение результатов тестирования качества знаний респондентов
в модуле интерпретации результатов обучающе-тестирующей системы с использовани-

Рис. 1 Отображение результатов четырех тестов диагностики ОС в 2-симплекс призме
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Рис. 2 Отображение результатов пяти диагностик ОС в 2-симплекс призме

ем оценочных коэффициентов, определяющих насколько хорошо респондент справляет-
ся с различными заданиями на основе способностей (навыков) [22]. В разрабатываемой
авторами обучающе-тестирующей системе респондент после изучения выбранной дисцип-
лины проходит смешанный диагностический тест, представляющий собой оптимальное
сочетание условной и безусловной составляющей [23]. Во время прохождения смешанного
диагностического теста (СДТ) формируется карта действий респондента (КДР). После
прохождения респондентом СДТ КДР проецируется в набор оценочных коэффициентов
на основе следующих способностей (навыков): (1) запоминание и воспроизведение учебно-
го материала в неизмененном виде; (2) воспроизведение учебного материала в измененном
виде; (3) извлечение новых знаний на основе изученного учебного материала; (4) решение
новых задач и т. д.

При разработке клиент-серверной программной системы с мультимедийными возмож-
ностями целесообразен перевод набора оценочных коэффициентов в следующие показате-
ли: (1) решение задач, требующих большой сосредоточенности; (2) решение нетривиаль-
ных задач; (3) быстрая обучаемость и знание большого количества технологий.

Отметим, что при оценке способностей респондентов на основе оценочных коэффици-
ентов возможна ситуация, когда респондент одинаково владеет или не владеет знания-
ми по оцениваемым способностям. Это отображается кругом в центре 2-симплекса, что
затрудняет визуально определить значение показателей. С целью разделения этих двух
состояний используется цветовая индикация –– насыщенность цвета для круга, отобража-
ющего прохождение теста, сопоставлена набранному количеству баллов по тесту (рис. 3).

На основе 2-симплекс призмы предлагается осуществлять анализ динамики развития
способностей как респондента, так и группы респондентов. Используя 2-симплекс призму,
как и любое графическое средство, необходимо учитывать, что отображение результатов
большой группы респондентов резко увеличивает сложность анализа.

Применение 2-симплекс призмы не ограничивается вышеописанными примерами.

4 Заключение

Одним из важных свойств отображения информации в 2-симплекс призме является
возможность анализировать динамику положения исследуемого объекта на заданном вре-
менно́м интервале, что позволяет пользователям принимать и обосновывать принимаемые
решения, анализируя изменение параметров исследуемого объекта.
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Рис. 3 Пример использования 2-симплекс призмы для обучающе-тестирующих систем

Применение когнитивных средств целесообразно для любой проблемной и междис-
циплинарной области, в которой необходимо проводить принятие и обоснование решения
об отношении исследуемого объекта к тому или иному образу (классу) в фиксированный
момент времени или на заданном промежутке времени. В отличие от ранее разработанных
когнитивных средств, основанных на n-симплексе [24, 25], 2-симплекс призма позволяет
исследовать объект динамически на заданном пользователем временно́м интервале.
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dataset containing the expert assessment of the student interviews at the IT center.
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1 Introduction

The paper presents a solution for the panel matrix recovery problem, where the panel matrix
is a multidimensional object–feature–year [1] matrix. The objects of the matrix are represented
by vectors containing different object features for several years. This algebraic structure is used
to recover the ranking model and estimate its stability: whenever the parameters of the model
remain stable in different years, is considered to be stable. The original dataset is represented by
the design matrix, namely, the object–feature matrix, which contains all the object descriptions
during all the timestamps.

The main goal of this paper is to develop an algorithm of panel matrix recovery and to
recover the ranking model. Let the panel matrix Z be the matrix, where the entry zijt is the
feature j of the student i in the year t.

The problem of the panel matrix recovery can be found in the pattern recognition, when it is
required to recover the tracks of different targets received by sensors [2]. In this paper, another
application problem is considered that can be met in business-analytics: an employee selection
problem. The dataset containing expert assessments, which were received during the interview
at an educational IT-center in 2006–2009, is considered. The purpose is to recover the ranking
model and to estimate the stability of this ranking model during all the years. It is proposed
to construct some generalized “portraits” of these students and to recover the panel matrix Z
based on these portraits. Note that in this paper, a special case of the panel matrix recovery is
considered when the features (answers from assessment) of the portraits remain stable and the
only elements that are changeable are the classes of students. The scheme of the panel matrix
recovery is shown in Fig. 1.
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A row corresponds to one student

A timestamp

The design matrix The panel matrix

Figure 1 The panel matrix recovery. The generalized student “portraits” that remain stable during
all the time are found and considered to be the panel matrix objects

The problem is stated as the multidimensional assignment problem. It requires to find a bi-
jection between object descriptions in different years. The main difficulty in solving this problem
is that the multidimensional assignment problem is NP-hard (nondeterministic polynomial-time
hard) [3]; therefore, it requires to use heuristic algorithms to solve it. There are several solutions
for this problem and related problems [4–6]. The papers [3, 7] propose to use linear program-
ming and randomization algorithms. The methods proposed in the present paper are based on
a hypergraph construction. One can use a genetic algorithm [8]. As an alternative, the problem
is stated as the common min-cost max flow problem [9].

Define some terms that will be used for the dataset description.

Definition 1. A scale L is an algebraic structure [10] with a fixed set of operations, relations,
and a fixed set of axioms.

Definition 2. A nominal scale C is a scale with a fixed binary relation:

1) x = y ∨ x 6= y;
2) x, y : x = y ⇒ y = x; and
3) x, y, z : x = y ∧ y = z ⇒ x = z

where x, y, and z are the objects from the scale C: x, y, z ∈ C.

Definition 3. An oridnal scale O is a nominal scale with a fixed relation:

1) xRx;
2) xRy ∧ yRx⇒ x = y; and
3) xRy ∧ yRz ⇒ xRz

where x, y, z ∈ O.

Definition 4. A linear scale W is an ordinal scale with total order and addition and subtrac-
tion operations defined on it.

Definition 5. A ranking function f is a mapping from the object space X to the finite set of
classes Y with a total order defined on it [11].

The ranking model recovery problem can be met not only in the employee selection but
also in information technologies [12], agriculture [13], and energy management [14]. The type of
the ranking model recovery algorithm can be chosen with respect to the dataset scale [15–17].
In this paper, a pairwise dominating matrix algorithm is considered for the feature set with a
partial order defined on each feature [18]. Another algorithm considered in the present paper
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is an algorithm RankSVM, which is a generalization of a classification algorithm based on the
support vector machine (SVM) [19].

The ranking model is recovered by the dataset [20] containing students that attempt to pass
the interview at the educational center during 2006–2009. The data can contain missing values.
The dataset feature descriptions are shown in Table 1.

The expert proposes that each feature should give a positive contribution into the rating.
The higher score student gets the higher rating he receives according to the “bigger is bet-
ter” [21] principle. The nominal feature “Student’s interests” is not used in the ranking model
recovery, but it is used in the panel matrix recovery in order to cluster students. The expert also
recommends to round the feature “Student’s interests” in order to get three discrete values.

One of the steps of the panel matrix recovery is a clustering, which requires a distance func-
tion. This function determines how close to each other the students estimates are. A generalized
Heterogeous Euclidean-Overlap Metric (HEOM) function [22] and Heterogeous Manhattan-
Overlap Metric (HMOM) function [23] are proposed for a mixed-scale dataset (a dataset con-
taining linear, ordinal [24], and nominal scales). Extracting significant information from such
datasets is a challenging high priority issue for many organizations in the business analytics.

2 The problem formulation

In this section, a formal definition of the panel matrix Z and ranking model recovery problem
are presented.

Definition 6. The panel matrix Z is a matrix where the entry zijt is the feature j (answers
from assessment) of student i in year t.

The dataset contains the set of pairs of mixed-scale data:

D = {(xi, yi) : i ∈ I}, the object index i ∈ I = {1, . . . , m},
X = [x1, . . . ,xm]

T, yi ∈ y

with metric
d : X× X→ R+

Table 1 Dataset feature descriptions

Feature Scale type Scale cardinality

Average score during university educa-
tion

Linear, W Rational number in [3;5]

Average score for the last term

Acceptance preference (expert estimation) Ordinal, O
Rational number, the cardinality
changes during some years

Student’s interests:
programming,
telecommunication development,
or both

Nominal, C

The experts used 3 discrete values
{programming, both, telecommunica-
tion} in 2006; later, the experts used ra-
tional number

Students’ responsibility
Level of knowledge Rational number,
Motivation Ordinal, O the cardinality changes during some
Student’s class — the final rating in the
assessment

years
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where X = L1 × · · · × Ln is the object space; X is the object–feature matrix for the dataset;
xi ⊂ X; and y is the vector of classes for each object in dataset such that its elements are in Y.
In this paper, the generalized HEOM distance and HMOM distance functions are used as the
functions of d (see Eqs. (12) and (14) below). Define a total order on the set of classes:

Y = {“1”,“2”,“3”,“4”,“5”} (1)

where “1” ≺ “2” ≺ “3” ≺ “4” ≺ “5”.
Let T = {t} be the set of timestamps of the estimations. In this paper, the set T contains

4 elements, corresponding to 2006–2009. Let Xt be the matrix of the objects X of the year t.
Let Dt be the distance matrix for all pairs of objects per year t:

dtiq = d(xt
i,x

t
q), xt

i,x
t
q ∈ Xt.

The panel matrix recovery procedure consists of the following parts:

11) a dendrogram constructing algorithm d;
21) a clustering algorithm c;
31) a class recovery algorithm r;
41) a bijection recovery algorithm m that finds a bijection between cluster centroids Mt of

different years; and
51) an algorithm a of averaging cluster centroids.

D Tt Mt ŷt

ϕ M̂t Z

dtij

d

dtij, N

c r

ρm

Mt

a

Figure 2 Panel matrix recovery procedure

The panel matrix recovery procedure is shown in Fig. 2: for each year t, the algorithm d

constructs the dendrogram Tt. Then, calculate the optimal number of clusters N and the
algorithm c proceeds clustering. For each cluster µ from the set of cluster centroids Mt, the
algorithm r recovers its class ŷt ∈ ŷt. After that, the algorithm m finds a bijection ϕ that
matches clusters from different years Y. As a result, get the panel matrix Z from the averaged
centroids M̂, which correspond to the student portraits, and the vector of recovered classes ŷt.

The algorithm c clusters the objects of the dataset for each year t. Let Mt ⊂ X be the set
of N cluster centroids for year t, Mt = [µ1, . . . ,µN ]

T .
For each cluster centroid µt

k, recover its class ŷk
t ∈ Y (1). Here, for this purpose, median

function has been used:
ŷtk = median{yti : cluster(xt

i) = k}
where cluster(x) is the function which returns the index of cluster that contains element x.

Machine Learning and Data Analysis, 2015. Volume 1. Issue 14.



Panel matrix and ranking model recovery 1943

Let the distance function be given by

ρ : X× X→ R+. (2)

This function is used in algorithm m to find the mapping that satisfies criteria (5) and (4) (see
below). The distance function used as the function of ρ is also described below (15).

The algorithm m of the bijection recovery between clusters of different years finds the
permutation of cluster indexes:

ϕ : {1, . . . , N} → {1, . . . , N} (3)

such that for each year t the mapping is a bijection. Let use the distance function ρ (2) to
find this mapping. A set of cluster centroids is called Gk = [µ1, . . . ,µ|T |] if it contains all the
centroids that ϕ returns k for them:

Gk = {µ ∈ X : ϕ(index(µ)) = k}

where index : Mt → {1, . . . , N} is the function, which returns the index for each cluster.
Let us select ϕ that minimizes the following criteria:

1. The clustering criterion CC: ϕ should minimize the average value of R where R is the ratio
from the average distance between objects µk1 and µk2 from cluster set Gk to the average
distance between cluster centroids Gk1 and Gk2 :

CC = meank∈{1,...,N}R(Gk), R(Gk) =
meanµk1

,µk2
∈Gk

d(µk1,µk2)

meanGk1
,Gk2

d(Gk1 ,Gk2)
. (4)

2. The stability criterion CS : ϕ should minimize the difference in classes ŷk1 and ŷk2 of cluster
set Gk:

CS =
N∑

k=1

∑

µk1
,µk2

∈Gk

|ŷk1 − ŷk2|. (5)

The resulting optimization problem is the following:




ϕ = arg min

ϕ′∈Φ
CC;

ϕ = arg min
ϕ′∈Φ

CS

where Φ is the set of mappings from the index set {1, . . . , N} to itself such that for each
year t, the mapping is bijective.

As an averaging algorithm a, one gets averaged cluster centroids using the following function:

avg{µ̂kj} =





mean{µqj : µq ∈ Gk} whenever Lj is linear scale;

median{µqj : µq ∈ Gk} whenever Lj is ordered scale;

mode{µqj : µq ∈ Gk} whenever Lj is nominal scale

(6)

where µ̂ ∈ M̂ is the averaged cluster centroid from Gk; and M̂ is the set of averaged cluster
centoids. Let use M̂ as an object set for the panel matrix Z.

As a result of the panel matrix recovery procedure, obtain the matrix Z that contains the

set of the averaged centroids M̂ and the vector of recovered classes ŷti ∈ yt.
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Ranking model recovery

To solve the ranking model recovery problem, one should find a mapping:

f : X→ Y

which minimizes error function Q(X). In this paper, Kendall correlation coefficient [25] has
been used:

Q(X) = 1−KendallTau(y, ŷ)

where ŷ is the vector of classes which is returned for objects X by the function f ; and the
Kendall correlation coefficient is

KendallTau =
4|{(i, q) : yi > yq, ŷi > ŷq}|

m(m− 1)
− 1. (7)

3 Calculating optimal number of clusters

In the previous section, the number of clusters N was considered to be fixed. One can select
the value for N using expert estimates. The other way is to optimize the number of clusters
using heuristics. This section describes the optimization problem, which can be used as the
one way to find the optimal number of clusters N . Assume the number N of clusters remains
stable for each year from the set T . The reason of this assumption is the wish to recover the
ranking model for each year of the panel matrix and to estimate correlation between rankings
of different years. If the number N differs for different years, this problem is incorrect.

Optimize the number of clusters N using dendrogram constructing algorithm d.

Definition 7. The dendrogram Tt is a tree that is built using the distance matrix Dt which
shows the relationships between clusters.

Describe the dendrogram constructing method. Suppose one has a linkage algorithm:

AL : R+
m × R+

n → X× X . (8)

It defines the pair of elements xi and xq to merge into one cluster µk. Let merge this pair and
then recalculate the distance matrix Dt using information about the merged elements.

At the end of dendrogram constructing algorithm, one receives a tree Tt. Its root contains
two last elements merged at the final step.

The example of dendrogram is shown in Fig. 3. The elements A, B, and C are clustering
until one cluster remains.

Theorem 1. For each N ∈ {1, . . . , m}, a clustering with a set of N clusters is constructible,
where m is the number of objects.

Proof. Each step, the number of clusters is reduced by one. Therefore, after m−N steps, one
gets the set of clusters with cardinality equal to N . �

Let us construct the dendrogram Tt for each year t for optimal N calculating. The number
of clusters N is optimal whenever it satisfies the following criteria.

1. The uniform class criterion CU : the number of cluster centroids Mt of different classes
should be equal. N should minimize the deviation of number of different classes of clusters:

CU(M
t) = σ{|Mt

y|, y ∈ Y}

where |Mt
i| is the cardinality of the setMt with class y ∈ Y; and σ is the standard deviation.
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{A} {B} {C}

{A} {B,C}

{A,B,C}

Figure 3 The example of dendrogram

2. Mixing class criterion CM: the number of clusters N should decrease the difference of
classes inside clusters:

CM(Mt) = meanµk∈M
tσ({yi : cluster(xi) = k}).

The number of clusters N should be less than or equal to the minimum number of objects
in the sets: N 6 min

t∈T
|Xt|. Also, let construct a clustering that contains a representative of each

class; therefore, N should be greater than or equal to the cardinality of Y. The final formula
for the optimization problem is the following:




N = argmin
N

(meant∈T (δU(M
t)));

N = argmin
N

(meant∈T (δM(Mt)));

N > 5, N 6 min
t∈T
|Xt|.

(9)

Some heuristics have been proposed to select N . Let us construct two dendrograms Tt
U

for each year t. They use the linkage algorithms (8) ALE and ALM to estimate functionals δY
and δE.

In order to estimate CU , let us use the following linkage algorithm:

ALU = argmin
µk1

,µk2
∈Mt,

ŷk1=ŷk2= max
i={1,...,5}

|Mt
i|

Dk1k2 .

Select a pair of the closest objects of the most common class (the class which has the most
number of representatives). Each step, the cardinality of the largest set Mt

i of cluster centroids
of the fixed class y has been reduced. The difference in cardinality between these sets decreases.
Therefore, the dendrogram Tt

E is quite close to be optimal with respect to δY for the fixed N .
In order to estimate CM, the following linkage algorithm has been used:

ALM = argmin
µk1

,µk2
∈Mt,

|ŷk1−ŷk2 |=max

||members(µk1)| − |members(µk2)||2,

where members Mt → 2X
t

are the functions that return a set of objects assigned to the cluster.
This linkage algorithm selects the pair (µ1,µ2) of clusters with the largest difference in classes
and with the smallest difference in cardinality. Each step, the difference in classes inside some
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cluster has been maximized; therefore, the dendrogram is quite close to be the worst with
respect to δM for the fixed N .

To find a compromise between two criteria CU and CM, these criteria for each N have been
estimated and ranked. Consider the optimal number of cluster gets minimum of these ranks:

N = argmin
N

(rank(CU , N) + rank(CM, N))

where rank is the function that gives rank for each estimation for current N .

4 Distance functions for mixed-scale data

In this section, distance functions are described for different scale types — linear (10), ordi-
nal (11), nominal (13), and mixed (12) and (14). The distance function for mixed-scale dataset
is proposed below.

4.1 Distance function for linear-scale data

Consider the generalized distance function for a linear-scale dataset:

r(xi,xq) =
(
(|xi − xq|p)T S−1|xi − xq|p

)1/(2p)
(10)

where p is the number; S is the symmetric nonnegative definite matrix (for example, identity
matrix I); and exponentiation is proceeded per component: xp = [xp1, . . . , x

p
n]

T. The Euclidean
metric corresponds to this formula with S = I and p = 1:

r(xi,xq) =

n∑

i=1

(xi − xq)
2)1/2.

The Manhattan distance corresponds to this formula with S = I and p = 0.5:

r(xi,xq) =

n∑

i=1

|xi − xq|.

4.2 Distance for ordinal-scaled data

Define matrix functions Hj+ and Hj− for projection the object set X on feature j where the
scale Lj is ordinal. Each component of vectors Hj+

i and Hj−
i determine the order between

feature j of object i and other objects:

(Hi
j+)l =

{
1 whenever xij ≻ xlj ;

0 otherwise;

(Hi
j−)l =

{
1 whenever xlj ≻ xij ;

0 otherwise.

Let the distance function pdist be given by:

pdist(xij , xqj) =
m−

(
〈Hi

j+,Hq
j+〉+ 〈Hi

j−,Hq
j−〉
)

m
(11)

where m is the number of objects in the dataset.
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Theorem 2. If Lj is a totally ordered set, then pdist is a metric.

Proof. At first, let us prove that the range of the function is in [0; 1]. Let xij be less than or
equal to xqj : xij 6 xqj . Then

〈Hi
j+,Hq

j+〉 = ||Hj+
i ||22, 〈Hi

j−,Hq
j−〉 = ||Hj−

q ||22;

pdist(xij , xqj) =
m− ||Hj+

i ||22 − ||Hj−
q ||22

m
.

The maximum of the function is not more than 1. The function pdist gets minimum whenever
xij = xqj , pdist(xij , xij) = 0. The function is symmetric. Let us prove that the function satisfies
the subadditivity condition for each xw ∈ X:

pdist(xij , xqj) 6 pdist(xij , xwj) + pdist(xwj , xqj).

The proof contains 3 cases:

xij 6 xqj 6 xwj; xwj > xij > xqj ; xij 6 xwj 6 xij .

Consider the first case, other cases can be proved similarly:

pdist(xij, xwj) + pdist(xqj , xwj) =
2m− ||Hj+

i ||22 − ||Hj+
q ||22 − 2||Hj−

w ||22
m

>
2m− ||Hj+

i ||22 − ||Hj+
q ||22 − 2||Hj−

q ||22
m

=
2m− ||Hj+

i ||22 −m+ ||Hj−
q ||22 − 2||Hj−

q ||22
m

=
m− ||Hj+

i ||22 − ||Hj−
q ||22

m
= pdist(xij , xqj) . �

4.3 The generalization of HEOM and HMOM distance functions

Supplement the HEOM [22] function for ordinal-scale datasets:

d1(xi,xj) =

(
n∑

k=1

r(xij , xqj)
2

)1/2

(12)

where

r(xij , xqj) =





overlap(xij , xqj) whenever Lj is a nominal scale;

pdist(xij , xqj) whenever Lj is an ordinal scale;

diff(xij , xqj) otherwise;

overlap(xij , xqj) =

{
1 whenever xij 6= xqj ;

0 otherwise;

diff(xij , xqj) =
|xij−xqj |

max
Lj

−min
Lj

,





(13)

the function diff(xij , xqj) is determined by normalized difference between two values of feature j.
The range of the resulting function d is less than or equal to the square root of the feature

number: d(xi,xj) 6
√
n.

The difference between HEOM and HMOM modifications is only in lack of exponentiation:

d2(xi,xj) =
n∑

k=1

r(xij , xqj). (14)

Machine Learning and Data Analysis, 2015. Volume 1. Issue 14.



O. Y. Bakhteev 1948

5 Panel matrix recovery procedure

5.1 Clustering algorithm c

Let use a modification of k-means [26] algorithm as the clustering algorithm c. This algorithm
is iterative. At first, select N cluster centroids µ1, . . . ,µN randomly. Each iteration assign each
object xi from dataset Xt to the closest cluster in the sense of the distance function d:

cluster(xi) = argmin
k∈{1,...,N}

d(xi,µk)

where cluster(x) is the function that returns a cluster index for each object x. After that,
recalculate cluster centroids:

µkj = avg{xij , cluster(xi) = k}.

Use avg function (6) such that corresponds to scale types instead of arithmetic mean rec-
ommended in the k-means algorithm:

avg{xi1j , . . . ,xipj} =





mean{xi1j , . . . ,xipj} whenever Lj is a linear scale;

median{xi1j , . . . ,xipj} whenever Lj is an ordinal scale;

mode{xi1j, . . . ,xipj} whenever Lj is a nominal scale.

5.2 Bijection recovery algorithm m

In this section, two methods of the function ϕ (3) finding are considered: the reducing the
problem to the transport problem and the genetic algorithm.

Let state the problem of finding ϕ as multidimensional assignment problem [7]. Construct
|T |-partite hypergraph 〈V,E〉, V = V 1 ∪ · · · ∪ V |T | where T is the set of years. The vertices of
each partite sets V t correspond to the set of cluster centroids Mt for year t. The hyperedges
of the hypergraph correspond to the all subsets of cluster centroids that contain |T | cluster
centroids and correspond to the condition that each hyperedge e ∈ E contains only one cluster
centroid for each year. Let the weight of each hyperedge be given by:

we =
∑

µ1,µ2∈e

ρ(µ1,µ2).

It is required to find a maximal set of hyperedges where each pair of this set does not intersect
and where the sum of the hyperedge weights is minimal.

5.3 Reducing the ϕ finding problem to the transport problem

Consider a two-dimensional assignment problem, where it is required to find the bijection
between two sets of objects. This problem can be stated as the min-cost max flow problem
by constructing a transport directed graph [27]. The vertices of this graph correspond to the
cluster centroidsM t with capacity equal to one and edge weights equal to the distance between
cluster centroids: ρ(µt1

i ,µ
t2
j ). After reducing the problem, it is required to find the maximal flow

with minimal edge weight sum, which is called the cost of the flow. In the considered case, one
can construct a hypergraph 〈V,E〉 instead of the directed graph whose hyperedge configuration
was described above.

In order to find the maximal flow of minimal cost of the hypergraph 〈V,E〉, let transform
the hypergraph into a directed graph 〈V ′, E ′〉 and use common algorithms for directed graphs.
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There are some heuristic algorithms of hypergraph to directed graph transformation that can
be used for this case [28, 29].

5.4 Genetic algorithm

As an alternative method of finding the function ϕ, let use the genetic algorithm [8]. Each
solution of the problem is represented by a hypergraph with N hyperedges such that each pair
of hyperedge does not intersect and each hyperedge contains only one cluster centroid for each
year. Let Sqk be a matrix for the solution k of the generation q. The entry Sqk

ij is the index
number of cluster of the year j in the hyperedge i:

Sqk
ij = whenever µj

l ∈ ei
where ei ∈ E. The starting population S1 is generated randomly, its cardinality s1 is a structural
parameter. Each new generation is generated from the older one by application the special
procedures: mutation, crossover, and selection.

As the crossover of the generation q, the following procedure has been used. Select two
solutions Sqk1 and Sqk2 from this generation randomly. Also, select a row l1 from the first matrix
and a row l2 from the second matrix, the number of columns to modify col, and a set of column
indexes {cperm(1)

, . . . , cperm(col)
}, where perm is a random permutation. For each column ci in

{cperm(1)
, . . . , cperm(col)

} and for both matrices, proceed the permutation given by Sqk1
l1ci
↔ Sqk2

l2ci
.

After crossover procedure, mutations. Select a solution Sqk and a column c randomly. After
that, proceed random permutation on all the elements of column c. Such procedure helps one
to avoid stopping algorithm in local extrema. After mutations and crossovers, select the best
solution generation Sq+1 in the sense of the distance function ρ. The number of mutations
per generation fmutation, the number of crossovers per generation fcrossover, and the generation
cardinalities sq are the structural parameters of the algorithm. The algorithm stops whenever
the generation satisfies the stopping criterion CF . In this paper, stopping criterion is used:

CF = (Kav > K̂av) or (Kav does not change after few iterations)

where
Kav = meant1,t2∈T ,t1 6=t2(KendallTau(S

q(1)
1,...,N,t1

,S
q(1)
1,...,N,t2

)),

Sq(1) is the best solution of the current generation in the sense of ρ, Sqi
1,...,N,t is the column t

of the matrix Sqi. K̂av is a structural parameter, which represents required average Kendall
correlation coefficient in the panel matrix Z.

5.5 Defining hyperedge weight

Use the sum of the generalized distances (12) and (14) between cluster centroids as the hyper-
edge weights:

ρ1(xi,xj) =
(∑n

k=1 d(xik, xjk)
2

n
+ pdist2(yi, yj) · coef

)1/2
; (15)

ρ2(xi,xj) =

∑n
k=1 d(xik, xjk)

n
+ pdist(yi, yj) · coef (16)

where coef is the parameter which regulates the balance between priority of the stability crite-
rion (5) and the clustering criterion (4). Whenever coef = 1, these criteria priorities are equal.
Let use (15) in the experiment with the generalized HEOM metric and (16) in the experiment
with the generalized HMOM metric.
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5.6 Complexity analysis of the algorithm

The clustering algorithm complexity can be bounded to O(Nnm · iter) where iter is the number
of iterations of the clustering algorithm.

The complexity of one crossover series can be bounded to O(fcrossover|T |). The complexity
of a mutation series is O(fmutationN); so, the naive estimation of the genetic algorithm iteration
is O(fcrossover|T |+ fmutationN).

6 The ranking model recovery

In this section, the methods of the ranking model recovery used in this paper are described.
Consider three ranking algorithms: the ordinal classification algorithm using partially ordered
feature sets [18] and rankSVM [30], the algorithm based on the SVM [19], and an algorithm
based on the method of least squares in order to compare the results of the ranking model
recovery.

6.1 The ordinal classification algorithm using partially ordered feature sets

In this subsection, suppose that the class of the object is also a feature with number 0: Y
= L0, xi0 = yi,xi ∈ X. For each feature Lq, construct a matrix Uq which determines the order
of the feature q:

Uq(i, j) =

{
1 if xiq ≺ xjq;

0 otherwise .

Estimate the matrix ψ using feature matrices Uq, q ∈ {0, . . . , m}. This matrix ψ is called
a pairwise dominance matrix:

ψ̂ij =

n∑

k=1

wkUk(i, j);

w = argmin
w

m∑

i=1

m∑

k=1

(
U0(i, k)−

n∑

j=1

wjUj(i, k)

)2

where w is the weight vector for feature matrices.
After that, estimate the class ŷ of the object using the pairwise dominance matrix:

ŷ = f(ψ̂, λ), λ = argmin
λ
||y − ŷ||2.

In this paper, a logistic regression is used for w and λ estimations. Also, propose that
λi = λj whenever yi = yj.

6.2 The RankSVM algorithm

This algorithm is a generalization of the classification algorithm based on SVM [19]. The opti-
mization problem for this algorithm is given by

||w||2 + C
∑

i,j

ξij → min,

for each xi,xj ∈ X, yy > yj : K(w,xi) > K(w,xj) + 1− ξij
where

K : Rn × X→ R (17)
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is the kernel function, commonly the dot product; ξij and C are the parameters. This optimiza-
tion problem can be reduced to the classification SVM optimization problem [30] and solved
by standard methods [19].

The most interesting feature of this algorithm is the use of different kernel functions K
instead of dot product. This modifies original object space and makes it more similar to linearly
separable space. In this paper, the following kernel functions have been used:

K(xi,xj) = xi · xT
j ; (18)

K(xi,xj) =

(
1

n
xi · xT

j

)3

; (19)

K(xi,xj) = exp

(
−1

n
|xi − xj|2

)
; (20)

K(xi,xj) = tanh

(
1

n
xi · xT

j

)
. (21)

6.3 The algorithm based on least squares method

Use this algorithm as a basic ranking algorithm. The main idea of this algorithm is in finding
coefficients α1, . . . , αn, which solve the optimization task:

∆ =

m∑

i=1

∥∥∥∥∥yi −
n∑

j=1

αjxij

∥∥∥∥∥
2

→ min .

The resulting function is given by

f(x) =





round
(∑n

j=1 αjxij
)

whenever round
(∑n

j=1 αjxij

)
∈ {1, 2, 3, 4, 5};

5 whenever round
(∑n

j=1 αjxij

)
> 5;

1 whenever round
(∑n

j=1 αjxij

)
< 1.

6.4 Transforming ordinal features into linear features

In order to use the information gathered from ordinal features, the following approach has been
used [31]. Each ordinal feature with scale Lj is proposed to match with some latent linear
feature with scale L∗

j , which can be recovered by the following rule:

xij = lju whenever l∗ju−1 6 x∗ij 6 lju

where lju is the u value of the set of values of Lj sorted ascendingly; x∗ij is the value of latent
variable; l∗ju is the threshold:

lju = Ψ−1(Fj(lju)), Fj(l) =
∑

xi∈X,xij≺l

1

m
,

lj0 = −∞, lj|Lj | =∞
with Ψ−1 being the inverse normal distribution. This transformation matches the ordinal feature
with some real-valued intervals. Use the upper limit of the intervals as a representer of the latent
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linear feature, i. e., x∗ij = lju whenever l∗ju−1 6 x∗ij 6 lju. Let the value corresponding to the
largest value of the ordinal feature be x∗ij = lj|Lj |−1 +mean({lju − lju−1, u ∈ {1, . . . , |Lj| − 1}).

7 Computational experiment

In this section, the results of the experiment are presented and conclusions on the applicability
of the proposed algorithm to the considered problem are drawn. The main goal of the present
experiment is to confirm or deny the efficiency of the described panel matrix recovery method
and recover the ranking model in the most efficient way. The dataset [20] contains a table with
284 student assessments. Each assessment contains 7 features, the class of the student, and the
year of the interview. The source of the computational experiment is available at [32].

For the experiment, the following software was used:

– GNU Octave v.3.8.1;
– SVMlight v.6.02.;
– batch high throughput multidimensional scaline for MATLAB/GNU Octave programming

language; and
– Python v.2.7. with NumPy and scikit-learn packages.

7.1 Panel matrix recovery

In order to handle with missing values, k-nearest neighbors algorithm has been used for miss-
ing values imputation [33]. k = 3 was chosen using cross-validation. The optimal number of
clusters N has been estimated by solving the optimization problem (9) and the result N = 20
has been got. The results of clustering for year 2007 are shown in Fig. 4. The coordinates of
the objects were received by projection the data Xt onto two-dimensional space {ξ1, ξ2} using
High-Throughput Multidimensional Scaling [34] method. The colors of the plot correspond to
different cluster indexes.
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Figure 4 The result of clustering for year 2007

In order to reduce the randomnicity in the experiment, 10 tests have been proceeded and
the results have been averaged. The parameter coef (15) was set to 1. The cardinality of the
starting population s1 was set to N · |T |. For each generation Sq, |T | · sq mutations and

(
sq

2

)

= sq(sq − 1)/2 crossovers have been proceeded. Such parameter values give an availability to
crossover all the pairs of solutions and to mutate each column of each hypergraph matrix. The
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cardinality of all the generations remained stable: sq+1 = sq. The required average Kendall
coefficient K̂av was set to 0.85.

The results of the panel matrix recovery have been estimated by the Kendall correlation
coefficient (7). The results of the Kendall correlation for the experiments with HEOM and
HMOM metrics are represented in Tables 2 and 3. The computational experiment shows that
the proposed algorithm of the panel matrix recovery gives good results on the considered
dataset.

Table 2 Kendall coefficient for panel matrix Z recovery with HEOM metric

Year 2006 2007 2008 2009

2006 1 0.85629 0.80154 0.85270
2007 0.85629 1 0.84301 0.85728
2008 0.80154 0.84301 1 0.84731
2009 0.85270 0.85728 0.84731 1

Table 3 Kendall coefficient for panel matrix Z recovery with HMOM metric

Year 2006 2007 2008 2009

2006 1 0.87714 0.76905 0.77979
2007 0.87714 1 0.82962 0.80129
2008 0.76905 0.82962 1 0.82266
2009 0.77979 0.80129 0.82266 1

The mean of pairwise Kendall coefficients for the panel recovery with HMOM is 0.81326
while for HEOM, this value is 0.84302. Therefore, HEOM metric is quite more efficient for the
considered purpose. As one can see, the panel matrix recovery gives rather stable results for all
the years.

7.2 The ranking model

The difference between the real class y of an object x and the recovered class ŷ has been used
as the error function Q. The algorithms were tested using “Leave one out” method. Different
kernel functions (17) have been used during the RankSVM algorithm testing.

The results of the experiment are shown in Table 4.
The RankSVM algorithm showed the best result and was selected as the ranking model

recovery algorithm. Another good result was received from the algorithm based on pairwise-
dominating matrix.

7.3 Computation for the simulated data

Investigate the performance of the proposed algorithm. Conduct two series of the experiments:
the series with adding noise into object features and adding noise into object classes.
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Table 4 Results of the ranking model recovery

Year 2006 2007 2008 2009 Mean value

LS-algrotihm 0.7 0.57 0.68 0.62 0.64
Pairwise-dominating matrix 1.2176 1.1412 1.2647 1.2235 1.2118
RankSVM, Eq. (18) 0.55 0.52 0.62 0.60 0.58

RankSVM, Eq. (19) 1,2741 0.98 1.3451 1.1667 1.1914
RankSVM, Eq. (20) 0.7511 0.5413 0.7285 0.7501 0.6927
RankSVM, Eq. (21) 1.2741 0.98 1.3451 1.1667 1.1914

During the experiment with adding noise into features, change each object feature value
randomly with probability from 10% to 50%.

During the experiment with adding noise in classes, replace the class of each object by
constant for each year. In these experiments, HEOM metric has been used.

The results of the experiments are shown in Figs. 5 and 6.

Figure 5 shows the mean of Kendall correlation coefficient values for each pairs of years.
The genetic algorithm uses the combination of two criteria for selecting optimal solution. After
adding noise into objects’ features, the algorithm tries to optimize the matching of classes for
different years. The experiment with adding noise into object classes shows the opposite case —
the dataset lost the uniformity of classes per years and, therefore, the average error did not
increase so dramatically as in the first experiment.
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Figure 5 Average Kendall coefficient

In order to estimate the quality of the ranking model recovery in datasets with noise,
the ranking model recovery has been tested on the simulated datasets generated in the first
experiment series.

The result of the ranking model recovery is shown in Fig. 7. As one can see, the RankSVM
algorithm and pairwise-dominating algorithm give the similar results.
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Figure 6 Average distance between cluster centroids that were mapped by the bijection

The error of the least squares-based algorithm increases dramatically; therefore, it is better
not to use it if the dataset contains significant amount of noise.
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Figure 7 The results of rank model recovery on simulated data

8 Concluding remarks

In this paper, the method of the panel matrix recovery has been proposed. The heuristic method
of calculating optimal number of clusters has been suggested for clustering objects per year.

Two algorithms have been considered to construct a bijection between clusters of differ-
ent years based on reducing this problem to multidimensional assignment problem — the ge-
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netic algorithm and the algorithm based on the reducing the problem to the transport prob-
lem.

The experiment for the panel matrix and ranking model recovery using genetic algorithm
was proceeded. Two metric functions were compared. The HEOM metric showed the best
result. The experiment showed that the panel matrix was stable in the sense of ranking
model stability. The best result of ranking model recovery was shown by the RankSVM al-
gorithm.
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Восстановление панельной матрицы и ранжирующей
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Работа посвящена восстановлению ежегодных изменений рейтингов студентов при со-
беседовании в учебный центр. Рассматривается выборка, состоящая из экспертных оценок
студентов, проходивших собеседование в учебный центр в течение нескольких лет и ито-
говых рейтингов студентов. Шкалы экспертных оценок меняются из года в год, но шкала
рейтингов остается неизменной. Требуется восстановить ранжирующую модель, не зави-
сящую от времени. Задача сводится к восстановлению панельной матрицы (т. е. матрицы
объект–признак–год), ставящей во взаимное соответствие некоторого студента (или усред-
ненный «портрет» студента) и его предполагаемую оценку на собеседованиях за каждый
год, и исследованию ранжирующей модели, полученной на основе этой матрицы, а также
анализу ее устойчивости на протяжении нескольких лет. Предлагается метод восстанов-
ления панельной матрицы, основанный на решении многомерной задачи о назначениях.
В качестве метода восстановления ранжирующей модели используется алгоритм много-
классовой классификации с отношением полного порядка на классах.
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Решается проблема автоматического построения и упрощения нелинейных регрес-
сионных моделей. Модели предназначены для описания результатов измерений и про-
гнозирования экспериментов, составляющих неотъемлемую часть естественно-научных
исследований. Порождаемые модели предназначены для аппроксимации, анализа и про-
гнозирования результатов измерений. При порождении учитываются требования, предъ-
являемые экспертами-специалистами в предметной области к порождаемым моделям. Это
дает возможность получения экспертно-интерпретируемых моделей, адекватно описыва-
ющих результат измерения.
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1 Введение

Для создания адекватной модели измеряемых данных используются экспертно-задан-
ные порождающие функции и набор правил порождения. Модель задается в виде супер-
позиции порождающих функций. Правила порождения определяют допустимость супер-
позиции и исключают порождение изоморфных моделей.

В работе предлагается развить существующие методы автоматического порождения
моделей [1, 2]. Исследуются методы и алгоритмы упрощения моделей и их свойства. Ана-
лизируется проблема возникновения различных топологически, но при этом равных функ-
ционально моделей. Предлагаются новые методы поиска изоморфных суперпозиций, осно-
ванные на поиске изоморфных подграфов и подстановке подграфов по правилам.

Использование нелинейной регрессии для решения прикладных задач описывается
в работах Дж. Себера [3, 4]. В них описывается построение и оценка параметров нелиней-
ных моделей. Для оценки параметров моделей используется алгоритм Левенберга–Марк-
вадта [5]. Критерием качества при этом, как и в случае обычной линейной регрессии,
остается среднеквадратичная ошибка. В работах [6, 7] индуктивное порождение моделей
строится с помощью метода группового учета аргументов. В линейной модели предлагает-
ся порождать новые признаки с помощью операции произведения. С помощью полиномов
Колмогорова–Габора алгоритм целенаправленно порождает и перебирает модели-претен-
денты различной сложности согласно ряду критериев. В результате находится модель
оптимальной структуры в виде одного уравнения или системы уравнений [7]. Для ин-
дуктивного порождения моделей в работах Дж. Козы [8, 9], связанных с генетическим
программированием [10, 11], осуществляется переход от строковой записи моделей к пре-
фиксной записи, таким образом вводится построение модели в виде графа-дерева.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №14-07-31326.
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Работа [12], продолжающая работы Дж. Козы, связана с аналитическим программи-
рованием — дальнейшим алгебраическим развитием методов генетического программи-
рования. Авторы используют строковое представление и цепочки логических предикатов
в качестве элементов модели. В процессе построения моделей отсекаются циклические,
а также имеющие комплексные или бесконечные значения.

Построение прогностической модели в виде суперпозиции заданных функций, предло-
женное в работе [13] позволяет получать интерпретируемые модели, а предложенный ме-
тод штрафования суперпозиций за сложность порождает менее точные, но более простые
суперпозиции. Метод преобразования и упрощения суперпозиций по правилам, рассмот-
ренный в работе [13], позволяет разделить построенные суперпозиции на классы эквива-
лентности и выбрать из каждого класса наиболее простую (т. е. имеющую наименьшее
число структурных элементов) суперпозицию, что также позволяет обосновать возмож-
ность экспертной интерпретации. Методы построения комбинаций прогностических моде-
лей описаны в работах [9, 12].

Для упрощения структуры моделей используются методы теории трансформации гра-
фов, предложенные в работе [14]. Для трансформации деревьев выделяются некоторые
элементарные графы-шаблоны, для которых строятся оболочки изоморфных им графов
более сложной структуры. Для упрощения модели производится рекурсивный поиск под-
графов, изоморфных графам-шаблонам, с их заменой на более простые подграфы. Задача
упрощения моделей, представленных в виде графов, рассматривается в работе [15]. Авто-
ры рассматривают два различных метода упрощения моделей. В первом анализируется
структура моделей и выделяются элементы-подграфы, которые подходят под шаблоны
упрощения (например, двойное отрицание). Альтернативным методом является вычисле-
ние значений элемента модели на исходной выборке. Если значения функции совпадают со
значениями более простого шаблона, осуществляется замена элемента модели шаблоном.

Цель работы — исследование проблемы построения и упрощения нелинейных регрес-
сионных моделей как суперпозиций заданных параметрических функций. Предлагается
метод трансформации суперпозиций, представленных в виде категории на множестве на-
правленных ациклических графов без самопересечений, соответствующих суперпозициям.

2 Постановка задачи

Пусть задана выборка D = {(xn, yn)}Nn=1, x ∈ Rm. Требуется построить функцию ре-
грессии ϕ(x,w) 7→ y. Из множества функций F требуется выбрать модель f — отобра-
жение из декартова произведения множества свободных переменных x ∈ Rn и множества
параметров w ∈ R

m в R
1. Сужение модели есть функция регрессии ϕ с заданными значени-

ями w = w0. Требуется оценить набор параметров w0, доставляющих минимум внешнему
критерию качества модели — квадратичной ошибке:

S(w|D, f) = ||f(x,w)− y|| .
Выражение S(w|D, f) означает значение функции ошибки S, которое зависит от набора
параметров w при заданной выборке D и модели f . Такая модель называется оптималь-
ной при условии, что ее сложность C(f) не превышает заданную. Сложность определяется
как количество элементов во всех поддеревьях, которые можно выделить из дерева, пред-
ставляющего модель. Искомую модель f будем искать среди множества суперпозиций
функций g ∈ G. При этом накладываются ограничения на структуру суперпозиции.

Определение 1. Допустимой называется суперпозиция, удовлетворяющая следующим
требованиям.
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1. Элементами суперпозици f могут являться только порождающие функции gj и сво-
бодные перменные x.

2. Количество аргументов элемента суперпозиции равно арности соответствующей ему
функции gj.

3. Порядок аргументов элемента суперпозиции соотвествует порядку аргументов соот-
ветствующей функции gj.

4. Для элемента si, аргументом которого является элемент sj, область определения со-
ответствующей порождающей функции gi содержит область значений порождающей
функции аргумента gj : dom(gi) ⊇ cod(gj).

Порождается множество моделей f ∈ F — допустимых суперпозиций, состоящих из
функций gi ∈ G. Требуется выбрать модель, доставляющую минимум S(f |w∗

ML,D) при
условии, накладываемом на сложность C(f) < C∗. Различные методы определения слож-
ности модели будут рассмотрены в следующем разделе.

Следует заметить, что выборка вместе с суперпозициями составляет категорию F, так
как для данной конструкции выполняются все аксиомы теории категорий:

1. F-объектами данной категории являются множества независимых перменных x и за-
висимых переменных y.

2. F-стрелками в данной категории являются суперпозиции fi.
3. Функции dom(f) и cod(f) для суперпозиции f определяются естественным образом

как область определения и область значений соответствующей суперпозиции.
4. Если для пары суперпозиций 〈f1, f2〉 выполняется условие cod(f1) = dom(f2), то супер-

позиция f2 имеет область определения dom(f2) ∈ R1. Суперпозиция, в которой вместо
независимых переменных из f2 будет использоваться суперпозиция f1, будет допусти-
мой, т. е. композиция существует и входит в множество F-стрелок. Ассоциативность
следует из того факта, что замена в суперпозиции одного аргумента на другой являет-
ся ассоциативной операцией. Вообще все множество F-стрелок состоит из элементов G
и их композиций.

5. Наличие единицы обеспечивается обязательным существованием в G функции id(x).
Для этой функции выполняется закон тождества по определению.

2.1 Описание структуры модели

Условимся считать, что каждой суперпозиции f сопоставлено дерево Γf , эквивалентное
этой суперпозиции и строящееся следующим образом:

– в вершинах vi дерева Γf находятся соответствующие порождающие функции gj;
– число дочерних вершин у некоторой вершины vi равно арности соответствующей ей

функции gj;
– порядок дочерних вершин вершины vi соотвествует порядку аргументов соответству-

ющей функции gj ;
– листьями дерева Γf являются свободные переменные xi либо числовые параметры wi.

Таким образом, вычисление значения выражения f в некоторой точке с данным век-
тором параметров w = {w1, w2, . . . , wk} эквивалентно подстановке соответствующих зна-
чений свободных переменных xi и параметров wi в дерево Γf , где xi — элементы вектора
свободных переменных x.

Заметим важное свойство таких деревьев: каждое поддерево Γ′
f дерева Γf , корнем

которого является вершина vi, также соответствует некоторой суперпозиции, являющейся
составляющей исходной суперпозиции f .
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Предложим определение сложности суперпозиции, позволяющее штрафовать суперпо-
зиции с большим числом вложенных функций. Введем понятие сложности вершины.

Определение 2. Сложность C суперпозиции f равна сложности дерева Γ, соответству-
ющего ей, и определяется как сумма количества элементов во всех поддеревьях дерева Γ.

Таким образом штрафуется суперпозиция, содержащая большое число вложенных
функций. Определение позволяет вычислять сложность, производя обход дерева снизу
вверх обратно обходу дерева «в глубину» — сложность родительской вершины равна удво-
енной сложности вершин потомков плюс единица. Сложность корня и будет сложностью
всей суперпозиции, C(1, 1) = C(f).

3 Трансформация моделей

При порождении моделей в общем случае одному и тому же отображению соответству-
ют суперпозиции различной сложности, например одно и то же отображение соответствует
моделям x и

3
√
x3. Также возможны случаи порождения деревьев, некоторые ветви кото-

рых не оказывают влияния на значение функции (например, умножаются на 0). Данная
проблема оказывается важной для многих классов задач, например для построения логи-
ческих функций или для задачи угадывания функции [16]. Для понимания, как упрощать
подобные суперпозиции, следует ввести понятие эквивалентности моделей.

Определение 3. Модель f2 с вектором параметров w2 называется обобщающей для мо-
дели f1 с вектором параметров w1, если для любого вектора w1 найдется такой вектор w2,
что для любого x ∈ D значения функций f1(w1,x) и f2(w2,x) равны:

x ∈ D ⇒ f1(w1,x) = f2(w2,x) .

Определение 4. Модели f1 и f2 с векторами параметров w1 и w2 называются эквива-
лентными, если каждая из них является обобщающей для другой.

Для построения оптимальной модели f ограниченной сложности C(f) < C0 необхо-
димо найти способ трансформации модели f большей структурной сложности в модель
меньшей сложности f ′ с помощью специального алгоритма упрощения. Алгоритм упроще-
ния модели f(w,x) минимизирует сложность суперпозиции, соответствующей ее дереву,
при условии, что результирующая модель f ′(w′,x) является обобщающей моделью для ис-
ходной модели f(w,x). При проведении данной операции какие-либо вершины и ребра из
дерева, соответствующего трансформируемой модели f , будут удалены и будут построены
другие вершины и ребра вместо них. Обобщим алгоритм упрощения на орграфы любого
вида, а не только на деревья. Далее для каждого графа подразумевается, что это орграф.

Определение 5. Подграф L, удаляемый из графа G в алгоритме упрощения, будет на-
зываться заменяемым подграфом.

Определение 6. Создаваемый подграф R, помещаемый в граф G в алгоритме упроще-
ния, называется замещающим подграфом.

Существуют по меньшей мере два широко используемых метода упрощения моделей:
«алгебраическое упрощение», являющееся частным случаем алгебраической трансформа-
ции графов, и «упрощение эквивалентным решением» [15].

3.1 Алгебраический подход к трансформации графов

Определение трансформации графа как замены одного подграфа на другой является
интуитивно понятным, однако нестрогим. Для использования математического аппарата
теории категория следует строго определить трансформацию графа.
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Определение 7. Трансформацией f на множестве графов Γ является пара гиперсхем H1

и H2, функция поиска m, ставящая в соответствие гиперсхеме H1 подграф Γ, соответству-
ющий этой гиперсхеме, и взаимно однозначное отображение f , ставящее в соответствие
корню и листьям H1 корень и листья H2. При этом порождающие функции, соответству-
ющие этим вершинам, должны совпадать.

Каждой трансформации, таким образом, может быть поставлена в соответствие об-
ратная трансформация f−1.

В рамках алгебраического подхода к трансформации графов следует ввести катего-
рию трансформаций графов G, объектами которой являются графы Γ, а стрелками —
трансформации графов f. Рассмотрим аксиомы категории.

1. G-объектами в данной категории являются множества графов Γ.
2. G-стрелками в данной категории являются трансформации графов fi.
3. Функции dom(f) и cod(f) для трансформаций графов определяются с помощью функ-

ции поиска m. cod(f) может быть найден как dom(f−1).
4. Ассоциативность следует из наличия обратной функции.
5. Единицей является трививальная трансформация с гиперсхемами H1 = H2 = #.

Алгебраический подход к трансформации графов основывается на конструкции коде-
картова квадрата морфизмов.

Определение 8. Кодекартов квадрат морфизмов f : Z → Y и g : Z → X — это объект P
и два морфизма i : X → P и j : Y → P , для которых следующая диаграмма коммутативна:

P X
i

oo

Y

j

OO

Z
f

oo

g

OO (1)

Кодекартов квадрат (P, i, j) является универсальным среди объектов, для которых диа-
грамма (1) коммутативна, т. е. для любой (Q, i′, j′), такого что предыдущая диаграмма
коммутирует, существует единственный морфизм u : P → Q, делающий следующую диа-
грамму коммутативной:

Q

P

u
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oo
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mm

Y
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QQ

Z
f

oo
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(2)

Как и любой универсальный оператор, кодекартов квадрат определен с точностью до
изоморфизма.

Определение 9. Кодекартов квадрат морфизмов f : Z → X и g : Z → Y — это копредел
диаграммы X ← Z → Y .

В контексте категории графов, используемой в данной работе, кодекартов квадрат яв-
ляется дизъюнктивной суммой множеств графов X и Y , при этом элементы с общим про-
образом в множестве Z склеиваются, т. е. для каждого графа — элемента множества Z —
образы его вершин и ребер относительно преобразований i·g и j ·f будут совпадать. В рам-
ках данной работы вместо термина «кодекартов квадрат» также будет использоваться
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термин-синоним «склейка». Трансформация графа может строиться сразу как два коде-
картовых квадрата. Данный подход называется двойной склейкой в противоположность
к однократной склейке. Оба подхода описаны ниже. В процессе трансформации графов
каждый граф Γ1 — элемент множества X — является заменяемым и заменяющим подгра-
фом, каждый граф Γ2 — элемент множества Y — неизменной частью этого графа, а эле-
менты Z — общей частью заменяемого и заменяющего подграфов. Естественным образом
вводится операция соединения графов Γ1 и Γ2, результатом которой является объединение
множеств, при этом соответствующие вершины и ребра накладываются друг на друга.

3.2 Трансформация двойной склейкой

Для рассмотрения трансформации графов необходимо ввести понятие правила, по-
строенного в виде кодекартова квадрата морфизмов. Множества графов Λ и Φ являются
в схеме кодекартова квадрата множеством X, множество граф Ψ — множеством Z, а мно-
жеству Y соответствует ∆. Множеству P для двух квадратов соответствуют начальный
и конечный графы Γ и Ω.

Определение 10. Правило — это тройка p = (Λ,Ψ,Φ), где Λ и Φ являются заменяемым
и замещающим подграфами и граф Ψ является общей частью подграфов Λ и Φ, т. е. их
пересечением. Заменяемый, или начальный, подграф Λ называется условием применения
правила; замещающий, или конечный, подграф Φ — итогом его применения. Подграф Ψ
описывает часть графа, необходимую для применения правила, но неизменную в процессе
применения. Множество Λ \ Ψ является удаляемой частью графа, вместо нее создается
множество Φ \Ψ.

Определение 11. Процедура поиска m — отображение из Λ в Γ, ставящая в соответ-
ствие заменяемому графу эквивалентный ему подграф. При этом процедура m сохраняет
структуру графа Γ.

Определение 12. Трансформация графа — это пара, элементами которой являются
правило p и процедура поиска m. Процедура трансформации графа Γ в граф Ω с помощью

правила p и процедуры поиска m будет также обозначаться как Γ
p,m→ Ω.

Процедура трансформации графа правилом p и процедурой поиска m состоит из двух
шагов. На первом шаге все ребра и вершины, соответствующие множеству Λ\Ψ, удаляются
из графа Γ. Удаляемая часть может не являться графом, но оставшаяся структура ∆ =
= {Γ \m(Λ)}⋃m(Ψ) должна оставаться графом, т. е. в ней не должно быть подвешенных
ребер. Таким образом, процедура поиска m должна удовлетворять условию соединения
графов, т. е. результатом соединения Λ \ Ψ и ∆ является граф Γ (см. диаграмму (3)). На
втором шаге трансформации граф ∆ соединяется с графом Φ \Ψ для образования произ-
водного графа Ω (см. диаграмму (3)). Так как подграфы Λ и Φ могут иметь пересечение Ψ,
подграф Ψ существует и в начальном графе Γ и не удаляется на первом шаге, т. е. суще-
ствует и в промежуточном графе ∆. Для присоединения новых ребер и вершин к графу ∆
используется граф Ψ. Таким образом определяются присоединенные вершины, с помощью
которых граф Φ присоединяется к графу ∆. Для получения графа оптимальной структу-
ры процедура одиночной трансформации графа может быть выполнена несколько раз.

Формально трансформация графа задается следующим образом. Пусть даны правило

p = (Λ← Ψ→ Φ)
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и промежуточный граф ∆, который включает в себя Ψ, тогда исходный граф Γ трансфор-
мации Γ→ Ω с помощью правила p — это соединение Λ и ∆ с помощью Ψ:

Γ = Λ + Ψ∆ ,

а результирующий граф Ω определяется как соединение Φ и ∆ с помощью Ψ:

Ω = Φ + Ψ∆ .

Более точно используются морфизмы

r : Ψ→ Λ ; l : Ψ→ Φ ; k : Ψ→ ∆

для того, чтобы показать, каким образом Ψ входит в Λ, Φ и ∆ соответственно. Дан-
ный способ построения начального графа Γ и конечного графа Ω позволяет определить
конструкции соединения Γ = Λ + Ψ∆ и Ω = Φ + Ψ∆ как конструкции склейки (см. диа-
грамму (3)). Таким образом, диаграмма (3) является двойным кодекартовым квадратом.
Результирующий морфизм n : Φ→ Ω называется ко-поиском трансформации Γ→ Ω. Дан-
ная функция является функцией поиска в графе Ω подграфа, изоморфного заменяющему
подграфу Φ. Коммутативная диаграмма для трансфомации графа строится следующим
образом:

Λ

m

��

Ψ
roo l //

k

��

Φ

n

��

(1) (2)

Γ ∆
goo h // Ω

(3)

Для применения правила p с процедурой поиска m подграфа Λ в графе Γ, при заданном
морфизме m : Λ → Γ, как показано на коммутативной диаграмме (3), в первую очередь
необходимо построить промежуточный граф ∆ такой, что соединение Λ+Ψ∆ даст резуль-
татом граф Γ. На следующем шаге строим соединение Φ + Ψ∆ графов Φ и ∆ с помощью
графа Ψ, получая граф Ω, и, таким образом, получаем процедуру двойной склейки Γ→ Ω
с помощью правила p и процедуры поиска m. Для первого шага необходимо выполнение
условия соединения графов, что позволяет нам построить ∆ из условия Γ = Λ+ Ψ∆. Для
процедуры m условие соединения означает, что все подвешенные вершины Λ, т. е. вершины
v ∈ Λ, такие, что m(v) является начальной или конечной вершиной некоторого ребра e,
принадлежащего Γ \ Λ, должны быть в Ψ.
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Рассмотрим пример двойной склейки:

(4)
##

(1)
;;

##
(2) (1) (2) (1) //

##
(2)

(5)
;;

(3)
;;

Λ Ψ Φ

(PO1) (PO2)

Γ ∆ Ω

(4)
##

(1)
;;

##

��

(2)

��

(1)

��

(2)

��

(1) //
##

��

(2)

��(5)
;;

(3)
;;

(6) // (7) (6) // (7) (6) // (7)

oo //

��✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

��✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

��✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

oo //

(4)

Данная диаграмма соответствует общей схеме (3). Следует заметить, что в диаграм-
ме (3) граф Γ является соединением графов Λ и ∆ с помощью Ψ, причем обозначения
вершин показывают, как вершины размечаются при применении морфизмов.

Рассмотрим условие корректности построения структуры графа ∆. Разметка ребер
может быть единственным образом выведена из разметки вершин. Условие соединения
вершин выполнено на диаграмме (4), потому что подвешенные вершины (1) и (2), принад-
лежащие Λ, также являются соединительными вершинами. Таким образом, не остается
подвешенных ребер, выходящих из вершин (1) и (2). При этом граф Ω является соеди-
нением графов Φ и ∆ вместе с Ψ, что приводит к трансформации Γ → Ω с помощью
правила p. Фактически диаграммы (3) и (4) являются кодекартовыми квадратами в кате-
гории графов, состоящей из графов и морфизмов на них.

Сформулируем точное условие соединения графов при трансформации графа. Для
этого вводим следующие определения.

Определение 13. Точки соединения — вершины и ребра в Λ, которые не удаляются при
применении правила p.

Определение 14. Точки обнаружения — вершины и ребра в Λ, образы которых отно-
сительно m имеют более одного прообраза.

Определение 15. Подвешенные вершины — вершины в Λ, образы которых относитель-
но m в Γ имеют входящие или выходящие ребра, не содержащиеся в Λ.

В данных определениях условие соединения графа выглядит следующим образом.

Теорема 1. [14] Пусть даны правило p = (Λ ← Ψ → Φ), граф Γ и процедура поис-
ка m : Λ → Γ. Вершины графов обозначаются буквой V , ребра — E. Тогда правило p
с процедурой поиска m удовлетворяет условию соединения, если все точки обнаружения
и подвешенные вершины также являются точками соединения.

Докажем данную теорему от противного. Пусть существует подвешенная вершина v0,
не являющаяся точкой соединения. Данная вершина удаляется из Γ при применении пра-
вила p. Однако в Γ существуют ребра, не содержащиеся в Λ и присоединенные к v0. Таким
образом, полученный граф будет недопустимым, потому что у некоторых ребер не будет
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начала или конца. Точки обнаружения являются точками соединения, так как иначе пра-
вило будет внутренне противоречивым.�

Ограничения, накладываемые естестенным образом на трансформации двойной склей-
кой, не позволяют удобно производить многие операции с графами, используемые на прак-
тике. Так, операция замены вершины поддерева vi не может быть описана в виде заменя-
емого и замещающего графов, состоящих из одной вершины, так как если в заменяемом
графе всего одна вершина vi, эта вершина не будет являться подвешенной, только если
весь граф состоит из одной вершины. Таким образом, для применения трансформаций
предлагается метод, сопоставляющий неудовлетворяющей условиям трансформации на-
бор допустимых трансформаций.

Теорема 2. Любой трансформации t = (Λt,Ψt,Φt) графа соответствует набор правил
pt = (Λpt ,Ψpt,Φpt), удовлетворяющих условию соединения, такой, что любое применение
трансформации t аналогично применению одного из правил pt.

Данная теорема доказывается конструктивно — рассматриваются все возможные на-
боры количеств ребер, которые могут иметь точки соединения vc, и для каждого набора
создаются заменяемый и замещающий подграфы, в который добавляются вершины ти-
па # на концах всех ребер, выходящих из vc и не содержавшихся ранее в заменяемом
подграфе Λ.�

Морфизмы Ψ→ Λ и Ψ→ Φ в произведениях могут быть ограничены как инъективные
морфизмы — каждому образу в Λ и Φ соответствует только один проообраз из Ψ. Тем не
менее возможны неинъективные варианты процедур поиска m : Λ→ Γ и ко-поиска n : Φ→
→ Ω. Это может быть особенно важным, когда рассматривается параллельное применение
правил:

p1
⊕

p2 : Λ1

⊕
Λ2 ← Ψ1

⊕
Ψ2 → Φ1

⊕
Φ2 ,

где
⊕

означает дизъюнктивное объединение. Даже для инъективных вариантов m1 : Λ1 →
→ Γ c помощью p1 и m2 : Λ2 → Γ с помощью p2, итоговая операция m : Λ1 + Λ2 → Γ не
является инъективной, если образы процедур поиска m1(Λ1) и m2(Λ2) имеют непустое
пересечение в Γ.

Теорема 3. Существует набор трансформаций (p1,m1) и (p2,m2), такой, что их парал-
лельное применение имеет неинъективную функцию поиска m = m1

⊕
m2.

Построим пример таких трансформаций. Пусть трансформация преобразует дерево Γ0,
соответствующее функции f0 = (x+ 1) ∗ (x− 1 + x2 − x+ 1), и есть два правила

p1 = {(x+ 1)(x− 1), x2 − 1} ; p2 = {(x+ 1)(x2 − x+ 1), x3 + 1} .
В обоих этих правилах подграф Ψ является пустым. Обе процедуры поиска m1 и m2 будут
находить часть суперпозиции (x + 1). Из этого следует, что при объединении Λ1 и Λ2

у одного образа из Γ будет более одного прообраза, т. е. объединенное правило p12 дважды
найдет в графе Γ0 подграф, соотвествующий суперпозиции (x+ 1)·.�

Для рассмотрения случаев применения нескольких трансформаций необходимо опре-
делить условие, при котором трансформации могут применяться последовательно и па-
раллельно. Введем понятия параллельно и последовательно независимых трансформаций.

Определение 16. Две трансформации графов Γ
p1,m1→ Ω1 и Γ

p2,m2→ Ω2 являются парал-
лельно независимыми, если все вершины и ребра, попадающие в образ обоих морфизмов
поиска, являются соединительными:

m1(Λ1)
⋂

m2(Λ2) ⊆ m1(l1(Ψ1))
⋂

m2(l1(Ψ2)).
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Две трансформации графов Γ
p1,m1→ Ω1 и Ω1

p2,m2→ Ω2 являются последовательно неза-
висимыми, если все вершины и ребра, попадающие в пересечение морфизмов n1 и m2,
являются соединительными:

n1(Φ1)
⋂

m2(Λ2) ⊆ n1(r1(Ψ1))
⋂

m2(l2(Ψ2)).

Следует заметить, что для графов-деревьев возникает простой достаточный критерий
пареллельной и последовательной независимости трансформаций, если их замещаемые
графы Λ являются односвязными.

Теорема 4. Две трансформации графов-деревьев Γ
p1,m1→ Ω1 и Γ

p2,m2→ Ω2 являются па-
раллельно и последовательно независимыми, если образы корней v1 и v2 деревьев m1(Λ1)
и m2(Λ1) не принадлежат друг другу:

v1 6∈ m2(Λ2) ; v2 6∈ m1(Λ1) . (5)

Данная теорема простым образом доказывается от противного. Пусть условие (5)
выполняется и существует вершина v0, принадлежащая пересечению множеств m1(Λ1)
и m2(Λ1). Тогда в графе будет цикл, проходящий через вершины v1, v0, v2 и корень дерева.
Но в дереве не может быть циклов.�

Определение независимости оказывается неудобным для применения, так как оно сла-
бо формализовано. Определим необходимое и достаточное условие, при котором графы
являются параллельно или последовательно независимыми через существование соответ-
ствующих морфизмов.

Теорема 5. [14] Две трансформации графов Γ
p1,m1→ Ω1 и Γ

p2,m2→ Ω2 являются парал-
лельно независимыми, если существуют морфизмы i : Λ1 → ∆2 и j : Λ2 → ∆1, такие, что
f2 ◦ i = m1 и f1 ◦ j = m2:

Φ1

n1

��

Ψ1
r1oo l1 //

k1
��

Λ1

m1

❄❄❄

��❄❄❄ i

❫ ❬ ❳
❯

◗

$$
◆

❏
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⑧⑧⑧

��⑧⑧⑧
j

❵❝❢
✐

♠

zz
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t

Ψ2
l2oo r2 //

k2
��

Φ2

n2

��
Ω1 ∆1

g1oo f1 // Γ ∆2
f2oo g2 // Ω2

Теорема 6. Две трансформации графов Γ
p1,m1→ Ω и Ω

p2,m2→ Γ′ являются последовательно
независимыми, если существуют морфизмы i : Φ1 → ∆2 и j : Λ2 → ∆1, такие, что f2◦i = n1
и g1 ◦ j = m2: Λ1

n1

��

Ψ1
l1oo r1 //

k1
��

Φ1
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❫ ❬ ❳
❯

◗
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◆

❏
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m2
⑧⑧⑧

��⑧⑧⑧
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Ψ2
l2oo r2 //

k2
��

Φ2
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��

Γ ∆1
f1oo g1 // Ω ∆2

f2oo g2 // Γ′

Доказательство. Рассмотрим необходимость и достаточность критерия для парал-
лельной независимости. Для последовательной независимости доказательство будет стро-
иться аналогичным образом. Вершина v ∈ Λ1 или принадлежит множеству m2(Λ2), или
лежит вне его. Рассмотрим оба случая.

1. Множество m1(v) 6∈ m2(Λ2). Все вершины графа Γ являются образами при применении
отображений m2 или f2. Отсюда m1(v) ∈ f2(∆2).

2. Множество m1(v) ∈ m2(Λ2). Тогда m1(v) ∈ m1(Λ1) ∩ m2(Λ2) ⊆ m1(l1(Ψ1)) ∩ m2(l2(Ψ2)).
При этом из коммутативной диаграммы следует, что m2(l2(Ψ2)) = f2(k2(Ψ2)). Отсюда
m1(v) ∈ f2(∆2).
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В обоих случаях оказывается, что m1(x) ∈ f2(∆2), так что инъективность f2 позволяет
нам определить i(x) = f−1

2 ◦m1(x). Аналогично, j определяется из условия f1 ◦ j = m2.
При данных i, j с f2 ◦ i = m1 и f1 ◦ j = m2 пусть y ∈ m1(Λ1)

⋂
m2(Λ2). Тогда y ∈

∈ m1(L1)
⋂
f1(j(Λ2)). Из условия кодекартова квадрата следует, что существует z1 ∈ Ψ1,

такое, что y = m1(l1(z1)) = f1(k1(z1)). Значит, y ∈ m1(l1(Ψ1)), аналогично y ∈ m2(l2(Ψ2)),
откуда следует условие независимости m1(Λ1)

⋂
m2(Λ2) ⊆ m1(l1(Ψ1))

⋂
m2(l1(Ψ2)).�

С использованием данных критериев можно определить, как связаны друг с другом
независимые параллельно и последовательно трансформации. Данная теорема является
частным случаем теоремы Черча–Россера.

3.3 Трансформация одиночной склейкой

Как было отмечено, конструкции соединения в алгебраическом подходе являются ко-
декартовыми квадратами в смысле морфизмов категории графов. С другой стороны, пра-
вило p = (Λ ← Ψ → Φ) может быть также рассмотрено как частичный морфизм графов
p : Λ → Φ, доменом которого является множество dom(p) = Ψ. Более того, диаграмма
(Γ← ∆→ Ω) может быть рассмотрена как частичный морфизм графов s : Γ→ Ω с доме-
ном dom(s) = ∆. Таким образом, получается следующая диаграмма:
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На данной диаграмме горизонтальные морфизмы являются частичными, а вертикаль-
ные — полными морфизмами графов. По сути, диаграмма (6) является кодекартовым
квадратом в расширенной категории графов, которая состоит из графов и частичных
морфизмах на графах и показывает, что трансформации графов могут быть выражены
как одиночные кодекартовы квадраты в расширенной категории графов. Данный подход
развивался Раулем [17] и был полностью разработан Лёве [18], итогом их работы является
подход однократного вытеснения.

С точки зрения прикладного использования подход с одиночным вытеснением отли-
чается от подхода с двойным вытеснением в одном главном отношении, которое касается
удаления вспомогательных элементов графа в процессе трансформации графа. Процедура
поиска m : Λ → Γ не удовлетворяет условию соединения по отношению к правилу p =
= (Λ← Ψ→ Φ), поэтому данное правило не применимо в подходе с двойным вытеснением.
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Но оно может быть применимо в подходе с однократным вытеснением, которое позволяет
появляться подвешенным ребрам после удаления подграфа Λ \Ψ из Γ. Следует заметить,
что подвешенные ребра из Γ также удаляются для создания допустимого графа Ω.

Если на диаграмме (4) вершина (2) была бы удалена из Ψ, то конструкция соединения
не удовлетворяла бы подходу с двойным вытеснением. В подходе с однократным вытесне-
нием это значило бы, что вершина (2) не находится в домене p, что ведет к подвешенному
ребру в Γ после удаления Λ \ dom(p) на диаграмме:
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В результате ребро e удялется из Ω.
Более подобное описание и сравнение данных подходов разобрано в [19].

3.4 Прикладная задача упрощения суперпозиций

При последовательном порождении моделей зачастую оказывается так, что некоторые
части модели становятся рудиментарными. Упрощение Соула [20] является вариантом ал-
гебраического упрощения, в котором объектами упрощения являются элементы моделей,
параметры которых не влияют на значение функции. Область применения подобных ме-
тодов ограничена [20], однако они показывают хороший результат на некоторых задачах,
например при обнаружении функции. В данном типе задачи восстановления регрессии
дисперсия случайной ошибки равна нулю и выборка генерируется в соответствии с какой-
либо эталонной функцией f0, которая должна быть обнаружена алгоритмом.

Упрощение эквивалентным решением заключается в сравнении значений моделей, а не
структур. Эквивалентность моделей проверяется не по структуре деревьев, соответству-
ющих им, а численно. В таком случае два выражения, дающие равные значения на области
определения независимых переменных модели, считаются равными.

Определение 17. Шаблон θ — гиперсхема, обладающая наименьшей сложностью среди
всех гиперсхем, таких, что при их взаимном замещении получаемые модели оказываются
эквивалентными. Сложность гиперсхемы определяется как сложность суперпозиции при
замещении всех символов {=} и {#}, означающих соответственно произвольную незави-
симую переменную и произвольное поддерево, на константы.

Экспертно выбирается некоторый набор шаблонов Θ. Процедура упрощения состоит
из двух шагов.

1. Все поддеревья Γj в выбранном дереве Γ проверяются на эквивалентность шаблонам
из Θ согласно заданным правилам.

2. Если какое-либо поддерево Γj в дереве эквивалентно дереву из Θ, данное поддерево
заменяется соответствующим элементом из Θ.

Машинное обучение и анализ данных, 2015. Том 1, №14.



Методы трансформации моделей 1973

Процедура повторяется до тех пор, пока после вышеперечисленных итераций дерево Γ
не останется неизменным. При наличии в множестве порождающих функций коммутатив-
ных функций вводится алфавитное упорядочение для ветвей, выходящих из вершины γi
дерева Γ, соответствующей коммутативной порождающей функции gi.

Эквивалентное упрощение является альтернативой алгебраическому упрощению, поз-
воляя упрощать некоторые модели за меньшее количество операций.

Рассмотрим сложность алгоритма, упрощающего поддерево высоты l с вершинами
арности не более m. Количество вершин в таком дереве ограничивается сверху как ml.
Рассмотрим дерево с максимальным количеством вершин — для такого дерева все верши-
ны, кроме листьев, будут иметь арность m. Для сравнения всех возможных поддеревьев
с шаблонами из Θ необходимо рассмотреть поддеревья любой высоты с корнем в каждой
из вершин дерева. Подсчитаем количество поддеревьев всех возможных высот в таком де-
реве. Обозначим высоту данного дерева l = logm k + 1. Тогда для вершины, находящейся
на расстоянии x от корня, количество поддеревьев с корнем в этой вершине составляет не
менее чем l − x. Тогда искомое количество поддеревьев:

l−1∑

x=0

(l − x)mx =
m(ml − 1)− lm+ l

(m− 1)2
.

Данное выражение пропорционально ml, т. е. количеству элементов в дереве, все вершины
которого (кроме листьев) имеют максимальное число потомков. Сложность алгоритма,
упрощающего дерево, состоящее из k вершин, оказывается порядка не менее чем k. В слу-
чае если алгоритм проверки правил эквивалентности имеет значительную сложность, под-
счет значений оценок зависимых переменных ŷ на множестве независимых переменных
x ∈ D и сравнение этих значений с получаемыми при использовании шаблонов Θ имеет
значительно меньшую сложность. Данный метод может применяться в случае, если неза-
висимые и зависимые переменные принимают ограниченное число значений. Для такого
поддерева, вне зависимости от количества элементов k в нем, область определения соот-
ветствующей функции содержит 2t точек, где t — количество независимых переменных,
являющихся листьями данного поддерева. При небольших t число 2t не превосходит k,
и в таком случае алгоритм сравнения по значениям оказывается менее сложным, чем
алгоритм сравнения структур поддеревьев с шаблонами.

Важным частным случаем использования алгоритма упрощения по значениям явля-
ется случай равенства функций на области определения независимых переменных при
необязательном равенстве вне этой области. Для решения прикладной задачи функции,
дающие равные значения на области определения, будут равны, и подобная замена будет
корректна.

4 Заключение

В работе предложены методы направленного порождения, модификации и упрощения
нелинейных регрессионных моделей. Описаны условия существования решений, получа-
емых в результате порождения, доказаны необходимые теоремы. Разработан метод по-
следовательного направленного порождения суперпозиций, введено понятие изоморфных
суперпозиций, исследованы свойства порождаемых суперпозиций. Предлагаемые в работе
методы упрощения моделей предназначены непосредственно для применения на практике.
Создана базовая библиотека правил порождения экспертно-интерпретируемых моделей.
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The problem of the nonlinear regression models automatic construction and simplification has
been addressed. The models describe the results of measurements and forecasting experiments.
The generated models are designed for the approximation, analysis, and forecasting of the ex-
perimental results. To generate the models, the expert requirements in the subject field have
been considered. This approach allows to get the interpretable models, adequately describing
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tions of the given parametric functions. A method of the function superposition transformation
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The paper is devoted to the development of an algorithm for resolution and parameter estima-
tion of radio impulses with partially overlapping spectra in the area of their nonorthogonality
(the correlation coefficient varies from 0 to 0.9). The implementation of the suggested algorithm
makes it possible to design filters for resolving frequency-dependent signals and, therefore, to
increase the capacity of a communication channel. The maximum likelihood method has been
used to obtain analytical expressions and to perform model investigations for frequency res-
olution of nonorthogonal signals. The dynamic range of signal parameter estimates has been
found as a function of signal-to-noise ratio and correlation coefficient. It has been shown that
the likelihood functional value in its global minimum allows one to estimate noise variance and
the number of radio impulses in a received signal.
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1 Introduction

The paper discusses the problem of estimating parameters of a set of radio impulses with close
frequencies. Their spectra partially overlap so that it is difficult to determine the precise number
of radio impulses and estimate their parameters using the Rayleigh criterion. In this case, radio
impulses are nonorthogonal in the frequency domain so that one can consider several radio
impulses orthogonal if their spectra satisfy the Rayleigh criterion. It is necessary to determine
amplitudes and frequencies of a set of nonorthogonal radio impulses (when the reception time
is known) and their duration.

Modern radio systems function according to the analysis of orthogonal signals. Active pulse
radar systems can be used for estimating the parameters of two or even greater number of
targets, if their correlation functions do not overlap, i. e., when they are orthogonal relative
to the reception moment. It is possible in spectroscopy to separate two spectral lines, if the
Rayleigh criterion is satisfied (i. e., orthogonality in the frequency domain is observed). At
present, if the orthogonality is not satisfied, this might result in gross errors in signal parameter
estimation or a total failure in signal detection.

Nowadays, there are several techniques applied in practice for improving the quality of
signal parameter estimation due to a better resolution: Prony technique, MUSIC, etc. [1]. The
most widely used techniques are based on the optimal reception theory [2, 3]. However, the
implementation of the aforementioned techniques is connected with a number of difficulties [4–
6]. The problem of signal parameter estimation and resolution within the scope of the optimal
reception theory can be handled only when the signals under study are orthogonal [7–12].

∗The work is supported by Contract No. 02.G25.31.0149 dated 01.12.2015 (Ministry of Education and Science
of Russian Federation).
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However, when one works in the area of signal nonorthogonality, the logarithm of the likelihood
function has a complex structure with a lot of local minima and its minimization is ambiguous.

Let us employ the results of the optimal reception theory, which were developed and ex-
tended for the area of signal nonorthogonality. The authors suggest the solution of this problem
for nonorthogonal signals using the logarithm of the likelihood function transformed by the sys-
tem of likelihood equations obtained for energetic signal parameters [13]. As a result of this
transform, minimization of the logarithm of the likelihood function proves to be ambiguous.
The logarithm of the likelihood function (after transformation) presents a surface in a multidi-
mensional space of nonenergetic signal parameters. The minimum of this surface is the base for
estimating both nonenergetic and energetic signal parameters. The minimum of the surface of
the logarithm of the likelihood function for a set of signals is the same and, therefore, the term
“resolution of similar signals” is not used and one can solve the problem of signal parameter
estimation in the area of their nonorthogonality.

The solution of the signal parameter estimation problem depends on the determinant of
a correlation matrix when the Rao–Kramer variance estimate is obtained.

2 Theoretical background

This section contains the main analytical expressions for an algorithm for processing a set of
nonorthogonal (in the frequency domain) radio impulses based on the transformed likelihood
functional. Two radio impulses are used to obtain certain expressions for calculating ampli-
tude variances. These variances were used for estimating the application area of the algorithm
depending on the correlation coefficient between the signals.

Consider a received signal consisting of N radio impulses in the complex form:

ŷ(t) =
N∑

n=1

Ûne
iωnt + Un(t) (1)

where Ûn is the complex amplitude of the nth radio impulse; ωn is the circular frequency of the
nth radio impulse; and Un(t) is the additive Gaussian noise with the mean value equal to zero,
variance equal to σ2 and the correlation interval equal to τk.

Using (1), one can obtain the logarithm of the likelihood function:

lnL(λ́) = − 1

2σ2τk

T∫

0

∣∣∣∣∣ŷ(t)−
N∑

n=1

̂́
Une

iώnt

∣∣∣∣∣

2

dt = − 1

2σ2τk
∆(
̂́
Un, ώn) (2)

where λ́ is the vector of the estimated parameters of radio impulses; ∆(
̂́
Un, ώn) is the likelihood

functional; T is the duration of the received signal; and the dashes on top of the variables
correspond to the parameters that have to be estimated. The received message ŷ(t) corresponds
to the mathematical model of a signal with N copies differing by ώ1, . . . , ώN . The energy of

the message depends on complex amplitudes of radio impulses
̂́
Un and does not depend on

other parameters (ώ1, . . . , ώN). Therefore, one can consider complex amplitudes to be energetic
parameters and frequencies — nonenergetic parameters.

Minimization of (2) is ambiguous due to variability of amplitudes and frequencies of radio
impulses, which leads to ambiguity in the solution of the system of likelihood equations in the
area of nonorthogonality. The surface of functional (2) has many local minima, which makes
it difficult to estimate the parameters of the received message. If it is necessary to obtain one
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minimum of the likelihood surface, Eq. (2) should be transformed in order to exclude energetic
parameters from the minimization process.

Amplitude exclusion requires one to differentiate (2) and then solve the corresponding equa-
tion. As a result, one will have a system of likelihood equations:

T∫
0

(
ŷ(t)−∑N

n=1
̂́
Une

iώnt
)
e−iώ1t dt = 0 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;
T∫
0

(
ŷ(t)−∑N

n=1
̂́
Une

iώnt
)
e−iώN t dt = 0 .





(3)

These equations can be used to find the amplitudes of N radio impulses, which depend on the

estimated frequencies ώ1, . . . , ώN . Now, designate the amplitudes as
̂́
U1n.

The likelihood functional can also be written in the following form:

∆(
̂́
Un, ώn) =

T∫

0

∣∣∣∣∣ŷ(t)−
N∑

n=1

̂́
Une

iώnt

∣∣∣∣∣

2

dt =

=

T∫

0

(
ŷ(t)−

N∑

n=1

̂́
Une

iώnt

)(
ŷ∗(t)− ̂́U

∗

ne
iώ1t − · · · − ̂́U

∗

ne
iώN t

)
dt .

After certain transformations, one arrives at

∆(
̂́
Un, ώn) =

T∫

0

|ŷ(t)|2 −
T∫

0

(
ŷ∗(t)

N∑

n=1

̂́
Une

iώnt

)
dt

where the asterisk means complex conjugate.

However, system (3) can be used for finding the amplitudes of radio impulses
̂́
Un depending

on the frequency estimates ώ1, . . . , ώN . These amplitudes can be designated as
̂́
U1n. Now, one

can write the transformed likelihood functional

∆(ώn) =

T∫

0

|ŷ(t)|2 −
T∫

0

(
ŷ∗(t)

N∑

n=1

̂́
U1ne

iώnt

)
dt , (4)

depending on only nonenergetic radio impulse parameters, i. e., the estimated frequen-
cies ώ1, . . . , ώN . Therefore, the surface will have only one global minimum indicating the es-
timated frequency values ώ1, . . . , ώN . Substituting them in the likelihood system (3), one can

estimate the amplitude values
̂́
Un.

If the number of radio impulses in the received signal and in the signal model is the same,
the likelihood functional (4) determines the noise variance in the received message. However,
in practice, the apriori information on the expected number of radio impulses is not always
available. This fact can be illustrated using the following example. In communications appli-
cations, one can receive two or a greater number of radio impulses with unknown frequencies.
The number of radio impulses is also unknown and they have to be resolved. Another example
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is related to radio spectroscopy, where the number of spectral lines is unknown. The spectral
lines can be orthogonal or nonorthogonal. These examples confirm the necessity of estimating
the number of radio impulses in the received message. The authors suggest an algorithm based
on changing the number of signal copies N in the mathematical model and finding the values
of the likelihood functional (4) in its minimum.

If the number of signal copies N in the mathematical model is greater than the number of
radio impulses in the received message, the amplitudes of extra components are close to zero
since they are determined by separate noise maxima. The minimal value of likelihood (4) will
be determined by the noise variance.

If the number of signal copies N is smaller than in the received message, the value of the
likelihood functional rises dramatically since it determines the noise variance in the received
message and the radio impulses which are not included in the model.

Thus, processing the received message requires one to increase the number of signal copies N
till the minimum value of the likelihood functional stops decreasing.

Evaluation of the solution quality in the optimal reception theory is based on estimating
variances using Rao–Kramer estimates. Consider two radio impulses in a data set starting at
the same time point. One can estimate the variance of radio impulse amplitudes in the minimal
point of the likelihood functional for ώ1 = ω1 and ώ2 = ω2. By computing the elements of the
Fisher information matrix according to the expression

Jij = −M
(
d2 lnL(λ́)

dλiλj

)
,

one can find a new matrix consisting of the elements

Jij =

T∫

0

ei(ώi−ώj)t dt .

These are complex correlation coefficients between the radio impulses. The diagonal elements
of a matrix, which is inverse to the Fisher information matrix, define the variances of radio
impulse amplitudes. The inverse matrix has the following form:

D̂U =
Aij

det Ĵ

where Aij is the algebraic adjunct for the element of the Fisher matrix with the indices i, j and

det Ĵ is the determinant of the Fisher information matrix.

Thus, the variance of radio impulse amplitudes is determined by det Ĵ of the Fisher infor-
mation matrix. In the case of two radio impulses, the amplitude variance will have the following
form:

DU1 = DU2 =
σ2

K(1− |r̂|2)

where K is the number of noncorrelated noise samples on the processing interval T and r̂ is
the normalized correlation coefficient between radio impulses.
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If |r̂| = 0, the amplitude variance will have the following form:

DU0 =
σ2

K
.

Now, let us introduce the normalized variance:

D =
DU

DU0

=
1

1− |r̂|2 .
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Figure 1 Relative variance vs. normalized correlation coefficient. Relative variance increases by∼ 7 dB
in the range |r̂| = 0–0.9; when |r̂| > 0.9, the relative variance rises dramatically

This expression shows that for |r̂| = 0–0.9 the changes of the relative variance are approx-
imately 7 dB. In the area where |r̂| > 0.9, the relative variance grows abruptly as shown in
Fig. 1. Thus, if a signal contains two radio impulses, the problem of radio impulse parame-
ter estimation will be solved for the following range of the normalized correlation coefficient:
|r̂| = 0–0.9.

3 Model studies

This section is devoted to studying the problem of estimating the parameters of two radio
impulses in the area of their nonorthogonality using the maximum likelihood technique and
spectral analysis. It will be shown that the maximum likelihood technique can be used for
solving this problem in the area of nonorthogonality. The results of the experiments are provided
to estimate the quality of the solution depending on the signal-to-noise ratio and correlation
coefficient between two radio impulses. The estimation of the noise variance in the received
message is illustrated using the dataset (the functional value in its minimum).

Model studies have been carried out for a signal containing two radio impulses combined
in the time domain. The radio impulses have the following parameters: amplitudes U1 =
= 2 and U2 = 1; initial phases ϕ1 = 10◦ and ϕ2 = 170◦; frequencies f1 = 2 kHz and f2
= 2.08 kHz; signal-to-noise ratio is 20 dB; and radio impulse duration is 25 ms. The Rayleigh
restriction for radio impulse resolution arises when the frequencies become close by ∆f = 40 Hz.

Figure 2 shows the normalized correlation coefficient vs. the frequency difference ∆f between
two signals. When ∆f = 40 and 80 Hz, the correlation coefficient is equal to zero and the signals
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are orthogonal. The values ∆f < 40 Hz correspond to the signal nonorthogonality area. The
correlation coefficient values different from zero for ∆f > 40 Hz are caused by side lobes of the
signal spectrum.
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Figure 2 Correlation coefficient between radio impulses. Radio impulse duration is 25 ms. The radio
impulses are orthogonal for 40, 80, and 120 Hz. When the radio impulse frequency difference is 10 Hz
and the correlation coefficient is equal to 0.9, the theoretical estimate of the working area is confirmed

Figure 3 shows the received signal containing two radio impulses with the frequencies f1
= 2 kHz and f2 = 2.08 kHz. According to Fig. 2, these signals are orthogonal since the frequency
difference ∆f = 80 Hz leads to the correlation coefficient r̂ = 0.
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Figure 3 Received signal containing two orthogonal radio impulses combined in the time domain
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Figure 4 Spectrum of two orthogonal radio impulses combined in the time domain. The maxima of
spectral lines determine amplitude and frequency estimates of the radio impulses

The spectra of these two radio impulses is shown in Fig. 4. The side lobes of the first radio
impulse (U1 = 2) distort the amplitude of the second radio impulse (U2 = 1).

Figure 5 shows the surface of the transformed inverse likelihood functional:

∆1 =
1

∆(ώ1, ώ2)
.

The maximum of the functional surface is the only one which determines the unambiguity
of the problem solution. The location of the maximum makes it possible to find the values of
estimation frequencies ώ1 and ώ2. Their substitution into likelihood equations makes it possible
to find the estimates of complex amplitudes of radio impulses. The value of maximum of the
likelihood functional allows one to find the noise variance in a received signal. Figures 3–5
illustrate the possibility of obtaining the solution in the area of radio impulse orthogonality.

Figures 6–8 show the possibility of obtaining the solution in the area of radio impulse
nonorthogonality. In this case, the radio impulse frequencies are f1 = 2 kHz and f2 = 2.02 kHz.
The difference is 20 Hz. Figure 6 shows the received signal.

Figure 7 shows the spectrum of two radio impulses, which makes it difficult to obtain the
information on radio impulse parameters.

Figure 8 shows the transformed likelihood functional, which allows one to estimate the radio
impulse parameters.

Figure 9 shows the variations of radio impulse magnitude estimates depending on the
changes in radio impulse frequencies. The best amplitude estimates can be found when ∆f
= 10 Hz. This corresponds to the correlation coefficient between radio impulses r̂ ∼ 0.9, which
fully confirms the theoretical estimate of the working area (r̂ = 0–0.9) for parameter estimation
of two radio impulses.

Figure 10 shows radio impulse frequency estimates vs. their frequency differences. When
the signal-to-noise ratio is ∼ 20 dB and radio impulse duration is 25 ms, the best estimates
are obtained for ∆f = 10 Hz. Thus, one can point out that the suggested technology of radio
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Figure 5 Surface of the inverse likelihood functional. The single maximum determines the parameter
estimates of two radio impulses and the term “resolution” is not required. The base width of the
maximum of the likelihood functional depends on a signal-to-noise ratio and its maximal value (95.45)
determines the estimate of the noise variance in a received signal (−19.79 dB relative to 1)

impulse parameter estimation is characterized by high resolution. When the signal-to-noise
ratio is 20 dB, the resolution of two radio impulses has increased 4 times in comparison with
the Rayleigh resolution.

Figure 11 shows the statistics of radio impulse magnitudes depending on the signal-to-noise
ratio when the radio impulse frequency is ∆f = 20 Hz. As can be seen from the figure, the
amplitude estimates are quite satisfactory when the signal-to-noise ratio exceeds 0 dB.

Figure 12 shows the statistics of radio impulse frequencies depending on the signal-to-noise
ratio for ∆f = 20 Hz. As can be seen from the figure, radio impulse frequency estimates are
quite satisfactory for signal-to-noise ratios exceeding −5 dB.

Figure 13 illustrates the changes of maxima of the inverse transformed likelihood functional
depending on the signal-to-noise ratio in dB. The linear dependence confirms the theoretical
suggestion that the noise variance can be estimated on the basis of the maximum of the inverse
transformed likelihood functional.

4 Concluding remarks

An algorithm for solving the problem of parameter estimation of a set of nonorthogonal radio
impulses has been introduced using the maximum likelihood method on the basis of the trans-
formed likelihood functional. Theoretical and practical studies lead to the following conclusions:

– the transformed likelihood functional allows one to solve the problem of resolving and pa-
rameter estimation of two or several radio impulses in the area of their nonorthogonality.
Application of this technique is efficient for different radio engineering problems and can
be used for improving the capacity of communication channels using frequency division
multiplexing;
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Figure 6 Received signal containing two nonorthogonal impulses combined in the time domain
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Figure 7 Spectrum of two nonorthogonal radio impulses combined in the time domain
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Figure 8 Surface of the inverse likelihood functional obtained in the area of radio impulse nonorthog-
onality
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Figure 9 Variation of the amplitude estimates of radio impulses depending on the changes of the
frequency differences. The nonorthogonality area of the radio impulses for ∆f 6 40 Hz. The best
amplitude estimates for radio impulse frequency differences of 10 Hz. Radio impulse resolution has
increased 4 times in comparison with the Rayleigh resolution

– the working area for parameter estimation of a set of radio impulses is determined by
determinant variations of a correlation matrix of a set of signals. Conditionality of the
correlation matrix influences the possibility of resolving a set of signals. In the case of two
radio impulses the working area depends on the normalized correlation coefficient in the
range 0–0.9;
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Figure 10 Frequency estimates vs. frequency differences. The area of radio impulse nonorthogonality
for ∆f 6 40 Hz. The best frequency estimates for radio impulse frequency difference of 10 Hz. Radio
impulse resolution has increased 4 times in comparison with the Rayleigh resolution
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Figure 11 Statistics of radio impulse amplitude estimates. The difference of radio impulse frequencies
is 20 Hz (nonorthogonality area). The estimates are satisfactory for signal-to-noise ratios exceed-
ing 0 dB

– the value of the transformed likelihood functional in its global minimum allows one to
estimate the noise variance in a dataset and can be used as a criterion for estimating the
number of radio impulses.
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Статья посвящена разработке алгоритма для разрешения и оценивания параметров
радиоимпульсов с частично перекрывающимися спектрами в области их неортогонально-
сти (коэффициент корреляции изменяется в пределах от 0 до 0,9). Предложенный алго-
ритм позволяет проектировать фильтры для разрешения частотно-зависимых сигналов и,
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как следствие, появляется возможность повышения пропускной способности канала связи.
В статье использован метод максимального правдоподобия для получения аналитических
выражений и проведения модельных исследований для частотного разрешения неортого-
нальных сигналов. Динамический диапазон оценок параметров сигналов был определен
как функция отношения сигнал/шум и коэффициента корреляции. Показано, что зна-
чения функционала правдоподобия в точке глобального минимума позволяют оценить
дисперсию шума и количество радиоимпульсов в принятом сигнале.

Ключевые слова: метод максимального правдоподобия; радиоимпульс; разрешение;

частотно-зависимый сигнал; канал связи; неортогональные сигналы; отношение сиг-

нал/шум
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Рассматривается задача выделения области радужной оболочки на изображении гла-
за. Внешняя и внутренняя границы радужной оболочки аппроксимируются окружно-
стями. Для отбора точек, принадлежащих предполагаемым окружностям, предлагает-
ся использовать модификацию преобразования Хафа, использующую пары градиентов
яркости. Вводятся вероятностные коэффициенты подобия для построения изображения-
аккумулятора. Для анализа эффективности алгоритма и демонстрации его работы ис-
пользуются материалы открытой базы изображений радужки.

Ключевые слова: метод парных градиентов; компьютерное зрение; поиск окружно-

стей; преобразование Хафа
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1 Введение

В современной биометрии существует проблема выделения радужной оболочки на
изображении глаза человека. Требуется найти две приближенно концентрические окруж-
ности, соответствующие внутренней и внешней границам радужки. Внутри радужка огра-
ничена зрачком — темной круглой областью, снаружи — белком глаза — наоборот, свет-
лым фоном. В процессе поиска граничных окружностей возникают сложности, связанные
с шумами изображения, искажениями формы радужной оболочки, бликами при съемке,
а также возможным наличием посторонних объектов, таких как ресницы или части опра-
вы очков. Примеры таких дефектов изображений приведены на рис. 1.

(а) (б ) (в)

Рис. 1 Изображения глаз

Распространенным алгоритмом выделения объектов заданного класса на изображе-
ниях является преобразование Хафа [1]. Оно находит на изображении плоские кривые,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16-07-01171).
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заданные параметрически, в том числе и окружности. Идея преобразования Хафа за-
ключается в поиске локальных максимумов в пространстве параметров. Для окружно-
стей пространство параметров является трехмерным, что увеличивает сложность поиска
максимумов до O(N3). Существуют разновидности преобразования Хафа, позволяющие
уменьшить вычислительную сложность. В работах [2–4], например, предлагаются под-
ходы к детектированию окружностей, использующие информацию о градиенте яркости
в каждой точке изображения для отбора точек интереса. В [2, 4] описывается случай вы-
деления концентрических окружностей, использующий двухмерный массив-аккумулятор,
в [3] предлагается использовать кривые равной освещенности и сложную систему голосо-
вания в пространстве параметров. На точность алгоритмов также влияет наличие шума
на изображении и искажение формы искомых объектов. В таких случаях часто применя-
ют стохастические алгоритмы, например метод случайного выделения точек интереса на
каждой итерации [5], значительно уменьшающий время работы алгоритма по сравнению
с классическим преобразованием Хафа, и основанный на нем метод случайного выделения
окружностей [6], не использующий массив-аккумулятор и позволяющий тем самым умень-
шить требования к ресурсам системы, а также сократить вычислительную сложность. Для
поиска окружностей также применяется метод парного вероятностного голосования [7],
оперирующий прямыми в трехмерном пространстве параметров. Вероятностная весовая
схема с быстрым алгоритмом поиска моды повышает устойчивость метода [7] к шумам
и искажениям исходного изображения, а также сокращает вычислительное время.

Суть предлагаемого метода состоит в сочетании нескольких подходов. Точки инте-
реса, т. е. точки, предположительно лежащие на окружностях, отбираются при помощи
анализа вектора градиента яркости. Отбираются точки с достаточно большим его значе-
нием. Ищутся такие пары точек, векторы градиентов яркости которых приблизительно
противоположно направлены, причем данная пара точек должна лежать на прямой, при-
близительно коллинеарной этим векторам. Далее определяются центры предполагаемых
окружностей как центры отрезков, соединяющих точки. Для каждой пары точек опреде-
ляются весовые коэффициенты, используемые при голосовании в двухмерном простран-
стве параметров. Радиусы искомых окружностей определяются как локальные максимумы
в одномерном пространстве предполагаемых радиусов.

2 Постановка задачи

Входные данные метода — растровое изображение I размера W×H . Каждый пиксель
входного изображения описывается одним байтом, что соответствует одной из двухсот пя-
тидесяти шести градаций серого. Требуется аппроксимировать внешнюю и внутреннюю
границы радужной оболочки двумя приближенно концентрическими окружностями. Ре-
шение можно записать как

ω = {xP, yP, rP, xI, yI, rI},
где xP и yP — координаты центра; rP — радиус окружности, аппроксимирующей зра-
чок; xI, yI и rI — координаты центра и радиус окружности, аппроксимирующей внешнюю
границу радужки. Качество работы метода оценивается на основе сравнения с эксперт-
ной разметкой. Для изображения известны «истинные» параметры границ радужки, ω̃ =
= {x̃P, ỹP, r̃P, x̃I, ỹI, r̃I}, определенные экспертом. Функционал качества определения цен-
тров рассчитывается как сумма абсолютных значений отклонений вычисленных абсциссы
и ординаты центров от истинных значений:

Sc(ω) = |xP − x̃P|+ |yP − ỹP|+ |xI − x̃I|+ |yI − ỹI|.
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Функционал качества определения радиусов — аналогично, как сумма абсолютных откло-
нений вычисленных радиусов от их истинных значений:

Sr(ω) = |rP − r̃P|+ |rI − r̃I|.

Итоговый функционал качества определяется как сумма вышеописанных:

S(ω) = Sc(ω) + Sr(ω) .

Для оценки качества решения использовалась относительная ошибка, определяемая как
отношение величины функционала качества к истинному радиусу внешней границы ра-
дужной оболочки:

e =
S(ω)

rI
.

Аналогичным образом определялась относительная ошибка определения центра глаза:

ec =
Sc(ω)

rI
.

Качество решения определяется гистограммой величины относительной ошибки. Числен-
ный критерий качества решения — доля изображений, на которых ошибка не превышает
20% истинного радиуса радужки.

3 Некоторые обозначения, используемые в методологии Хафа

I — исходное растровое изображение указанных размеров W×H .
q = (x, y)T — точка исходного растрового изображения.
g(q) = (gx, gy)

T — вектор градиента яркости в точке q исходного изображения.
p = (xc, yc, r)

T — вектор параметров для окружности.
Q — двухмерное пространство параметров. В данном случае — изображение-аккумуля-

тор, соразмерное I. Каждой точке аккумулятора (x, y)T соответствует центр некоторой
гипотетической окружности (xc, yc, r)

T : (xc, yc) = (x, y)T. Чем больше значение аккуму-
лятора Q(x∗, y∗) в точке (x∗, y∗), тем вероятнее присутствие на исходном изображении
окружности с центром (xc, yc) = (x∗, y∗)T.

G = {x, y, |g(x, y)|, ϕ} — множество точек, принадлежащих границам объектов на изоб-
ражении. Под границей объекта в данном исследовании следует понимать множество
точек с большим значением модуля градиента яркости. G содержит координаты x и y
граничной точки, модуль |g(x, y)| и угол ϕ направления градиента (угол отсчитывается
от направления оси абсцисс).

P = {qi,pi}mi=1 — множество точек интереса вместе с соответствующими им параметрами
гипотетических окружностей pi = {xi, yi, ri}, pi ∈ R3. Данные точки предположитель-
но принадлежат границам радужки, а значит, их признаки представляют интерес для
анализа.

4 Метод парных градиентов

Данный метод предполагает использование градиентов яркости в качестве критерия
отбора точек интереса, т. е. точек, предположительно лежащих на одной окружности.

Как известно, окружность на плоскости можно задать вектором параметров: p =
= (xc, yc, r)

T ∈ R3, где пара (xc, yc)
T ∈ R2 задает центр окружности и r ∈ R определяет ее
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радиус. Предположим, что на изображении присутствует единственная окружность с па-
раметрами O = O(xc, yc, r). Тогда в ее точках модуль градиента яркости |g(x, y)| будет
превосходить его значение в остальных точках изображения. В идеальном случае для па-
ры точек q1 = (x1, y1)

T ∈ O и q2 = (x2, y2)
T ∈ O, принадлежащих диаметру окружности O,

векторы g(q1) и g(q2) будут противоположно направлены. В данном предположении эти
векторы также будут лежать на одной прямой d(O) — диаметре окружности (рис. 2).

Таким образом, можно сформулировать условия отбора для пары точек {q1, q2}:

||g(q1)|| > Tg; ||g(q2)|| > Tg; (1)

|(g(q1) · q1 − q2)|
||g(q1)|| · ||q1 − q2||

> Tϕ;
|(g(q2) · q1 − q2)|
||g(q1)|| · ||q1 − q2||

> Tϕ; (2)

(g(q1) · g(q2)) < 0, (3)

где условия (1) определяют отбор точек с градиентом яркости с нижним порогом Tg,
а (2) задают приблизительную коллинеарность градиентов предполагаемому диаметру
с точностью до Tϕ, и (3) задает антиколлинеарность векторов градиентов.

Если пара точек {q1, q2} удовлетворяет условиям отбора, то она лежит на диаметре
некоторой предполагаемой окружности Õ. Тогда координаты центра Õ определяются как

x̃c =
x1 + x2

2
; ỹc =

y1 + y2
2

,

а радиус, соответственно, как

r̃ =
√

(x1 − x̃c)2 + (y1 − ỹc)2.

5 Применение метода к сегментации радужки

Поиск границ радужной оболочки на изображении осуществляется в несколько ша-
гов. На предварительном шаге входное изображение подвергается первичной обработке
с целью повышения его качества. Для выделения граничных точек к изображению при-
меняется оператор выделения границ Кэнни [8], что снимает условия (1) на величину гра-
диента яркости. На первом шаге из числа граничных точек отбираются точки интереса,

0 x

y

q1

q2

g(q1)

g(q2)

φ

Рис. 2 Иллюстрация идеи метода парных градиентов
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Рис. 3 Модификация преобразования Хафа с коэффициентами подобия

предположительно лежащие на окружности. На втором шаге в двумерном пространстве
параметров Q методом Хафа осуществляется голосование с весовыми коэффициентами
для определения центра наиболее выраженной предполагаемой окружности, затем при
помощи одномерного аккумулятора определяется ее радиус. На последнем шаге в зависи-
мости от того, какой из границ радужки соответствует найденная окружность, осуществ-
ляется поиск второй границы либо внутри данной окружности, либо вне ее.

5.1 Шаг 1: Применение метода парных градиентов

После применения оператора выделения границ из точек изображения формируется
множество граничных точек (рис. 3, б ), которое можно также представить в виде списка.
Список граничных точек хранится в массиве G = {x, y, |g(x, y)|, ϕ}. Методом парных
градиентов среди граничных точек осуществляется поиск точек интереса.

В отсортированном по значению ϕ массиве поиск точек с противоположно направлен-
ными градиентами можно осуществить за O(N). Воспользуемся предположением о том,
что направления градиентов яркости на изображениях глаза распределены практически
равномерно на интервале [−π; π]. Для уменьшения сложности поиска пар определяется
номер j первого элемента с углом ϕj > 0, поскольку первому элементу отсортированного
массива соответствует значение ϕ0 ≈ −π. При однократном проходе по массиву для i-й
точки с вектором градиента gi точки с приблизительно антиколлинеарным градиентом
будут лежать в некоторой δ-окрестности (i+ j)-го элемента, т. е. среди элементов с индек-
сами от i+ j − δ до i+ j + δ, δ определяется погрешностью для угла ϕ.

Следуя данным предположениям, из числа граничных точек отбираются пары
{q1, q2}i, где q1 = (x1, y1)

T и q2 = (x2, y2)
T. Далее, для каждой i-й пары точек, предполо-

жительно лежащей на некоторой окружности Õi, определяются параметры этой окруж-
ности. При отборе пар согласно условиям (2) и (3) используется порог Tϕ = 0,984, что
соответствует погрешности в 10◦.

В итоге из точек, принадлежащих отобранным парам, формируется множество точек
интереса P = {qi,pi}mi=1.

5.2 Шаг 2: Поиск наиболее выраженной границы

Если на изображении присутствует окружность O, то в пространстве параметров мно-
жеству точек ее границы будет соответствовать единственная точка

po1 = (x∗1, y
∗
1, r

∗
1)

T,

где (x∗1, y
∗
1) — координаты ее центра, а r∗1 — радиус. Второй окружности будет соответ-

ствовать вторая четко выделенная точка po2 = (x∗2, y
∗
2, r

∗
2)

T в пространстве параметров. При
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искажениях формы окружностей соответствующие им точки в пространстве параметров
будут «размыты», т. е. каждой окружности Oi будет соответствовать не четко выделенная
точка poi = (x∗i , y

∗
i , r

∗
i )

T, i ∈ {1, 2}, а множество точек небольшого диаметра по сравнению
с расстояниями до другой группы, отвечающей, соответственно, другой окружности. Ес-
ли на изображении присутствуют шумы, в пространстве параметров появятся «побочные»
точки (см. рис. 3, в), в том числе искажающие сгруппированные точки, отвечающие па-
раметрам детектируемых окружностей. Таким образом, чем меньше расстояние между
точками данного подмножества элементов пространства параметров, тем больше вероят-
ность того, что данное подмножество отвечает некоторой окружности на изображении.

Рассмотрим две граничные точки {qi,pi} и {qj,pj}. Введем для рассматриваемой пары
точек весовой коэффициент качества как

wij =





1

C
exp(
−||pi − pj ||22

r2i
), если

||pi−pj ||2
ri

< tlc;

0 иначе,

где C — нормировочный коэффициент, а tlc — постоянная, отвечающие за допустимые
искажения формы окружностей. При расстоянии ‖pi−pj || > tlc вклад j-й точки в ячейку
аккумулятора, отвечающую параметрам pi, будет нулевым. Это соответствует предполо-
жению, что при больших расстояниях между параметрами граничных точек вероятность
их принадлежности одной и той же окружности минимальна.

При данном фиксированном i и при j ∈ {1, .., m}, j 6= i, рассчитываются весовые ко-
эффициенты wij, суммируются со значением аккумулятора Q в точке (xi, yi)

T

Q(xi, yi) =

m∑

j=1,j 6=i

wij,

и значение i увеличивается на единицу, т. е. алгоритм переходит к рассмотрению (i+ 1)-й
точки. Таким образом, все точки интереса, кроме i-й вносят свою поправку в значение эле-
мента аккумулятора, соответствующего i-й точке, т. е. происходит парное голосование. Два
локальных максимума (чаще один, но более размытый) двумерного массива-аккумулятора
соответствуют наиболее вероятным положениям центров зрачка и радужки. Наиболее вы-
раженный максимум (x∗1, y

∗
1) = argmax

(x,y)

Q(x, y) соответствует центру наиболее выраженной

границы радужки. Для определения радиуса строится гистограмма H(r) расстояний от
q∗1 = (x∗1, y

∗
1) до граничных точек из множества G:

H(r) = |{q : q = (x, y) ∈ G, ||q − q∗1|| ∈ (r − 0,5, r + 0,5)}| .

Для устранения шума каждый столбец гистограммы нормируется на его номер, т. е.
на радиус

∀r → H(r) =
H(r)

r
,

и для полученной гистограммы применяется сглаживание при помощи одномерного при-
ближения гауссиана exp(−x2/(2σ2)) со среднеквадратичным отклонением σ = 10,0. Мак-
симум гистограммы соответствует искомому радиусу r∗1 (рис. 4).
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Рис. 4 Вид гистограмм расстояний от найденных центров до граничных точек

5.3 Шаг 3: Поиск второй границы радужки

Для поиска второй границы используются предельные соотношения между радиусами
радужной оболочки и зрачка, полученные на основании статистических данных [4]:

rP >
1

7
rI ; (4)

rP <
3

4
rI ; (5)

rP >
√

(xI − xP)2 + (yI − yP)2 . (6)

где (xI, yI) — координаты центра внешней границы радужки; rI — ее радиус; (xI, yI) и rI —
аналогичные параметры внешней границы зрачка. Неравенство (4) означает, что ради-
ус радужной оболочки не может превосходить радиус зрачка более чем в 7 раз. Нера-
венство (5) вводит ограничение с другой стороны: радиус зрачка не может достигать
75% радиуса радужки. Неравенство (6) утверждает, что центр радужки лежит внутри
зрачка.

Таким образом, для учета случая неконцентрических границ из массива P исключа-
ются все точки, соответствующие гипотетическим окружностям с центрами вне найден-
ной, и процедура парного голосования повторяется снова для полученного массива. Для
найденного центра (x∗2, y

∗
2) строится гистограмма расстояний до граничных точек H̃(r),

значения которой для столбцов r ∈ [0; (1/7)r∗1] ∪ [(3/4)r∗1; (4/3)r
∗
1] зануляются в соответ-

ствии с условиями (4)–(6), чтобы исключить возможность повторного детектирования
уже найденной границы. Полученная гистограмма нормируется на r и сглаживается гаус-
сианом. Аналогично максимум H̃(r) соответствует искомому радиусу r∗2 (рис. 5).

6 Вычислительный эксперимент

Целью вычислительного эксперимента является проверка работы алгоритма на ре-
альных изображениях глаз. Для тестирования предлагаемого алгоритма использовались
изображения глаз разрешением 640×480 точек из базы изображений радужки CASIA-2 [9]
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(а) (б ) (в)

Рис. 5 Примеры работы алгоритма

в количестве 2335 шт. Для каждого входного изображения экспертом были определены
точные координаты центров зрачка и радужной оболочки, а также их соответствующие
радиусы, и помещены в файл разметки. В эксперименте использовался персональный ком-
пьютер с процессором Inter Core i5-2450M с частотой 2,5 ГГц, 4 ГБ оперативной памяти.

Для каждого изображения по данным, размеченным экспертом, были рассчитаны ве-
личины абсолютной и относительной ошибки. Результаты эксперимента для различных
величин константы tlc представлены в таблице.

Распределение относительной ошибки определения границ ра-
дужки в зависимости от параметра tlc

Суммарная относительная ошибка

tlc e < 5% e < 10% e < 15% e < 20%

0,01 34,1% 58,4% 70,8% 75,2%
0,02 35,0% 59,5% 72,9% 75,8%
0,03 35,3% 59,7% 73,1% 76,3%
0,04 37,5% 66,1% 73,4% 76,8%
0,05 38,1% 67,3% 70,3% 74,6%

Суммарная относительная ошибка определения центров

tlc ec < 5% ec < 10% ec < 15% ec < 20%

0,01 69,7% 77,3% 85,1% 89,9%
0,02 72,5% 79,9% 86,1% 90,3%
0,03 74,1% 82,0% 86,7% 90,8%
0,04 74,3% 82,9% 87,0% 91,0%
0,05 73,3% 80,7% 84,1% 90,3%

На основании полученных результатов можно сделать вывод, что оптимальным значе-
нием tlc является 0,04. При данном значении было проведено сравнение данного алгоритма
с наиболее близким к нему методом [4], также основанным на преобразовании Хафа, в ко-
тором поиск центра глаза осуществлялся при помощи голосования вдоль направления
антиградиентов яркости в граничных точках (рис. 6).

При проведении вычислительного эксперимента были выявлены некоторые недостатки
предлагаемого метода. Во-первых, при отборе пар точек, удовлетворяющих условиям (1)–
(3), возникают пары, одна из точек которых принадлежит внешней границе радужки,
а вторая — внутренней. Таким образом, предполагаемый центр смещается от действи-
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Рис. 6 Распределение относительной ошибки определения центров

тельного центра глаза, и в процедуре голосования такие точки порой порождают «по-
бочный» максимум, в частности, если границы радужной оболочки слабо выделены.
Пример порождения побочного максимума приведен на рис. 7. Во-вторых, некоррект-
ная работа алгоритма возможна в случае низкоконтрастных изображений и/или сильно
прикрытых веками глаз (рис. 8). Наконец, сам метод выделения границ Кэнни не всегда
точно выделяет границы радужной оболочки, особенно в случае отсутствия контраста
между радужкой и белком глазного яблока. Уменьшение же величины данного порога
приводит к возрастанию времени парного голосования и к снижению точности, так как
на изображениях помимо ресниц и бровей проявляются более мелкие побочные детали
и соответствующие им точки интереса, влияющие на распределение голосов в аккумуля-
торе.

7 Заключение

Предложен алгоритм поиска аппроксимирующих окружностей для границ радуж-
ной оболочки. Проведен вычислительный эксперимент, проверяющий работоспособность
алгоритма. Результаты представлены в виде таблицы. Данный метод позволяет зна-
чительно сократить перебор граничных точек при определении центра методом Ха-
фа и учесть качество параметров с помощью весовых коэффициентов при голосова-
нии в аккумуляторе. Однако данный метод не всегда корректно работает, поскольку
условию антиколлинеарности векторов градиентов яркости, используемому при отбо-
ре точек и определению параметров гипотетических окружностей, удовлетворяют так-
же и пары, принадлежащие разным границам радужной оболочки, что вносит су-
щественную ошибку в работу алгоритма в случае нечетких границ. Данный метод
может быть использован при первичной сегментации радужки для последующего уточ-
нения ее границ, однако применение метода требует контроля и коррекции результа-
тов.
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(а) Множество граничных точек (б ) Результат работы алгоритма

Рис. 7 Нечеткая внешняя граница радужки

(а) Множество граничных точек (б ) Результат работы алгоритма

Рис. 8 Недостаточно раскрытые веки
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Circular object detection is one of the challenging problems of modern computer vision systems.
In this study, to search for circular representations of inner and outer boundaries of the iris,
a method of paired gradients is used which is a modification of the Hough methodology. Image is
processed with Canny filter and from the resulting boundaries, pairs of pixels are selected which
have high probability to belong to one circle. Selection criteria and probability coefficients of
likelihood are introduced for reduction of number of these pairs. The Hough transform uses two
accumulators: the two-dimensional isomorphic to the original image in which voting is done
by centers of segments defined by pixel pairs and one-dimensional histogram of the diameters
where lengths of these segments are collected. Computational experiment is performed to check
the efficiency of the algorithm on data from the public iris image databases and to compare
the proposed method of paired gradients to the resembling antigradient voting method, which
is also based on the Hough methodology and used for the eye center search. Drawbacks of
the algorithm that may cause incorrect handling of some of the input images are identified.
Further analysis of the proposed algorithm and increasing its stability are required.
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