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�àññìîòðåíà íîâàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè ñ ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðè ñîãëàñîâàíèè ýêñïåðòíûõ ìíåíèé òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ðàíæèðîâàíèå, íàèìåíåå îòëè-

÷àþùååñÿ îò îñòàëüíûõ è èìåþùåå ñìûñë ãðóïïîâîãî ìíåíèÿ. Ìåäèàíà Êåìåíè ÿâëÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòîì ñðåäíåãî â øêàëàõ (êâàçè)ïîðÿäêîâ è ñâîáîäíà îò ïðîòèâîðå÷èé, ñâÿçàííûõ

ñ âûÿâëåíèåì ãðóïïîâûõ ìíåíèé ïî ïðàâèëó áîëüøèíñòâà (ïàðàäîêñ Ýððîó). Èçâåñòíûé

ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè

ìàòðèöû øòðà�îâ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàíæèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå ïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè,

ïîãðóæåíû â åâêëèäîâî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíèé ýëåìåíò

êàê öåíòð òàêîãî ìíîæåñòâà. Òàêîé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàíæèðîâàíèåì

è äîëæåí èìåòü òàêîé æå ñìûñë, êàê è ìåäèàíà Êåìåíè. �àçðàáîòàíà ïðîöåäóðà �îð-

ìèðîâàíèÿ ñêîððåêòèðîâàííîé ìàòðèöû øòðà�îâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòðè÷åñêîé ìåäèàíû

Êåìåíè, ñîâïàäàþùåé ñî ñðåäíèì ýëåìåíòîì äàííîãî ìíîæåñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðíûå ñðàâíåíèÿ; ìåòðèêà; ïðàâèëî áîëüøèíñòâà; ìåäèàíà Êåìåíè;

ðàíæèðîâàíèå; ïàðàäîêñ Ýððîó

On metric characteristics of the Kemeny’s median∗

S.D. Dvoenko and D.O. Pshenichny

Tula State University, Tula

Background: For aggregating of expert’s opinions, it is necessary to find the final ranking,
which is the least different from others and represents the group opinion. The Kemeny’s median
appears to be a good idea of the average for scales of (quasi-)orderings and is free of some
contradictions concerning the building of a group opinion based on the majority rules (Arrow’s
paradox). The well-known locally optimal algorithm to find the Kemeny’s median depends on
pairwise distances between rankings and calculates the so-called loss matrix.

Methods: It is assumed that the rankings represented by pairwise distances between them
are immersed as a set in some Euclidean metric space. According to it, one can define the
average element as the center of this set. Such central element is a ranking, too, and needs to
be similar to the Kemeny’s median. To be the Kemeny’s median the mathematically correct
center of the set of rankings, it needs to be like the center by its distances to other elements.
The procedure is developed to build the modified loss matrix and to find the metric Kemeny’s
median, which coincides with the average element of the given set.

Results: In general, such center element differs by its distances from the corresponding dis-
tances of the Kemeny’s median to other set elements. The authors find the metric Kemeny’s
median which coincides with the average element of the given set. Such ranking coincides with
the classic Kemeny’s median and proves its metric property, or differs from it, if the metric
violations in the set configuration appear to be significant.

Concluding Remarks: The metric Kemeny’s median is the correct center of the set of rank-
ings and can be used for the correct version of k-means algorithm and others for ordering
scales.
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1 Ââåäåíèå. Ïðîáëåìà ñîãëàñîâàíèÿ ðàíæèðîâàíèé

Çàäà÷à âûáîðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìíî-

æåñòâà àëüòåðíàòèâ, êîòîðûé îáëàäàåò êàêèìè-òî íàèëó÷øèìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ)

õàðàêòåðèñòèêàìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îäíî èç ñâîéñòâ òàêîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáîð

÷àñòî äîâîëüíî òðóäíî ðàöèîíàëüíî îáîñíîâàòü. Âûáîð íà ïðàêòèêå ÷àñòî îñíîâàí íà èí-

òóèöèè è îïûòå ýêñïåðòà. Ïîýòîìó è ãîâîðÿò îá èíäèâèäóàëüíîì âûáîðå è ïðåäïî÷òåíèÿõ

èíäèâèäóóìà, ò. å. ýêñïåðòà. Åñëè ýêñïåðòó óäàëîñü âûáðàòü íàèëó÷øóþ àëüòåðíàòèâó, òî,

êàê ïðàâèëî, åìó óäàåòñÿ ñíîâà âûáðàòü ñëåäóþùóþ íàèëó÷øóþ èç îñòàâøèõñÿ è ò. ä.

Â èòîãå àëüòåðíàòèâû îêàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïî ïðåäïî÷òåíèÿì äàííîãî ýêñïåðòà

è îáðàçóþò ðàíæèðîâàíèå.

Ïóñòü A = {a1, ... aN} � íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî

àëüòåðíàòèâû ïðîèíäåêñèðîâàíû óæå ïîñëå èõ óïîðÿäî÷åíèÿ ïî ïðåäïî÷òåíèÿì, òî A �

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñòðîãîå P = a1 ≻ a2 ≻ · · · ≻ aN èëè â îáùåì

ñëó÷àå íåñòðîãîå P = a1 < a2 < · · · < aN ðàíæèðîâàíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ýêñïåðò ìîæåò íå ðàçëè÷àòü íåêîòîðûå àëüòåðíàòèâû (îí íå ñòîëü êàòåãîðè÷åí â ñâîèõ

ïðåäïî÷òåíèÿõ è ñòàâèò èõ íà îäíî ìåñòî).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíèå ðàíæèðîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð (ai, aj) ∈ A × A
âñåãäà ìîæíî óêàçàòü, êàêàÿ àëüòåðíàòèâà ëó÷øå (íå õóæå) äðóãîé. Çàìåòèì, ÷òî îáðàò-

íîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. Âîññòàíîâëåíèå ðàíæèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïàðíûõ ñðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàíæè-

ðîâàíèå P òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ìàòðèöåé îòíîøåíèé MP (N,N) ñ ýëåìåíòàìè:

mij =







1, ai ≻ aj ;
0, ai ∼ aj ;

−1, ai ≺ aj .

Äëÿ äâóõ ðàíæèðîâàíèé Pu è Pv, ïðåäñòàâëåííûõ ñâîèìè ìàòðèöàìè îòíîøåíèé MPu

è MPv
, ìîæíî âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå:

d(Pu, Pv) =
1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

|mu
ij −mv

ij | (1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ýëåìåíòû èç A ïåðå÷èñëåíû îäèíàêîâî (íåîáÿçàòåëüíî â ñîîòâåòñòâèè

ñ îäíèì èç ýòèõ ðàíæèðîâàíèé). Èçâåñòíî [1, 2℄, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìåòðèêó íà áèíàðíûõ îòíîøåíèÿõ ëèíåéíîãî (êâàçè)ïîðÿäêà, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ðàí-

æèðîâàíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé (ðàíæèðîâàíèé). Íóæíî

ïîñòðîèòü ãðóïïîâîå îòíîøåíèå P , ñîãëàñîâàííîå â íåêîòîðîì ñìûñëå ñ îòíîøåíèÿìè

P1, . . . , Pn. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâîãî îòíîøåíèÿ íàçûâàþò ïðèíöèïàìè ñîãëàñîâà-

íèÿ. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïðèíöèïû ñîãëàñîâàíèÿ. Åñëè íà ñïîñîá ñîãëàñîâàíèÿ íå íàëî-

æåíû îãðàíè÷åíèÿ, òî îí, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ëþáûì.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèíöèïîì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî áîëüøèíñòâà [3℄. Íàïðè-

ìåð, åñëè P1, . . . , Pn � ðàíæèðîâàíèÿ, òî äëÿ ïàðû àëüòåðíàòèâ, ãäå ai ≻ aj , ÷èñëî
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n(i, j) =
n
∑

u=1

(m = 1)uij îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàíæèðîâàíèé, ò. å. êîëè÷åñòâî ýêñïåð-

òîâ, èìåþùèõ òàêîå ïðåäïî÷òåíèå. Îäèí èç ïðèíöèïîâ ñîãëàñîâàíèÿ ïî ïðàâèëó áîëüøèí-

ñòâà (ìàæîðèòàðíûé) èìååò âèä: ai ≻ aj â ãðóïïîâîì îòíîøåíèè P , åñëè n(i, j) > n(j, i).
Åñëè ðàíæèðîâàíèÿ ñòðîãèå, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ n(i, j) > n/2. Èçâåñòíî, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå ìàæîðèòàðíîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü íåòðàíçèòèâíûì, äàæå åñëè âñå

èíäèâèäóàëüíûå ïðåäïî÷òåíèÿ òðàíçèòèâíû.

Ìåäèàíà P ∗
� ýòî òàêîå ðàíæèðîâàíèå, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîãî äî îñòàëüíûõ P1, . . . , Pn

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì:

P ∗ = argmin
P

n
∑

u=1

d(P, Pu) . (2)

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ìàæîðèòàðíîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî (èëè ïðèâåäåíî ê òàêîìó

âèäó ñïåöèàëüíûìè ïðîöåäóðàìè), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è, â ÷àñòíîñòè, ìåäèàíîé

Êåìåíè [1℄.

2 Ïîñòðîåíèå ìåäèàíû ñ ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

�àññìîòðèì ðàíæèðîâàíèÿ P1, . . . , Pn êàê íåêîòîðîå íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ, ïîãðóæåííûõ íåêîòîðûì ñïîñîáîì â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ïðåäñòàâëåí-

íûõ ìàòðèöåé D(n, n) ïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, ñîãëàñíî (1). Åñëè íåò

ìåòðè÷åñêèõ íàðóøåíèé â êîí�èãóðàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [4,5℄, òî öåíòðàëüíûé ýëå-

ìåíò P0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñâîèìè ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñîãëàñíî ìåòîäó

Òîðãåðñîíà:

d2(P0, Pi) = d2
0i =

1

n

n
∑

p=1

d2ip −
1

2n2

n
∑

p=1

n
∑

q=1

d2pq, i = 1, . . . , n . (3)

Çàìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå íàðóøåíèÿ ìîãóò ñäåëàòü íåâîçìîæíûì âû÷èñëåíèå ðàñ-

ñòîÿíèé (3), ïðåäñòàâëÿþùèõ öåíòðàëüíûé ýëåìåíò P0 ìíîæåñòâà, òàê êàê âòîðîå ñëàãà-

åìîå, ïðåäñòàâëÿþùåå äèñïåðñèþ ìíîæåñòâà, ìîæåò ïðåâûñèòü ïî âåëè÷èíå ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå [4, 5℄. Â òî æå âðåìÿ îòñóòñòâèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïîçâîëèò âû÷èñëèòü òàêèå

ðàññòîÿíèÿ âñåãäà. Ýòî áóäóò ðàññòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ýëåìåíò P00, âûíåñåííûé çà

ïðåäåëû âûïóêëîé îáîëî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà.

Òîãäà, ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî, öåíòðàëüíûé ýëå-

ìåíò P0 òàêæå îêàçûâàåòñÿ íàèìåíåå óäàëåííûì îò âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ äàííîãî

ìíîæåñòâà è äîëæåí �îðìàëüíî óäîâëåòâîðÿòü (2), ÿâëÿÿñü ðàíæèðîâàíèåì, ò. å. ìåäèà-

íîé.

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óæå ïîñòðîåííàÿ ìåäèàíà P ∗
ïðåäñòàâëåíà êàê ðàí-

æèðîâàíèåì, òàê è ñâîèìè ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ ðàíæèðîâàíèé èç ìàòðèöû D(n, n),
äîáàâëÿÿ ê íåé äîïîëíèòåëüíûå ñòðîêó è ñòîëáåö. Â òî æå âðåìÿ öåíòðàëüíûé (ñðåäíèé)

ýëåìåíò P0 êàê ðàíæèðîâàíèå íå ñóùåñòâóåò, à ïðåäñòàâëåí òîëüêî ñâîèìè ðàññòîÿíèÿ-

ìè (3) äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Ñîâïàäàþò ëè ýòè ðàíæèðîâàíèÿ P ∗ = P0? Åñëè ýòî òàê, òî âîçíèêàåò âîçìîæ-

íîñòü ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíûå âåðñèè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ

è êëàñòåð-àíàëèçà äëÿ îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ èçìåðåíèÿìè â ìåíåå ìîùíûõ (êà÷å-

ñòâåííûõ) øêàëàõ, íà îñíîâå èõ ïàðíûõ ñðàâíåíèé [6℄.

Â öåëîì, òàêîé ïîäõîä èçâåñòåí [2, 7, 8℄. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ðàçâèâàåòñÿ àêñèî-

ìàòèêà ìåòðèê, ââåäåííûõ íà áèíàðíûõ îòíîøåíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòè,
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(êâàçè)ïîðÿäêè è ò. ä. Â äàííîì æå ñëó÷àå ñðàçó ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå åâêëèäîâîé ìåò-

ðèêè äëÿ ýëåìåíòîâ, ïîãðóæåííûõ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Èçâåñòíî, ÷òî ñòðîãèå è íåñòðîãèå ðàíæèðîâàíèÿ �îðìàëüíî ÿâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿìè

â øêàëàõ ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî ïîðÿäêà. Êîððåêòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðåâîäÿùèì

øêàëû äàííîãî òèïà äðóã â äðóãà, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå, ïåðå-

ðàñïðåäåëÿÿ ïîëîæåíèå àëüòåðíàòèâ íà ÷èñëîâîé îñè, íå ìåíÿåò èõ óïîðÿäî÷åííîãî ðàñ-

ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíò P0 è ðàíæèðîâàíèå P ∗
ïðåäñòàâëå-

íû êàæäûé ñâîèìè ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ P1, . . . , Pn. Íåîáõîäèìî, èñïîëü-

çóÿ ïîäõîäÿùåå ìîíîòîííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðàíæèðîâàíèé P0

è P ∗
. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîêàçàâ, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè.

Ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè [1℄,

ïðåäëîæåííûé â [2℄.

Èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ìàòðèöû

øòðà�îâ Q(N,N), ãäå N � ÷èñëî àëüòåðíàòèâ. Ïóñòü íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ðàíæèðî-

âàíèå P è ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòîâ P1, . . . , Pn ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè îòíîøåíèé MP

è MP1
, . . . ,MPn

. Ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå îò P äî âñåõ îñòàëüíûõ ðàíæèðîâàíèé îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê

n
∑

u=1

d(P, Pu) =
1

2

n
∑

u=1

N
∑

i=1

N
∑

j=1

|mij −mu
ij | =

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

n
∑

u=1

|mij −mu
ij | =

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

n
∑

u=1

dij(P, Pu) ,

ãäå ïðè óñëîâèè mij = 1 ÷àñòè÷íûå ¾ðàññòîÿíèÿ¿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

dij(P, Pu) =







0, mu
ij = 1 ;

1, mu
ij = 0 ;

2, mu
ij = −1 .

(4)

Ýëåìåíò ìàòðèöû øòðà�îâ qij îïðåäåëÿåò ñóììàðíûé øòðà� íà íåñîâïàäåíèå ïðåä-

ïî÷òåíèÿ ai ≻ aj â íåèçâåñòíîì ðàíæèðîâàíèè P ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåä-

ïî÷òåíèåì â êàæäîì èç ðàíæèðîâàíèé P1, ...Pn:

qij =
n

∑

u=1

dij(P, Pu) .

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè íàõîäèò òàêîå óïîðÿäî÷åíèå àëüòåðíàòèâ, ÷òî

ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q íàä åå äèàãîíàëüþ ìèíèìàëüíà.

3 Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû øòðà�îâ

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ¾ðàññòîÿíèÿ¿ (4) äîñòàòî÷íî

óñëîâíû. Ïîýòîìó òàêæå ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ââåäåíèåì òàê íàçûâàåìûõ

ìåòðèçîâàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé [2℄, êîãäà ýëåìåíò mij = wij ìàòðèöû îòíîøåíèé

èìååò çíà÷åíèÿ wij, îòëè÷àþùèåñÿ îò −1, 0, 1.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåòðè÷íîñòè ìåäèàíû Êåìåíè íåîáõî-

äèìî ïîêàçàòü, ÷òî P0 = P ∗
, ïðåäñòàâèâ P0 è P ∗

ñâîèìè îäèíàêîâûìè ðàññòîÿíèÿìè äî

îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü

òàêîå ìîíîòîííîå ïðåîáðàçîâàíè øêàëû ðàíæèðîâàíèÿ äëÿ ýêñïåðòà u, ÷òî ìàòðèöà îò-

íîøåíèÿ MPu
, ïðåäñòàâëÿþùàÿ åãî ðàíæèðîâàíèå Pu, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ
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ìåòðèçîâàííîé, òàê êàê ìåòðè÷åñêàÿ ìåäèàíà (êàê ñðåäíåå ïî ìíîæåñòâó) íå íàðóøàåò

ìåòðè÷íîñòè êîí�èãóðàöèè ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòîâ.

�àññìîòðèì ðàíæèðîâàíèÿ Pu, P0 è P ∗
, ãäå δ = d(P0, Pu)− d(P ∗, Pu) 6= 0. Ïóñòü δ > 0.

Äëÿ êîìïåíñàöèè òàêîé ðàçíèöû â ðàññòîÿíèÿõ íåîáõîäèìî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü çíà-

÷åíèå δ > 0 ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû îòíîøåíèé MPu
, ñ�îðìèðîâàâ íîâóþ ìàò-

ðèöó îòíîøåíèé ñ ýëåìåíòàìè:

mu
ij =



















+1 +
2δ

k
, ai ≻ aj ;

0 , ai ∼ aj ;

−1−
2δ

k
, ai ≺ aj ,

ãäå k = N2−N−N0 � îáùåå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áåç ãëàâíîé äèàãîíàëè,N0 � ÷èñëî

íóëåâûõ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ mu
ij = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà îòíîøåíèé íå

èçìåíÿåò ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà Pu.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè mij = 1 ïðåäïîëîæåíèå ai ≻ aj â íåèçâåñòíîì ðàíæèðîâàíèè P
øòðà�óåòñÿ ýêñïåðòîì ñ �îðìèðîâàíèåì ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèé:

dij(P, Pu) =



















2δ

k
, mu

ij = +1 +
2δ

k
;

1 , mu
ij = 0 ;

2 +
2δ

k
, mu

ij = −1 −
2δ

k
.

Ïóñòü δ < 0. Äëÿ êîìïåíñàöèè òàêîé ðàçíèöû â ðàññòîÿíèÿõ òàêæå íåîáõîäèìî ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëèòü çíà÷åíèå δ < 0 ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû îòíîøåíèé MPu
.

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî èçìåíÿåìûõ ýëåìåíòîâ k ′ = k − ∆k äîïîëíèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ

çà ñ÷åò ∆k ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ mu
ij = m∗

ij â ìàòðèöàõ îòíîøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ

ðàíæèðîâàíèå ýêñïåðòà Pu è ìåäèàíó P ∗
. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå dij(P

∗, Pu) = 0
è óìåíüøèòü åãî íåâîçìîæíî.

Äîáàâëåíèå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû ê çíà÷åíèþ mu
ij â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îçíà-

÷àòü èçìåíåíèå ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà, ïðè êîòîðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàíæèðîâàíèÿìè

Pu è P ∗
òîëüêî âîçðàñòåò.

Åñëè âåëè÷èíà −1 < 2δ/k ′ < 0, òî ìîæíî, íå èçìåíÿÿ ðàíæèðîâàíèÿ Pu, ñ�îðìèðîâàòü

íîâóþ ìàòðèöó îòíîøåíèé MPu
ñ ýëåìåíòàìè:

mu
ij =































+1−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, ai ≻ aj ;

0 , ai ∼ aj ;

−1 +

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, ai ≺ aj ;

m∗

ij , mu
ij = m∗

ij ,

ãäå ïðè mij = 1 ïðåäïîëîæåíèå ai ≻ aj â íåèçâåñòíîì ðàíæèðîâàíèè P øòðà�óåòñÿ ýêñ-

ïåðòîì ñ �îðìèðîâàíèåì ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèé:

dij(P, Pu) =











































0, mu
ij = 1 ;

1, mu
ij = 0 ;

2, mu
ij = −1 ;

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, mu
ij = +1−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

;

2−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, mu
ij = −1 +

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

.
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Åñëè âåëè÷èíà 2δ/k′ 6 −1, òî êîððåêòèðîâêà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îòíîøåíèé MPu
íåèç-

áåæíî èçìåíèò çíàê íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ mu
ij , ÷òî îçíà÷àåò èçìåíåíèå ðàíæèðîâàíèÿ Pu.

Òàê êàê èçìåíÿòü ýêñïåðòíîå ðàíæèðîâàíèå ìû íå èìååì ïðàâà, òî ñëåäóåò èçìåíèòü ðàí-

æèðîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåäèàíå P ∗
. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíæèðîâàíèÿ P0

è P ∗
ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó, èçìåíÿÿ P ∗

, íàéäåì äðóãîå ðàíæèðîâàíèå, ëó÷øå ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå P0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè −2 6 2δ/k′ 6 −1 �îðìèðóåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà îòíîøåíèé MP ∗

ñ ýëåìåíòàìè:

m∗

ij =































+1−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, ai ≻ aj ;

0, ai ∼ aj ;

−1 +

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, ai ≺ aj ;

mu
ij , mu

ij = m∗

ij ,

ãäå ïðè mij = 1 ïðåäïîëîæåíèå ai ≻ aj â íåèçâåñòíîì ðàíæèðîâàíèè P øòðà�óåòñÿ

ðàíæèðîâàíèåì P ∗
ñ �îðìèðîâàíèåì ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèé:

dij(P, P
∗) =











































0, m∗

ij = 1 ;
1, m∗

ij = 0 ;
2, m∗

ij = −1 ;
∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, m∗

ij = +1−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

;

2−

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

, m∗

ij = −1 +

∣

∣

∣

∣

2δ

k′

∣

∣

∣

∣

.

Åñëè âåëè÷èíà 2δ/k ′ < −2, òî ðàñïðåäåëèì ïî ðàíåå óêàçàííûì k ′
ýëåìåíòàì òîëüêî

âåëè÷èíó −2. Òîãäà îòðèöàòåëüíûé îñòàòîê (2δ/k ′ + 2)k ′ = 2δ + 2k ′ < 0 ñëåäóåò ðàñ-

ïðåäåëèòü ïî k0 íóëåâûì ýëåìåíòàì m∗

ij = 0 ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ P ∗
.

Â èòîãå �îðìèðóåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà îòíîøåíèé MP ∗
ñ ýëåìåíòàìè:

m∗

ij =























+1− 2 , ai ≻ aj ;

−

∣

∣

∣

∣

2δ

k0
+

2k′

k0

∣

∣

∣

∣

, ai ∼ aj ;

−1 + 2 , ai ≺ aj ;
mu

ij , mu
ij = m∗

ij ,

ãäå ïðè mij = 1 ïðåäïîëîæåíèå ai ≻ aj â íåèçâåñòíîì ðàíæèðîâàíèè P øòðà�óåòñÿ

ðàíæèðîâàíèåì P ∗
ñ �îðìèðîâàíèåì ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèé:

dij(P, P
∗) =























0, m∗

ij = 1 ;
1, m∗

ij = 0 ;
2, m∗

ij = −1 ;

1 +

∣

∣

∣

∣

2δ

k0
+

2k′

k0

∣

∣

∣

∣

, m∗

ij = −

∣

∣

∣

∣

2δ

k0
+

2k′

k0

∣

∣

∣

∣

.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïîñëå òàêîé êîððåêòèðîâêè ìàòðèöû îòíîøåíèé MP ∗
íîâîå ðàíæè-

ðîâàíèå P ∗
, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, òàê êàê â íåì ïðîèçîøëè ïåðåñòà-

íîâêè (èíâåðñèè) íà íåêîòîðûõ ïàðàõ àëüòåðíàòèâ.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû øòðà�îâ Q ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî èçìåíåííûå ìàòðèöû îò-

íîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèé P1, . . . , Pn è èçìåíåííûå ìàòðèöû äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ P ∗
â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà îíî êîððåêòèðîâàëîñü âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà.

4 Ýêñïåðèìåíòû

4.1 Èñõîäíûå äàííûå î ðàíæèðîâàíèè ïðîåêòîâ

Â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áûëè ðàññìîòðåíû ìàòåðèàëû èññëåäîâàíèÿ

2000 ã. ïî îöåíêå è âûáîðó 14 ïðîåêòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå ñòðàòåãè÷åñêèõ öåëåé

ÎÀÎ ¾�àçïðîì¿ [9℄. Â òàáë. 1 ïðèâåäåí ïåðå÷åíü èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ, â îñóùåñòâëå-

íèè êîòîðûõ ïðåäïîëàãàëîñü ó÷àñòèå ¾�àçïðîìà¿. Óêàçàííûé ïåðå÷åíü áûë ñ�îðìèðîâàí

ïî ìàòåðèàëàì îòêðûòîé è çàðóáåæíîé ïå÷àòè.

Òàáëèöà 1 Ïåðå÷åíü èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ

� Ïðîåêòû Ñîäåðæàíèå ïðîåêòîâ

1 Þæíûé ïàðñ Îñâîåíèå äâóõ íîâûõ íå�òåãàçîíîñíûõ ó÷àñòêîâ íà ìåñòîðîæäåíèè

¾Þæíûé Ïàðñ¿ (Èðàí)

2 �îëóáîé ïîòîê Ñòðîèòåëüñòâî ìîðñêîãî ó÷àñòêà ãàçîïðîâîäà (äâóõ íèòîê

ïðîòÿæåííîñòüþ 380 êì) è êîìïðåññîðíîé ñòàíöèè ¾Áåðåãîâàÿ¿

3 ßìàë�Åâðîïà Çàâåðøåíèå ñòðîèòåëüñòâà òðàíñêîíòèíåíòàëüíîãî

òðóáîïðîâîäà äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè ñèáèðñêîãî ãàçà â Åâðîïó

4 Ïñêîâñêàÿ ��ÝÑ Ïðèîáðåòåíèå â ñ÷åò äîëãîâ ¾�àçïðîìó¿ Ïñêîâñêîé ��ÝÑ

è çàâåðøåíèå ñòðîèòåëüñòâà 3-ãî ýíåðãîáëîêà

5 Ìåòàí Êóçáàññ Ñîçäàíèå êîìïàíèåé ¾Ìåòàí Êóçáàññà¿ è àäìèíèñòðàöèåé

Êåìåðîâñêîé îáëàñòè îïûòíî-ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà

ïî äîáû÷å ìåòàíà èç óãîëüíûõ ïëàñòîâ

6 Ïðèðàçëîìíîå Îñâîåíèå ñîâìåñòíî ñ ïàðòíåðàìè àðêòè÷åñêîãî íå�òÿíîãî

ìåñòîðîæäåíèÿ ¾Ïðèðàçëîìíîå¿

7 Òðàíñáàëêàíñêèé Ñòðîèòåëüñòâî ãàçîêîìïðåññîðíîé ñòàíöèè íà Òðàíñáàëêàíñêîì

òðóáîïðîâîä ãàçîïðîâîäå. �àñøèðåíèå ìîùíîñòåé òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà íà

Òðàíñáàëêàíñêîì ãàçîïðîâîäå

8 �àçîïðîâîä Ñòðîèòåëüñòâî â Êàðåëèè 68-êèëîìåòðîâîãî òðóáîïðîâîäà äëÿ

Ïåòðîçàâîäñê� îáåñïå÷åíèÿ ãàçîì Êîíäîïîæñêîãî öåëëþëîçíî-áóìàæíîãî

Êîíäîïîãà êîìáèíàòà è æèòåëåé ñåâåðà ðåñïóáëèêè

9 Ýêîëîãèÿ Ñîâìåñòíûé ïðîåêò ñîêðàùåíèÿ ýìèññèè óãëåêèñëîãî

ãàçà íà ó÷àñòêå ¾Óæãîðîäñêîãî êîðèäîðà¿ (Âîëãîòðàíñãàç)

10 Äåãàçè�èêàöèÿ Ñíèæåíèå ðàñõîäà ãàçà íà íóæäû ýëåêòðîýíåðãåòèêè

ýíåðãåòèêè

11 Øòîêìàíîâñêîå Îñâîåíèå Øòîêìàíîâñêîãî ãàçîêîíäåíñàòíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ,

ðàçâåäêà è îñâîåíèå äîáû÷è ãàçà è ãàçîâîãî êîíäåíñàòà

Øòîêìàíîâñêîãî ãàçîêîíäåíñàòíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ

12 �àçè�èêàöèÿ �àçè�èêàöèÿ àâòîòðàíñïîðòà â Íîâîñèáèðñêîé îáëàñòè, îòêàç

àâòîòðàíñïîðòà îò áåíçèíà, èñïîëüçîâàíèå ïðîïàí-áóòàíîâîé ñìåñè ìåòàíà

13 Êîñìè÷åñêàÿ ñâÿçü Ñîçäàíèå ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâîé ñâÿçè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

¾�àçïðîìà¿ êîììåð÷åñêîé òåõíîëîãè÷åñêîé ñâÿçüþ

14 ÀÑÓ êîðïîðàòèâíûìè Ñîçäàíèå äëÿ ÎÀÎ ¾�àçïðîì¿ àâòîìàòèçèðîâàííîé

�èíàíñàìè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ êîðïîðàòèâíûìè �èíàíñàìè
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Òàáëèöà 2 Ñòàíäàðòèçèðîâàííûå ðàíãè èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ

� Ïðîåêòû 1 2 3 4 5 6 7 8 MK

1 Þæíûé ïàðñ 5 4 14 8 11 12 4,5 5,5 9

2 �îëóáîé ïîòîê 1 1 3,5 4 12,5 14 9,5 10 4

3 ßìàë-Åâðîïà 3 3 8,5 3 14 3 11 7 10

4 Ïñêîâñêàÿ ��ÝÑ 9 7 10 8 9 4,5 4,5 2 2

5 Ìåòàí Êóçáàññ 8 9,5 5,5 8 2,5 7,5 4,5 11 5

6 Ïðèðàçëîìíîå 6 6 8,5 8 9 9 12,5 13 13

7 Òðàíñáàëêàíñêèé òðóáîïðîâîä 10 5 12,5 13,5 6 4,5 4,5 4 7

8 �àçîïðîâîä Ïåòðîçàâîäñê�Êîíäîïîãà 11 12,5 11 1 2,5 2 4,5 8,5 3

9 Ýêîëîãèÿ 13 12,5 5,5 12 2,5 2 4,5 3 6

10 Äåãàçè�èêàöèè ýíåðãåòèêè 12 12,5 1 8 12,5 6 14 1 14

11 Øòîêìàíîâñêîå 2 2 2 2 6 7,5 12,5 14 1

12 �àçè�èêàöèÿ àâòîòðàíñïîðòà 4 8 12,5 8 9 10,5 4,5 5,5 8

13 Êîñìè÷åñêàÿ ñâÿçü 7 9,5 7 8 6 10,5 4,5 12 11

14 ÀÑÓ êîðïîðàòèâíûìè �èíàíñàìè 14 12,5 3,5 13,5 2,5 2 9,5 8,5 12

Ïðîåêòû ðàíæèðîâàëèñü ïî 8 êðèòåðèÿì äâóõ âèäîâ (âûãîäû è íåãàòèâíûõ ý��åêòîâ):

1) �èíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêàÿ âûãîäà;

2) âûãîäà îò èçìåíåíèÿ êîíúþíêòóðû ðûíêà;

3) ïðîèçâîäñòâåííî-òåõíîëîãè÷åñêàÿ âûãîäà;

4) ñîöèàëüíî-ïîëèòè÷åñêàÿ âûãîäà;

5) ïîëèòè÷åñêèå íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ;

6) íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ ðûíî÷íîé êîíêóðåíöèè;

7) ñîöèàëüíûå íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ;

8) íåãàòèâíûå �èíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ.

Ïî õàðàêòåðèñòèêàì 1�4 îäèí ïðîåêò ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå äðóãîãî, åñëè ñîîò-

âåòñòâóþùåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ èìååò çíà÷åíèå áîëüøå, ÷åì ó äðóãîãî ïðîåêòà. Ïî õàðàê-

òåðèñòèêàì 5�8 ïðîåêò òåì ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì ìåíüøåå çíà÷åíèå èìååò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé êðèòåðèé. Íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíàÿ àëüòåðíàòèâà ïîëó÷àåò ðàíã 1, ñëåäóþùàÿ çà

íåé � 2 è ò. ä. Âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà äâå è áîëåå àëüòåðíàòèâ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷å-

íèÿ êðèòåðèåâ, ò. å. îäèíàêîâûé ðàíã. Íàì óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êðèòåðèè êàê ýêñïåðòîâ,

à ðàíæèðîâàíèÿ � êàê ðåçóëüòàò ýêñïåðòèçû. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû 8 ýêñïåðòíûõ ðàíæè-

ðîâàíèé 14 ïðîåêòîâ, ãäå ðàíæèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû ñòàíäàðòèçèðîâàííûìè ðàíãàìè,

òàê êàê íåêîòîðûå ïðîåêòû èìåëè îäèíàêîâûé ðàíã.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè äëÿ ìàòðèöû øòðà�îâ:







































0 8 8 10 8 7 9 9 9 7 12 11 8 6
8 0 6 8 6 4 8 10 8 7 8 8 6 8
8 10 0 8 8 5 8 8 10 8 12 8 8 8
6 8 8 0 8 8 6 7 7 5 10 5 8 6
8 10 8 8 0 5 7 8 7 7 9 8 5 7
9 12 11 8 11 0 10 10 10 7 13 8 9 10
7 8 8 10 9 6 0 9 11 6 9 6 8 7
7 6 8 9 8 6 7 0 8 5 6 7 7 6
7 8 6 9 9 6 5 8 0 9 8 7 7 5
9 9 8 11 9 9 10 11 7 0 10 9 9 7
4 8 4 6 7 3 7 10 8 6 0 4 5 8
5 8 8 11 8 8 10 9 9 7 12 0 7 6
8 10 8 8 11 7 8 9 9 7 11 9 0 8

10 8 8 10 9 6 9 10 11 9 8 10 8 0







































äàåò ðàíæèðîâàíèå P ∗
(ÌÊ), êîòîðîå òàêæå ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 2.
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4.2 Ïîñòðîåíèå ðàíæèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî ñðåäíèì îáúåêòîì

�àññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó ïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàíæèðîâàíèÿìè:

























0 27 98 50 131 156 102 124
27 0 105 65 128 137 101 113
98 105 0 88 83 82 128 106
50 65 88 0 109 116 96 112

131 128 83 109 0 37 61 101
156 137 82 116 37 0 80 74
102 101 128 96 61 80 0 74
124 113 106 112 101 74 74 0

























è ïðîâåðèì ìåòðè÷íîñòü êîí�èãóðàöèè ìíîæåñòâà ðàíæèðîâàíèé êàê ìíîæåñòâà ýëåìåí-

òîâ, ïîãðóæåííûõ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñêîððåêòèðóåì ìåòðè÷åñêèå íàðóøåíèÿ ñîãëàñíî òåõíîëîãèè, ðàçðàáîòàííîé â [4, 5℄.

Îïðåäåëèì ýëåìåíò, âûíåñåííûé çà ïðåäåëû âûïóêëîé îáîëî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà,

è ïðåäñòàâèì åãî ñâîèìè ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

(100,07 96,243 93,278 87,725 91,928 97,807 87,893 95,576).

Ïîñòðîèì ìàòðèöó íîðìèðîâàííûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îòíîñèòåëüíîãî äàííîãî

ýëåìåíòà êàê íà÷àëà êîîðäèíàò è îïðåäåëèì åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà:

(− 0,25079 − 0,11443 0,11728 0,23633 0,57857 1,0547 2,3446 4,0338).

Òàê êàê ñðåäè íèõ åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî ñêîððåêòèðóåì ýòó ìàòðèöó ñêàëÿðíûõ ïðîèç-

âåäåíèé, ïîëó÷èâ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà:

(0,01098 0,04016 0,11631 0,19909 0,47382 1,03831 2,18110 3,94022).

Âîññòàíîâèì ñêîððåêòèðîâàííóþ ìàòðèöó ðàññòîÿíèé:

























0 41, 281 98 50 125, 72 143, 32 102 124
41, 281 0 103, 35 64, 011 127, 52 137, 96 99, 346 113, 92
98 103, 35 0 88 95, 464 97, 307 128 106
50 64, 011 88 0 108, 47 120, 33 96 112
125, 72 127, 52 95, 464 108, 47 0 53, 025 81, 431 90, 68
143, 32 137, 96 97, 307 120, 33 53, 025 0 94, 451 73, 325
102 99, 346 128 96 81, 431 94, 451 0 74
124 113, 92 106 112 90, 68 73, 325 74 0

























.

Òàê êàê ìåäèàíà Êåìåíè ïîñòðîåíà (ÌÊ, ñì. òàáë. 2), òî îïðåäåëèì ðàññòîÿíèÿ îò íåå

äî îñòàëüíûõ ðàíæèðîâàíèé ïî èõ ìàòðèöàì îòíîøåíèé. Äëÿ ñêîððåêòèðîâàííîé ìàòðè-

öû ðàññòîÿíèé âû÷èñëèì ñðåäíèé ýëåìåíò P0 (Ñ�) è ïðåäñòàâèì åãî ñâîèìè ðàññòîÿíèÿìè

äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Òàêæå âû÷èñëèì ðàçíèöó δ â ðàññòîÿíèÿõ îò ñðåäíåãî
ýëåìåíòà è ìåäèàíû Êåìåíè äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (òàáë. 3).

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íóæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íå áûëî ðàçíèöû â ðàññòîÿíèÿõ îò

ìåäèàíû Êåìåíè è îò ñðåäíåãî ýëåìåíòà äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Òàê êàê

ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàíæèðîâàíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ïî èõ ìàòðèöàì îòíîøåíèé, òî íåîá-

õîäèìî ðàñïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ δ ðàâíîìåðíî ïî ýëåìåíòàì ìàòðèöû îòíîøåíèé

ýêñïåðòà.

�àâíîìåðíàÿ êîððåêòèðîâêà ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ êàæäîãî ýêñïåðòà

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì óäâîåííûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì 2δ/k (ñì. òàáë. 3), òàê êàê
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Òàáëèöà 3 Êîððåêòèðîâêà ìàòðèö îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèé ýêñïåðòîâ

MK Ñ� �àçíèöà, δ ×èñëî êîððåêòèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, k Ñðåäíåå, 2δ/k

76 70,625 −5,375 76 −0,14144
73 69,458 −3,542 66 −0,10732
92 69,102 −22,898 88 −0,52041
66 57,353 −8,647 44 −0,39302
71 65,747 −5,253 58 −0,18113
84 74,666 −9,334 78 −0,23934
68 62,120 −5,880 38 −0,3095
88 66,313 −21,687 86 −0,50435

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ðàíæèðîâàíèÿìè êàæäîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïàðîé

ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå îòíîøåíèé ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íå èçìåíÿåò

çíàêîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàíæèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó-

÷àå ìû íå ìåíÿåì ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, ìû è íå èìååì ïðàâà

ýòîãî äåëàòü. Ïîýòîìó äëÿ ðàâíîìåðíîé êîððåêòèðîâêè âûáèðàþòñÿ òîëüêî íåíóëåâûå

ýëåìåíòû ìàòðèöû îòíîøåíèé, òàê êàê íóëü îçíà÷àåò, ÷òî äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêòà

çàíèìàþò îäíî è òî æå ìåñòî â ðàíæèðîâàíèè ýêñïåðòà. Òàêàÿ êîððåêòèðîâêà åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êîìïåíñàöèè ïîëîæèòåëüíîé ðàçíèöû â ðàññòîÿíèè ìåæäó

ðàíæèðîâàíèÿìè, òàê êàê îíî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðè ðàñïðåäåëåíèè îòðèöàòåëüíîé ðàçíèöû (ñì. òàáë. 3) ÷èñëî êîððåêòèðóåìûõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû îòíîøåíèé äîïîëíèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê êîððåêòèðóþòñÿ íåíó-

ëåâûå ýëåìåíòû è äîïîëíèòåëüíî òîëüêî òå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå îòíîøåíèé äëÿ ìåäèàíû. Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ðàçëè-

÷èå ìîæíî óìåíüøèòü, ó÷èòûâàÿ îòðèöàòåëüíóþ ðàçíèöó. Åñëè ïðè ýòîì çíàêè ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà íå èçìåíÿþòñÿ, òî åãî ðàíæèðîâàíèå íå

èçìåíÿåòñÿ. Åñëè èçìåíÿþòñÿ, òî íåëüçÿ ìîæåì êîððåêòèðîâàòü ìàòðèöó îòíîøåíèé äëÿ

ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà, òàê êàê ýòî îçíà÷àåò èçìåíåíèå åãî ðàíæèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó áó-

äåì êîððåêòèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ìåäèàíû. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ýòî ðàíæèðîâàíèå âñå ðàâíî äîëæíî èçìåíèòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíà

−2 6 2δ/k < 0, òî ýòà ðàçíèöà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì è îòëè÷àþùèìñÿ

îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà. Åñëè âå-

ëè÷èíà 2δ/k < −2, òî ðàñïðåäåëèì ïî òàêèì ýëåìåíòàì ìàòðèöû îòíîøåíèé äëÿ ìåäèàíû

òîëüêî âåëè÷èíó −2.

Åñòåñòâåííî, ÷òî âñÿ îòðèöàòåëüíàÿ ðàçíèöà åùå íå áóäåò ñêîìïåíñèðîâàíà, òàê êàê

îñòàíåòñÿ åùå ðàñïðåäåëèòü îñòàòîê îòðèöàòåëüíîé ðàçíèöû (2δ/k+2)k ïî k0 ýëåìåíòàì,
ãäå k0 � ýòî ÷èñëî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå îòíîøåíèé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

k0 = 0 âåëè÷èíà 2δ/k ðàñïðåäåëèòñÿ ïîëíîñòüþ, à ïðè k0 6= 0 îñòàòîê ðàñïðåäåëèòñÿ

ïîëíîñòüþ.

Ïðè �îðìèðîâàíèè ìàòðèöû øòðà�îâ äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè áó-

äåì, êàê è ðàíüøå, øòðà�îâàòü íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè îäíîãî ïðîåê-

òà ïåðåä äðóãèì ïî âñåì âîçìîæíûì ïàðàì, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò íåèçâåñòíîé

ìàòðèöû îòíîøåíèé ðàâåí 1. Åñëè ïðè ýòîì êîððåêòèðîâàëàñü ìàòðèöà îòíîøåíèé äëÿ

ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòà, òî åãî ðàíæèðîâàíèå øòðà�óåò íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ. Åñëè êîð-
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Òàáëèöà 4 Êîððåêòèðîâêà ìàòðèö îòíîøåíèé äëÿ ðàíæèðîâàíèé ýêñïåðòîâ

MK ÂÏ �àçíèöà, δ ×èñëî êîððåêòèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, k Ñðåäíåå, 2δ/k

76 97,426 21,426 182 0,23545

73 96,583 23,583 168 0,28075

92 96,327 4,327 174 0,049739

66 88,28 22,28 138 0,32289

71 93,95 22,95 156 0,29423

84 100,39 16,393 170 0,19286

68 91,448 23,448 122 0,38439

88 94,346 6,346 178 0,071308

ðåêòèðîâàëàñü ìàòðèöà îòíîøåíèé äëÿ ìåäèàíû, òî òîëüêî ýòî ðàíæèðîâàíèå øòðà�óåò

íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ.

Â èòîãå, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè äëÿ èçìåíåííîé ìàòðèöû øòðà�îâ

















































0 9,23 6,84 10,25 8,75 6,06 9,64 9,75 9,64 5,74 12,81 11,11 7,06 5,06
6,77 0 4,86 9,162 5,27 3,58 6,77 10,77 6,77 5,74 9,06 6,77 5,27 7,08
9,16 11,14 0 9,16 9,15 4,58 9,16 9,27 10,64 6,55 12,81 9,16 6,75 6,75
5,75 6,84 6,84 0 7,16 7,23 5,71 6,19 6,06 3,98 11,05 4,86 7,16 5,06
7,25 10,73 6,85 8,84 0 4,75 6,15 8,77 6,26 5,74 9,995 7,25 4,86 5,74
9,94 12,42 11,42 8,77 11,25 0 11,06 10,77 10,64 5,74 13,50 8,87 9,49 10,64
6,36 9,23 6,84 10,29 9,85 4,95 0 9,75 11,25 4,58 10,05 5,47 6,95 6,06
6,25 5,23 6,73 9,81 7,23 5,23 6,25 0 6,98 3,98 7,63 6,25 6,23 5,48
6,36 9,23 5,36 9,94 9,74 5,36 4,75 9,02 0 7,44 9,23 6,36 6,36 4,48
10,26 10,26 9,45 12,03 10,26 10,26 11,42 12,03 8,56 0 11,26 10,26 10,26 8,56
3,19 6,94 3,19 4,95 6,01 2,50 5,95 8,37 6,77 4,74 0 3,19 4,19 6,77
4,89 9,23 6,84 11,14 8,75 7,13 10,53 9,75 9,64 5,74 12,81 0 6,30 5,06
8,94 10,73 9,25 8,84 11,14 6,51 9,05 9,77 9,64 5,74 11,81 9,70 0 6,55
10,94 8,92 v9,25 10,94 10,26 5,36 9,94 10,52 11,52 7,44 9,23 10,94 9,45 0

















































äàåò òó æå ìåäèàíó Êåìåíè (ñì. òàáë. 2), ó êîòîðîé åå ðàññòîÿíèÿ äî îñòàëüíûõ ðàíæèðî-

âàíèé íå îòëè÷àþòñÿ îò ðàññòîÿíèé ñðåäíåãî ýëåìåíòà äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

èç òàáë. 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíåå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàí-

æèðîâàíèÿ, òàêæå ïðåäñòàâëåííîå ðàíæèðîâàíèåì, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé Êåìåíè.

4.3 Ïîñòðîåíèå ðàíæèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî ïðîèçâîëüíûì îáúåêòîì

Ñíîâà ïîñòðîèì ìåäèàíó Êåìåíè äëÿ ðàíæèðîâàíèé ýêñïåðòîâ è îïðåäåëèì åå ðàññòî-

ÿíèÿ äî îñòàëüíûõ ðàíæèðîâàíèé. Ñíîâà ñêîððåêòèðóåì èñõîäíóþ ìàòðèöó ðàññòîÿíèé

ìåæäó ðàíæèðîâàíèÿìè, óñòðàíèâ ìåòðè÷åñêèå íàðóøåíèÿ â êîí�èãóðàöèè ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà.

�àññìîòðèì òåïåðü ýëåìåíò P00 (ÂÏ), âûíåñåííûé çà ïðåäåëû âûïóêëîé îáîëî÷êè

ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàíæèðîâàíèÿ ýêñïåðòîâ. Ïðåäñòàâèì åãî ñâîè-

ìè ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (òàáë. 4). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå
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Òàáëèöà 5 Ïîñòðîåííûå ðàíæèðîâàíèÿ

� ÂÏ Ñ� ÌÊ

1 11 9 9

2 5 4 4

3 10 10 10

4 2 2 2

5 6 5 5

6 14 13 13

7 7 7 7

8 3 3 3

9 4 6 6

10 12 14 14

11 1 1 1

12 8 8 8

13 9 11 11

14 13 12 12

åìó ðàíæèðîâàíèå, òàêæå ïðèìåíèâ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè ê ñîîòâåòñòâó-

þùèì îáðàçîì èçìåíåííîé ìàòðèöå øòðà�îâ.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè äëÿ èçìåíåííîé ìàòðèöû øòðà�îâ:

















































0 6,17 7,95 8,88 6,88 6,56 7,55 7,55 7,55 6,12 10,17 9,95 7,95 5,24
8,05 0 5,34 6,17 5,91 3,14 8,05 8,17 8,05 6,09 6,17 8,05 5,91 7,72
6,17 8,17 0 6,17 6,17 4,19 6,17 6,17 8,17 7,38 10,17 6,17 8,01 8,01
5,91 7,95 7,95 0 8,03 7,92 5,90 7,17 6,63 3,73 8,17 4,64 8,03 5,24
8,05 8,17 7,99 6,88 0 4,52 6,64 6,85 6,43 6,12 7,36 8,05 4,63 6,09
7,49 10,17 9,22 6,79 9,49 0 8,17 8,17 8,17 6,12 11,55 6,79 7,49 8,17
7,23 6,17 7,95 8,75 7,55 5,38 0 7,55 9,55 5,06 7,462 5,72 8,06 6,56
6,73 5,30 7,44 7,55 7,99 5,30 6,73 0 7,56 3,69 4,17 6,73 6,68 5,11
7,23 6,17 5,85 7,55 7,90 5,85 4,59 7,32 0 8,81 6,17 7,23 7,23 4,04
7,49 7,46 6,17 9,49 7,49 7,49 8,17 9,45 5,45 0 8,17 7,49 7,49 5,45
3,08 8,11 3,08 5,47 6,86 1,70 6,76 10,7 8,05 4,80 0 3,08 4,37 8,05
4,51 6,17 7,95 10,17 6,88 7,83 8,60 7,55 7,55 6,12 10,17 0 6,76 5,24
6,88 8,17 6,17 6,88 10,16 6,91 6,85 7,55 7,55 6,12 9,46 8,07 0 7,38
8,17 6,60 6,17 8,17 7,46 5,85 7,49 9,01 9,94 8,81 6,17 8,17 6,17 0

















































äàåò íîâîå ðàíæèðîâàíèå (ÂÏ), ïîêàçàííîå â òàáë. 5. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî äàííîå ðàí-

æèðîâàíèå îòëè÷àåòñÿ îò ìåäèàíû Êåìåíè, ðàññòîÿíèå ìåæäó äàííûì ðàíæèðîâàíèåì

è ìåäèàíîé Êåìåíè ïî ìàòðèöàì èõ îòíîøåíèé ðàâíî 14.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îäíîìó è òîìó æå ðàíæèðîâàíèþ ìîãóò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ðàçíûå âåêòîðû ðàññòîÿíèé äî îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà (ðàí-

æèðîâàíèé), èìåííî ïîýòîìó àâòîðàì óäàëîñü äîêàçàòü ìåòðè÷íîñòü ìåäèàíû Êåìåíè íà

ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ ìîíîòîííûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì ðàíãîâîé øêàëû, íå íàðóøàþùèì ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîð ðàññòîÿíèé ýëåìåíòà, ñèëüíî îòëè÷àþùåãîñÿ îò ñðåä-

íåãî (öåíòðàëüíîãî) ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, �îðìèðóåò äðóãîå ðàíæèðîâàíèå, íå ñîâïàäà-

þùåå ñ ðàíæèðîâàíèåì äëÿ ñðåäíåãî îáúåêòà.



Î ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìåäèàíû Êåìåíè 1631

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, è íàîáîðîò, ðàçíûì ðàíæèðîâàíèÿì ìîãóò ñîîò-

âåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå âåêòîðû ðàññòîÿíèé äî äðóãèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (ðàíæèðî-

âàíèé). Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíû Êåìåíè, ìîæíî â êàæäîì

ñëó÷àå ïîñòðîèòü ðàíæèðîâàíèå, èìåþùåå òàêèå æå ðàññòîÿíèÿ äî îñòàëüíûõ, êàê è èí-

äèâèäóàëüíîå ðàíæèðîâàíèå ýêñïåðòà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàíæèðîâàíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ìåäèàíîé îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìàòðèöû øòðà�îâ, íåèçáåæíî ïîäâåðãíåòñÿ íåìîíîòîí-

íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, êîòîðîå èçìåíèò óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ â äàííîì ðàíæèðîâàíèè.
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