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Для регрессионного анализа предложены варианты обобщения понятия ROC (relative
operating characteristics) кривой, которые позволяют визуализировать, в какой степени
построенное решение использует прогнозирующую способность переменных, а также поз-
воляют оценить информативность переменных. В отличие от известных кривых RROC
(regression ROC) и REC (regression error characteristics) предложенные варианты более точ-
но воспроизводят поведение ROC-кривой для классификации, в частности для случайного
прогноза эти кривые приближаются к прямой. Предложенная конструкция ROC-кривой
близка к конструкции эмпирического моста.
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1 Введение

Существует большое число подходов к оцениванию значимости переменных в задачах
построения решающих функций [1], которые применимы к задаче регрессионного анализа.
Одним из таких подходов является анализ (в том числе визуальный) ROC-кривой [2].

Изначально понятие ROC-кривой (кривой ошибок) было введено для задачи класси-
фикации (распознавания образов), где оно является одним из основных инструментов для
анализа качества решающей функции [3, 4]. В этом случае ROC-кривая — это по сути эмпи-
рическая функция распределения второго класса, построенная как функция от значений
эмпирической функции распределения первого класса для переменной, упорядочивающей
объекты по оцененной вероятности их принадлежности первому классу [5]. Площадь под
ROC-кривой пропорциональна U -статистике критерия Манна–Уитни [6], а именно:

AUC =
U

N1N2
,

где N1 и N2 — объемы выборок для первого и второго классов.
Известны обобщения понятия ROC-кривой для регрессионного анализа (REC-

кривая [7] и RROC-кривая [8]). Однако эти обобщения требуют явного задания прогнози-
руемых значений целевой переменной, в то время как для построения ROC-кривой в задаче
классификации достаточно лишь упорядочивания объектов.

В работе предлагается вариант ROC-кривой для задачи регрессионного анализа, кото-
рый использует порядок прогнозируемых значений целевой переменной, но не сами зна-
чения.

2 Постановка задачи

Пусть X — пространство значений переменных, используемых для прогноза, а Y — про-
странство значений прогнозируемых переменных, и пусть C — множество всех вероятност-
ных мер на заданной σ-алгебре подмножеств множества D = X × Y . При каждом c ∈ C
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имеем вероятностное пространство 〈D,B,Pc〉, где B— σ-алгебра; Pc — вероятностная ме-
ра. Параметр c будем называть стратегией природы.

В задаче регрессинного анализа в качестве значений целевой переменной выступает
множество Y = (−∞,+∞).

Решающей функцией называется соответствие λ : X → Y . Качество принятого реше-
ния оценивается заданной функцией потерь L : Y 2 → [0,∞). Под риском будем понимать
средние потери:

R(c, λ) = EcL(y, λ(x)) =
∫

D

L(y, λ(x)) Pc(dx, dy), x ∈ X, y ∈ Y.

В данной работе будем рассматривать функции потерь вида L(y, y′) = LR(F (y), F (y′)),
где F (y) — функция распределения.

С таким критерием задачу построения решающих функций будем называть задачей
ранговой регрессии. Такой термин представляется оправданным, поскольку функция рас-
пределения может интерпретироваться как непрерывное обобщение нормированного ран-
га. Заметим, что эмпирическая функция распределения — это в точности нормированный
ранг выборочного значения целевой переменной.

Рассматриваемая функция потерь использует квантильное преобразование целевой пе-
ременной, поэтому задачу можно также называть задачей квантильной регрессии, хотя
последний термин принято использовать в несколько ином значении.

Пусть VN = ((xi, yi) ∈ D | i = 1, . . . , N), VN ∈ DN — случайная независимая выборка из
распределения Pc.

Метод (алгоритм) построения решающих функций есть отображение Q : V → Λ, где
Λ— заданный класс решающих функций; V =

⋃

∞

N=1D
N — множество всевозможных вы-

борок; λQ,V — функция, построенная по выборке V методом Q.
При оценивании риска по выборке вместо функции распределения используется эмпи-

рическая функция распределения.
Заметим, что оптимальным решением при рассматриваемом критерии качества будет

условная медиана, которая также является оптимальным решением для критерия с функ-
цией потерь L(y, y′) = |y − y′|. Однако это не означает, что рассматриваемая задача эк-
вивалентна задаче регрессии с критерием MAE (mean absolute error, среднее абсолютное
отклонение), поскольку выборочное решение (как правило) отличается от оптимально-
го [9]; кроме того, решение может быть неоптимальным [10] из-за ограничений класса
решений [11, 12].

3 Кривые REC и RROC

Рассмотрим известные способы определения кривой ошибок в задаче регрессионного
анализа.

Кривая REC — это по сути эмпирическая функция распределения для величины ошиб-
ки (потерь). Единственное отличие в том, что эмпирическая функция распределения сту-
пенчатая, а REC-кривая соединяет вершины «ступенек» отрезками.

В работе [7] показывается, что данная кривая обладает некоторыми свойствами, схо-
жими со свойствами ROC-кривой в задаче классификации. В частности, из двух решений
лучше то, для которого REC-кривая лежит выше.

Однако REC-кривая вряд ли может рассматриваться как аналог ROC-кривой, посколь-
ку ее поведение в целом существенно иное.
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(а) (б )

Рис. 1 Упорядоченный ряд регрессионных остатков (а) и построенная на его основе RROC-кри-
вая (б )

Несколько сложнее определяется так называемая RROC-кривая [8].

Обозначим εi = yi − ŷi — последовательность регрессионных остатков (отклонений
истинных значений от прогнозируемых). Здесь ŷi = λ(xi).

Пусть i(j), j = 1, . . . , N , — перестановка индексов, которая упорядочивает значения
εi(j) по неубыванию.

Введем величины:

S1(j) =
N
∑

k=j

(

εi(k) − εi(j)
)

; −S2(j) =

j
∑

k=1

(

εi(k) − εi(j)
)

.

Кривая RROC определяется как ломаная с вершинами в точках (S1(j),−S2(j)), j =
= 1, . . . , N .

Для наглядности построение RROC-кривой проиллюстрировано на рис. 1. Геометриче-
ски S1 и S2 есть площади соответственно над и под кривой εi(j) от заданной горизонтальной
линии. При перемещении этой линии точка (S1,−S2) «прорисовывает» RROC-кривую.

В примере, изображенном на рис. 1, в качестве целевой переменной взят нормиро-
ванный ранг yi = (i − 1)/(N − 1). В качестве прогнозируемых значений взят случайный
нормированный ранг ŷi = (R(i) − 1)/(N − 1), где R(i) — случайная перестановка индек-
сов. Синяя кривая на правой диаграмме есть RROC-кривая для решения ŷi. Сиреневая
RROC-кривая соответствует константному решению (когда в качестве прогноза исполь-
зуется выборочная медиана).

Очевидно, что в рассмотренном случае константное решение лучше случайного
(в смысле средней ошибки). При этом RROC-кривая для него лежит выше RROC-кривой
случайного решения. Это вполне соответствует ожиданиям, поскольку в задаче класси-
фикации ROC-кривая «хорошего» решения также лежит выше «плохого».

Однако заметим, что в задаче классификации ROC-кривая для наихудшего решения
(т. е. для решения, которое состоит в случайном гадании) близка к прямой. В отличие
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от этого RROC-кривая всегда вогнута (т. е. выпукла вверх) и для худшего решения, как
видим, очень далека от прямой.

Данное отличие представляется очень существенным, и оно может затруднять исполь-
зование RROC-кривой в качестве аналога ROC-кривой.

В следующем разделе делается попытка ввести понятие ROC-кривой для регрессион-
ного анализа таким образом, чтобы ее свойства по возможности максимально совпадали
со свойствами ROC-кривой.

4 Кривая ошибок для регрессии

Для построения ROC-кривой требуется задать порядок на объектах выборки.
Предположим, что данная нам выборка упорядочена (по возрастанию) в соответствии

с прогнозируемым значением целевой переменной.
Сконструируем по исходной выборке VN новую выборку V r с бинарной целевой пере-

менной.
Рассмотрим случай, когда все yi различны. Обозначим r(i) — ранг значения yi. Иными

словами, r(i) — это перестановка индексов, которая упорядочивает значения yi в выборке
по возрастанию.

Для каждой пары (xi, yi) исходной выборки включим в новую выборку r(i) − 1 пар
(xi,−1) и N − r(i) пар (xi, 1).

Для полученной выборки строим обычную ROC-кривую.

Определение 1. ROC-кривую, построенную по выборке V r, назовем ROCr-кривой.

Алгоритм построения ROCr–кривой можно описать следующим образом.
Ставим «перо» в начало координат.
Далее перебираем (в заданном порядке) все объекты выборки, и для каждого объекта

перемещаем «перо» на (r(i)− 1)/(N(N − 1)) вправо и на (N − r(i))/(N(N − 1)) вверх.
В итоге «перо» оказывается в точке (1, 1).
На рис. 2, а сиреневым цветом изображена ROCr-кривая для случайного прогноза

(в качестве решения выступает случайный порядок). Как видим, эта кривая флуктуиру-
ет в окрестности диагонали (пунктирная линия), т. е. ведет себя качественно так же, как
ROC-кривая в задаче классификации при случайном упорядочивании объектов. Синим
цветом на рис. 2, а показана ROCr-кривая для точного прогноза (для лучшего восприя-
тия формы кривой серым цветом нарисована дуга окружности). Вид кривой значительно
отличается от ROC-кривой в задаче классификации при оптимальном упорядочивании
объектов.

Чтобы добиться более полного сходства с ROC-кривой введем еще одну модификацию.
Для каждой пары (xi, yi) из исходной выборки VN в новую выборку V d включим |N +

+ 1− 2r(i)| пар (xi, sign(N + 1− 2r(i))). Для полученной выборки также строим обычную
ROC-кривую. В отличие от предыдущего варианта здесь мы «сокращаем» объекты про-
тивоположных классов (с одинаковыми xi).

Определение 2. ROC-кривую, построенную по выборке V d, назовем ROCd-кривой.

Рисунок 2, б содержит ROCd-кривые, соответствующие ROCr-кривым рис. 2, а.
Визуально ROCd-кривые среди всех рассмотренных в большей степени соответству-

ют поведению ROC-кривых в задаче классификации. Однако ROCd-кривая имеет суще-
ственный недостаток, заключающийся в нечувствительности к изменению прогнозируемо-
го ранга для объекта, у которого N + 1− 2r(i) = 0.
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(а) (б )

Рис. 2 Кривые ROCr (а) и ROCd (б )

Наиболее подходящей для визуальной оценки информативности переменной представ-
ляется кривая ROCr.

5 Эмпирический мост

Для анализа регрессионных зависимостей в работах [13, 14] предложено использовать
конструкцию, названную эмпирическим мостом.

Эмпирический мост — это ломаная, соединяющая последовательность точек
(

j/N, (∆j − (j/N)∆N )/(σ
√
N)
)

, j = 1, . . . , N, где ∆j =
∑j

k=1 εk — частичная сумма
регрессионных остатков; σ — стандартное отклонение остатков.

Известно, что если регрессионные остатки независимы и одинаково распределены, то
с ростом объема выборки эмпирический мост сходится к стандартному броуновскому мос-
ту (броуновскому процессу, конечная точка которого зафиксирована и совпадает с началь-
ной). Данный факт позволяет строить статистические критерии для оценки значимости
систематического смещения регрессионных остатков.

Эмпирический мост дает более наглядную визуализацию поведения ошибок прогнози-
рования по сравнению с непосредственным изображением регрессионных остатков. Эмпи-
рический мост представляет собой график кумулятивной ошибки, что позволяет увидеть
смещенность прогноза, а также то, как смещение меняется в зависимости от значений
переменной X.

Выясним, что представляет собой эмпирический мост, если в качестве значений це-
левой переменной взять ранги r(j), а в качестве прогнозируемых значений — константу,
равную среднему рангу, т. е. (N + 1)/2.

В этом случае εk = r(k)− (N + 1)/2, а ∆N = 0.

Утверждение 1. При повороте на 45◦ кривая ROCr превращается в эмпирический мост

для медианного прогноза с точностью до масштабирующих коэффициентов по осям коор-

динат.
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Доказательство. Для доказательства утверждения проанализируем алгоритм постро-
ения ROCr-кривой.

Обозначим (X ′,Y ′) = (1/
√
2)(X + Y ,Y − X ) — систему координат, полученную пово-

ротом исходной системы координат (X ,Y) на 45◦.
На каждом шаге алгоритма «перо» смещается вдоль оси X ′ на величину

√
2

(

r(i)− 1

N(N − 1)
+

N − r(i)

N(N − 1)

)

=

√
2

N

и вдоль оси Y ′ на величину

√
2

(

r(i)− 1

N(N − 1)
− N − r(i)

N(N − 1)

)

=
2
√
2

N(N − 1)

(

r(i)− N + 1

2

)

=
2
√
2

N(N − 1)
εi.

�

Утверждение 2. При повороте на 45◦ кривая ROCd превращается в эмпирический мост

для медианного прогноза с точностью до монотонной деформации по оси абсцисс и мас-

штабирующего коэффициента по оси ординат.

Утверждение доказывается аналогично предыдущему.
Таким образом, предложенный способ построения ROC-кривой для ранговой регрессии

оказался эквивалентным некоторой разновидности эмпирического моста.
На рис. 3, а темно-синим цветом изображена кривая ROCr, сиреневым — ROCd. На

рис. 3, б изображен эмпирический мост. Кривые построены для реальной задачи регрес-
сионного анализа (Zillow’s Home Value Prediction, kaggle.com).

Видим, что кривая ROCr близка к прямой, а кривая ROCd оказалась почти вырож-
денной. Наиболее информативной выглядит кривая эмпирического моста.

Напрашивается идея использовать конструкцию эмпирического моста вместо ROC-
кривой и в задаче классификации.

(а) (б )

Рис. 3 Кривые ROCr и ROCd (а) и эмпирический мост для реальных данных (б )
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Достаточно взять εk = yk/Nyk . Здесь yk ∈ {−1, 1} обозначает класс, которому принад-
лежит объект выборки; Ny — количество объектов класса y.

Построенный таким образом эмпирический мост с точностью до поворота и масштаба
совпадает с ROC-кривой.

6 Заключение

В работе были предложены некоторые естественные обобщения понятия ROC-кривой
на случай регрессионного анализа. Данные модификации более полно воспроизводят свой-
ства ROC-кривой по сравнению с известными вариантами ROC-кривой для регрессии,
такими как RROC- и REC-кривые.

Наиболее важным из воспроизводимых свойств является то, что предложенные кривые
при случайном прогнозе приближаются к прямой, а отклонения от прямой позволяют
оценить информативность «объясняющей» переменной.

Предложенные варианты ROC-кривой оказались близкими понятию эмпирического
моста, что свидетельствует об их содержательности. Один из вариантов ROC-кривой (кри-
вая ROCd) наиболее полно соответствует визуальному образу ROC-кривой в задаче клас-
сификации. Вместе с тем, кривая ROCd не вполне отражает информацию о качестве про-
гноза. Вопрос построения регрессионного аналога ROC-кривой, который бы полностью
отражал все свойства этой кривой в задаче классификации, пока остается открытым.
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There are a large number of approaches to estimating the significance of variables in problems
of constructing decision functions. One of the most important approaches is based on of the
ROC (relative operating characteristics) curve (error curve). Initially, the ROC curves were
introduced for classification models. The extension of ROC curves for regression problems
has also been investigated. Notable examples are the so-called regression error characteristics
(REC) curves and the Regression ROC (RROC) curves. However, these generalizations require
the explicit specification of the predicted values of the target variable, while for constructing the
ROC curve in the classification problem, one needs only the ordering of objects. There are also
some other differences in essential properties of such regression ROC curves and classification
ROC curves. The present author proposes some natural generalizations of the concept of the
ROC curve for regression analysis, which reproduce more fully the properties of the ROC curve
as compared to the known extensions. The most important of these properties is that the ROC
curves move to a straight line, when built on random prediction. The deviations from the line
allow one to estimate the importance of a variable. The proposed variants of the ROC curve
for regression were found to be close to the construction of the empirical bridge.
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