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Рассматривается одна из центральных труднорешаемых задач логического анализа
данных — дуализация над произведением частичных порядков. Исследуется важный част-
ный случай, когда каждый порядок является цепью. Показано, что поставленная задача
сводится к поиску неприводимых покрытий булевой матрицы (дуализации булевой мат-
рицы), специальным образом построенной по исходным данным. Приведены результаты
численных экспериментов, базирующиеся на эффективном «в типичном случае» асимпто-
тически оптимальном поиске неприводимых покрытий булевой матрицы. Ранее для реше-
ния рассматриваемой задачи предлагался подход, представляющий интерес, в основном,
для теории и имеющий целью построение инкрементальных алгоритмов c квазиполино-
миальными временными оценками «для худшего случая».
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1 Введение

Логический анализ данных основан на решении сложных в вычислительном плане за-
дач, что естественно обусловлено применением дискретного аппарата. Как правило, возни-
кают задачи, которые в теории алгоритмической сложности дискретных задач называют
труднорешаемыми. Особой сложностью отличаются перечислительные задачи, в которых
требуется найти (перечислить) все решения, при этом число решений растет экспонен-
циально с ростом размера задачи (размера входа). Одной из главных перечислительных
задач считается дуализация над произведением частичных порядков. Ниже приведена ее
формулировка.

Пусть P = P1×· · ·×Pn, где P1, . . . , Pn — конечные частично упорядоченные множества.
Считается, что элемент x = (x1, . . . , xn) ∈ P следует за элементом y = (y1, . . . , yn) ∈ P ,
если xi следует за yi при i = 1, 2, . . . , n. Для обозначения того, что y ∈ P следует за x ∈ P
и x 6= y, далее используется запись x ≺ y.

Пусть R ⊆ P , R+ = R ∪ {x ∈ P |∃a ∈ P, a ≺ x}. Задача построения двойственного к R
множества I(R), состоящего из элементов a ∈ P \ R+ таких, что для любого x ∈ P \ R+

+, x 6= a, отношение a ≺ x не выполняется, называется дуализацией над произведением
частичных порядков. Элемент из I(R) называется максимальным независимым от R эле-
ментом множества P .

Одним из наиболее востребованных является случай, когда каждое Pi является цепью,
т. е. любые два элемента в Pi сравнимы. Если Pi = {0, 1} при i ∈ {1, 2, . . . , n} и 0 ≺ 1,
то рассматриваемая задача — это перечисление максимальных независимых подмножеств
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вершин гиперграфа с n вершинами и |R| ребрами (дуализация гиперграфа). Эквивалент-
ными задачами являются следующие две задачи. Во-первых, это построение сокращенной
дизъюнктивной нормальной формы монотонной булевой функции от n переменных, задан-
ной конъюнктивной нормальной формой из |R| элементарных дизъюнкций (дуализация
монотонной булевой функции). Во-вторых, это поиск неприводимых покрытий булевой
матрицы из |R| строк и n столбцов (дуализация булевой матрицы). Если R состоит из
попарно несравнимых элементов, то дуализация монотонной булевой функции — это по-
строение множества «нижних» единиц этой функции при условии, что задано множество
ее «верхних» нулей.

Важность дуализации обусловлена большим числом приложений, среди которых сле-
дует выделить логический анализ данных в распознавании (машинное обучение по пре-
цедентам), поиск ассоциативных правил в базах данных (data mining), решение монотон-
ных систем неравенств (целочисленное и стохастическое программирование), пересечение
матроидов (комбинаторная оптимизация и символьный анализ электронных цепей), со-
единение вершин наименьшим набором графов (теория надежности), покрытие линейного
пространства подпространствами (криптография), поиск эффективных точек дискретных
вероятностных распределений (стохастическое программирование), упаковка точек (data
mining), поиск минимальных тестов (теория управляющих систем).

Теоретические оценки эффективности алгоритмов дуализации базируются на оценке
сложности одного шага [1]. Наиболее эффективным считается алгоритм, который имеет
полиномиальный от размера входа шаг. Хотя задача поставлена еще в 1960-х гг. [2], поли-
номиальные алгоритмы удалось построить лишь для некоторых частных случаев дуали-
зации, поэтому требования к алгоритму были ослаблены. Обозначились два направления
исследований.

Первое направление, разрабатываемое в основном за рубежом, основано на построении
так называемых инкрементальных алгоритмов, когда алгоритму разрешено просматри-
вать решения, найденные на предыдущих шагах. При этом оценки сложности шага ал-
горитма даются для худшего случая (самого сложного варианта задачи). В [3] построен
алгоритм дуализации монотонной булевой функции с квазиполиномиальным шагом, опре-
деляемым не только размером входа задачи, но и размером ее выхода. Такой алгоритм
интересен исключительно для теории, поскольку в худшем случае число решений дуали-
зации (размер выхода задачи) растет экспоненциально с ростом размера ее входа.

Второе направление исследований основано на построении асимптотически оптималь-
ных алгоритмов дуализации булевой матрицы (предложено в [4]). В этом случае алгорит-
му разрешено делать лишние полиномиальные шаги при условии, что их число должно
быть достаточно мало по сравнению с числом всех решений задачи (числом неприводи-
мых покрытий булевой матрицы). В результате удалось построить алгоритмы дуализации
булевой матрицы, эффективные в типичном случае (для почти всех вариантов задачи).
Эти алгоритмы имеют теоретическое обоснование и показывают хорошие результаты на
практике. В дальнейшем подход был применен для построения асимптотически оптималь-
ных алгоритмов дуализации монотонной булевой функции, а также для более общих задач
преобразования нормальных форм двузначной функции многозначной логики [5–9].

В настоящее время отечественные асимптотически оптимальные алгоритмы поиска
неприводимых покрытий булевой матрицы являются мировыми лидерами по скорости
счета [9]. Эти алгоритмы позволяют решать задачи значительных размеров, что подтвер-
ждают эксперименты на большом количестве разнотипных данных. Данные для тести-
рования предоставлены японскими учеными Murakami и Uno [10]. Следует отметить, что
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алгоритмы дуализации гиперграфа, предложенные в [10], являются в силу эквивалент-
ности задач асимптотически оптимальными алгоритмами поиска неприводимых покрытий
булевой матрицы. Однако эти алгоритмы, а также другие известные алгоритмы дуализа-
ции гиперграфа, имеющие иные конструктивные особенности, уступают по скорости счета
последним отечественным разработкам, представленным в [9].

В настоящей работе рассматривается случай, когда Pi = {0, 1, . . . , k − 1}, k > 2, i =
= 1, 2, . . . , n, и элементы в Pi упорядочены в порядке возрастания, т. е. 0 ≺ 1 ≺ 2 ≺ · · ·
· · · ≺ k − 1.

В разд. 2 введено понятие упорядоченного тупиковым σ-покрытием целочисленной
матрицы, являющееся обобщением понятия неприводимого покрытия булевой матрицы,
и показано, что исходная задача сводится к перечислению покрытий общего вида для мат-
рицы L(R+), строками которой являются наборы из R+. В разд. 3 приведено утверждение,
согласно которому задача построения упорядоченных тупиковых σ-покрытий матрицы
L(R+) может быть решена на основе построения специальных неприводимых покрытий бу-
левой матрицы из |R| строк и kn столбцов. Для поиска искомых неприводимых покрытий
в работе построен алгоритм RUNC-M+, являющийся модификацией асимптотически оп-
тимального алгоритма поиска неприводимых покрытий булевой матрицы RUNC-M из [9].
Его описание на псевдокоде, а также описание общей схемы работы асимптотически оп-
тимального алгоритма дуализации булевой матрицы приведены в разд. 4 и 5. Результаты
тестирования алгоритма RUNC-M+ рассмотрены в разд. 6.

Ранее в работе [11] для случая, когда каждое Pi является цепью и |Pi| > 2, на базе алго-
ритма, предложенного в [3], построен квазиполиномиальный инкрементальный алгоритм.
Однако результаты тестирования этого алгоритма в [11] не приведены.

2 Основные понятия

Пусть L — матрица c n столбцами и элементами из {0, 1, . . . , k − 1}, k > 2, и пусть
σ = (σ1, . . . , σr), r 6 n, σi ∈ {0, 1, . . . , k − 2}, k > 2.

Упорядоченным тупиковым σ-покрытием матрицы L называется набор H из r различ-
ных столбцов этой матрицы такой, что подматрица LH матрицы L, образованная столб-
цами набора H , обладает следующими двумя свойствами: (1) LH не содержит строку
(σ1, . . . , σr); (2) если t ∈ {1, 2, . . . , r}, то LH содержит хотя бы одну строку (β1, . . . , βr)
такую, что βt непосредственно следует за σt и βj = σj при j ∈ {1, . . . , r} \ {t}.

Упорядоченное тупиковое (0, 0, . . . , 0)-покрытие H булевой матрицы L называется
неприводимым покрытием. Если L — булева матрица, σ = (0, . . . , 0) и выполнено усло-
вие (1), то H — покрытие матрицы L (H покрывает строки матрицы L). Если L — булева
матрица, σ = (0, . . . , 0) и выполнено условие (2), то H — совместимый набор столбцов
матрицы L. Если же условие (2) не выполнено, то H — несовместимый набор столбцов
матрицы L. Совместимый набор столбцов булевой матрицы называется максимальным,
если он не содержится ни в каком другом совместимом наборе столбцов этой матрицы.

Пусть H — совместимый набор столбцов булевой матрицы L. Будем говорить, что стол-
бец h матрицы L совместим с H , если H ∪{h} — совместимый набор столбцов матрицы L.

Подматрица булевой матрицы называется единичной, если в каждой строке и в каждом
столбце этой матрицы в точности один элемент равен 1. Единичная подматрица булевой
матрицы L называется максимальной, если она не содержится ни в какой другой еди-
ничной подматрице матрицы L. Из условия, что H — максимальный совместимый набор
столбцов матрицы L длины r, следует, что LH содержит хотя бы одну максимальную
единичную подматрицу порядка r.
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Будем говорить, что строка (a1, a2, . . . , an) булевой матрицы L охватывает строку
(b1, b2, . . . , bn) этой матрицы, если aj > bj при j = 1, 2, . . . , n. Заметим, что множество
(0, 0, . . . , 0)-покрытий булевой матрицы не меняется при выбрасывании из нее охватыва-
ющих строк.

Пусть P = P1×· · ·×Pn, Pi = {0, 1, . . . , k−1}, k > 2, R ⊆ P . Обозначим через LR мат-
рицу, строками которой являются элементы множества R, через LR+ матрицу, строками
которой являются элементы множества R+.

Пусть σ = (σ1, . . . , σn) — набор из P , в котором элемент с номером t, t ∈ {j1, . . . , jr},
не является максимальным в Pt, а элемент с номером t, t /∈ {j1, . . . , jr}, является макси-
мальным в Pt. Очевидным является

Утверждение 1. Набор σ является максимальным независимым от R набором тогда

и только тогда, когда набор столбцов матрицы LR+ с номерами j1, . . . , jr является упоря-

доченным тупиковым (σj1 , . . . , σjr)-покрытием.

При k = 2 матрица LR получается из матрицы LR+ удалением охватывающих строк,
поэтому из утверждения 1 сразу следует

Утверждение 2. Если k = 2, то набор σ является максимальным независимым от R
набором тогда и только тогда, когда набор столбцов матрицы LR с номерами j1, . . . , jr
является неприводимым покрытием.

3 Сведение задачи построения упорядоченных тупиковых

σ-покрытий целочисленной матрицы к задаче построения

неприводимых покрытий булевой матрицы

Пусть L = (aij), i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n, — матрица с элементами из
{0, 1, . . . , k − 1}, k > 2. Пусть a ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Положим

δ(aij , a) =

{
1, если aij > a ;

0, если aij 6 0 ,

для i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n.

Построим булеву матрицу L∗, состоящую из m строк и k×n столбцов, в которой строка
с номером i, i = 1, 2, . . . , m, имеет вид:

(δ(ai1, 0), . . . , δ(ai1, k − 1), δ(ai2, 0), . . . , δ(ai2, k − 1), . . . , δ(ain, 0), . . . δ(ain, k − 1)).

Нетрудно заметить, что столбцу с номером j, j ∈ {0, 1, . . . , n}, исходной матрицы L со-
ответствует группа из k столбцов матрицы L∗ с номерами k(j−1)+1, k(j−1)+2, . . . , kj.
Такие столбцы назовем родственными. Через P (L∗) обозначим множество всех неприво-
димых покрытий матрицы L∗. Несложно доказывается

Утверждение 3. Пусть σ = (σ1, . . . , σr), r 6 n, σi ∈ {0, 1, . . . , k − 2}, при i =
= 1, 2, . . . , r, k > 2. Набор из r различных столбцов матрицы L с номерами j1, j2, . . . , jr
является упорядоченным тупиковым σ-покрытием тогда и только тогда, когда выполне-

ны два следующих условия: (1) набор столбцов матрицы L∗ с номерами t1, t2, . . . , tr, где

ti = (ji − 1)k + σi + 1, принадлежит P (L∗); (2) если i ∈ {1, 2, . . . , r} и ti < kji, то в P (L∗)
нет набора столбцов с номерами t1, . . . , ti−1, qi, ti+1, . . . , tr, где qi ∈ [ti + 1, kji].
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Из утверждения 3 следует, что задача построения множества P (L) сводится к по-

строению подмножества P̃ (L∗) множества P (L), состоящего из всех таких неприводимых
покрытий, которые, во-первых, не содержат столбцов с родственными номерами и, во-вто-
рых, удовлетворяют некоторому дополнительному условию (2), которое назовем условием

старшинства. Элементы множества P̃ (L∗) назовем правильными неприводимыми покры-
тиями матрицы L∗.

4 Асимптотически оптимальный алгоритм поиска неприводимых

покрытий булевой матрицы
Асимптотически оптимальный алгоритм A построения множества всех неприводимых

покрытий P (L) булевой матрицы L размера m×n действует по следующей схеме. На каж-
дом шаге строится максимальный совместимый набор столбцов H матрицы L. Некоторые
максимальные совместимые наборы столбцов могут строиться неоднократно. Проверка на
повторяемость осуществляется путем просмотра строк подматрицы LH матрицы L, обра-
зованной столбцами набора H . При этом на каждом шаге выполняется не более чем d эле-
ментарных операций, где d ограничено сверху полиномом от m и n. Под элементарной
операцией понимается просмотр одного элемента матрицы. Основное требование: число
шагов NA(L) алгоритма A должно быть асимптотически равно |P (L)| при n → ∞ для
почти всех булевых матриц L размера m× n. Указанное требование означает следующее.
Существуют две положительные бесконечно убывающие функции α(n) и β(n) такие, что
для всех достаточно больших n имеет место

1−
|M |

|Mmn|
6 α(n),

где Mmn — множество всех булевых матриц размера m× n; M — множество матриц L из
Mmn, для которых выполнено

1− β(n) 6
|P (L)|

NA(L)
6 1 + β(n).

Таким образом, асимптотически оптимальный алгоритм дуализации булевой матрицы
имеет «лишние» полиномиальные шаги. Шаг считается лишним в двух случаях: (1) по-
строенный максимальный совместимый набор столбцов H уже строился на предыдущих
шагах; (2) набор столбцов H ранее не строился, но он не является покрытием. Для по-
чти всех булевых матриц размера m×n число лишних шагов должно иметь более низкий
порядок роста по сравнению с числом неприводимых покрытий при росте размера задачи.

Рассматриваемые алгоритмы поиска неприводимых покрытий булевой матрицы L по-
строены для случая, когда число строк матрицы L существенно меньше числа ее столб-
цов. Обоснование подхода опирается на технику получения асимптотических оценок числа
неприводимых покрытий, которая первоначально была предложена в работах В.А. Сле-
пян и В.Н. Носкова, а затем развита в работах Дюковой [4–8] и Андреева [12]. В частности,
было показано, что при logm 6 (1 − ε) logn, 0 < ε < 1, n → ∞, для почти всех булевых
матриц L размера m× n число единичных подматриц матрицы L асимптотически равно
мощности P (L).

Для наглядности работу асимптотически оптимального алгоритма дуализации булевой
матрицы L можно представить в виде обхода дерева решений (ДР) в глубину: корнем ДР
является пустой набор; вершины — совместимые наборы столбцов; висячие вершины —
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максимальные совместимые наборы столбцов, которые либо являются впервые найденны-
ми неприводимыми покрытиями, либо соответствуют лишним шагам.

Первоначально матрица L рассматривается в качестве текущей матрицы. Построение
ДР начинается с вершины, которая порождается некоторым ненулевым столбцом матри-
цы L. При построении каждой из остальных вершин в роли текущей матрицы выступает
подматрица матрицы L. Для построения дочерней вершины внутренней вершины H алго-
ритм по определенному правилу выбирает в текущей матрице ненулевой столбец и строит
новую вершину H ∪ h , где h — соответствующий столбец матрицы L. После построения
вершины H ∪h текущая матрица изменяется. Из нее, как правило, удаляются все строки,
покрытые столбцом h (имеющие единицу в пересечении с этим столбцом), и удаляют-
ся столбцы, порожденные теми столбцами матрицы L, которые несовместимы с набором
H ∪ h. Дополнительно могут удаляться и другие строки и столбцы. Если новая текущая
матрица не содержит единичных элементов, то вершина H ∪ h становится висячей. Если
набор H ∪ h найден впервые и является покрытием, то множество неприводимых покры-
тий, построенных на предыдущих шагах, пополняется; в противном случае это множество
не меняется и шаг объявляется лишним. В любом случае далее либо происходит переход
к новому шагу путем возврата на более высокий уровень ДР, либо алгоритм заканчива-
ет работу. Если же новая текущая матрица содержит единичные элементы, то H ∪ h —
внутренняя вершина ДР и процесс построения ветви дерева продолжается.

Время работы асимптотически оптимального алгоритма в большой степени зависит от
сложности ДР (числа вершин в ДР), которое строит этот алгоритм.

На данный момент наилучшие результаты по скорости счета показывает алгоритм
RUNC-M. Этот алгоритм строит каждый максимальный совместимый набор только один
раз. В RUNC-M применяется «жадная» стратегия выбора столбцов для построения до-
черних вершин в ДР. Всякий раз после построения очередной внутренней вершины H
в текущей матрице выбирается строка i, имеющая наименьшее число единиц. Дочерняя
для H вершина строится путем добавления к набору H столбца матрицы L, имеющего
наименьший номер среди столбцов, образующих текущую матрицу и покрывающих стро-
ку i. Сложность шага алгоритма O(qmn), q = min(m,n).

5 Алгоритм дуализации произведения цепей RUNC-M+

Согласно утверждению 1 поиск максимальных независимых от R наборов сводится
к поиску упорядоченных тупиковых σ-покрытий матрицы LR+ .

Преобразуем матрицы LR и LR+ соответственно в булевы матрицы L∗

R и L∗

R+ способом,
описанным в разд. 2. Согласно утверждению 3, поиск упорядоченных тупиковых σ-покры-
тий матрицы LR+ сводится к поиску правильных неприводимых покрытий матрицы L∗

R+ .
Нетрудно видеть, что каждая строка из L∗

R+ , не содержащаяся в L∗

R, охватывает хотя бы
одну строку из L∗

R. Следовательно, набор столбцов с номерами j1, . . . , jr матрицы L∗

R+ яв-
ляется неприводимым покрытием тогда и только тогда, когда набор столбцов с номерами
j1, . . . , jr матрицы L∗

R является неприводимым покрытием.

Построенный в настоящей работе алгоритм поиска правильных неприводимых по-
крытий матрицы L∗

R+ является модификацией алгоритма дуализации булевой матрицы
RUNC-M и назван RUNC-M+.

Алгоритм RUNC-M+ описывается ниже рекурсивной процедурой RUNCM (L∗

R;H ;D;C),
первый вызов которой осуществляется с параметрами H = ∅, D = {1, 2, . . . , m}, C =
= {1, 2, . . . , kn}.

Машинное обучение и анализ данных, 2017. Том 3, №4.



О дуализации над произведением частичных порядков 245

Процедура RUNCM (L∗

R;H ;D;C)

1: Cmin := {j ∈ C|aij = 1}, где i — номер строки из D с минимальным числом элементов,
равных 1

2: для всех j ∈ Cmin

3: C := C \ {j}
4: H := H ∪ {j}
5: Исключить из D номера строк, покрытых столбцом с номером j
6: если D = ∅ и набор столбцов с номерами из H удовлетворяет условию старшинства,

то

7: Сохранить в P (L∗

R) набор столбцов с номерами из H (найден новый элемент
из P (L∗

R))
8: иначе

9: если D 6= ∅ то

10: Исключить из C номера столбцов, не совместимых со столбцами с номерами
из H

11: если C 6= ∅, то

12: Вызвать RUNCM(L∗

R, H,D,C)
13: Отменить изменения, внесенные на шагах 4 и 5.

6 Эксперименты

Были проведены эксперименты с целью выяснить, как меняется время работы алгорит-
ма RUNC-M+ в случае с определенными конфигурациями матриц, а именно: с «вытянуты-
ми» по горизонтали, с «вытянутыми» по вертикали и с квадратными. Также исследовалось
влияние размерности частичного порядка на время счета. Для экспериментов генериро-
вались случайные матрицы, причем каждый элемент матрицы генерировался независимо
из равномерного дискретного распределения. Среднее время работы алгоритма бралось
по 20 независимым матрицам.

В табл. 1 приведены результаты работы алгоритма в зависимости от размера целочис-
ленной матрицы LR и размерности частичного порядка.

При исследовании времени работы алгоритма на «вытянутых» по вертикали матрицах
было замечено, что на определенном этапе увеличение числа строк приводит к резкому
увеличению скорости работы алгоритма. По-видимому, это происходит из-за существенно-
го уменьшения числа правильных неприводимых покрытий матрицы L∗

R. Примеры дан-
ного эффекта приведены в табл. 2 (рассмотрен случай, когда значность k матрицы LR

равна трем).
Из результатов эксперимента видно, что время работы алгоритма RUNC-M+ в большей

степени зависит от числа столбцов, чем от числа строк. При увеличении числа столбцов
наблюдался экспоненциальный рост времени работы. Кроме того, достаточное увеличе-
ние числа строк по отношению к числу столбцов приводит к снижению времени работы
алгоритма.

7 Заключение

В статье рассматривается одна из центральных труднорешаемых задач дискретной
математики — дуализация над произведением цепей P1, . . . , Pn, которая, в частности, воз-
никает при конструировании логических процедур классификации по прецедентам. Пред-
полагается, что мощность каждой цепи Pi равна k, k > 2. Поставленная задача имеет
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Таблица 1 Результаты работы алгоритма в зависимости от размера целочисленной матрицы LR

и размерности частичного порядка

Размер/значность k матрицы LR Размер матрицы L∗

R

Время работы
алгоритма RUNC-M+, с

20× 30/3 20× 90 1,784
20× 35/3 20× 105 5,152
20× 40/3 20× 120 14,226
20× 45/3 20× 135 39,862

10× 10/3 10× 30 0,0000033
15× 15/3 15× 45 0,01
20× 20/3 20× 60 0,113
25× 25/3 25× 75 1,014
30× 30/3 30× 90 15,183

30× 20/3 30× 60 0,26
35× 20/3 35× 60 0,01
40× 20/3 40× 60 0,000768
45× 20/3 45× 60 0,000385

30× 20/4 30× 80 2,216
35× 20/4 35× 80 2,985
40× 20/4 40× 80 3,546
45× 20/4 45× 80 6,728

10× 20/2 10× 40 0,005
10× 20/3 10× 60 0,454
10× 20/4 10× 80 0,112
10× 20/5 10× 100 0,446
10× 20/6 10× 120 0,714
10× 20/7 10× 140 1,871
10× 20/8 10× 160 1,164
10× 20/9 10× 180 2,532
10× 20/10 10× 200 5,788

20× 10/2 20× 20 0,012
20× 10/3 20× 30 0,169
20× 10/5 20× 50 0,032
20× 10/7 20× 70 0,138
20× 10/10 20× 100 0,372
20× 10/15 20× 150 2,384
20× 10/20 20× 200 4,0258

в качестве входа k-значные наборы длины k и при k = 2 эквивалентна поиску неприводи-
мых покрытий булевой матрицы размера m×n, где m — число входных наборов. Показано,
что в общем случае задача сводится к поиску некоторого подмножества множества непри-
водимых покрытий булевой матрицы размера m× kn. Приведены результаты численных
экспериментов, базирующиеся на эффективном «в среднем» асимптотически оптималь-
ном перечислении неприводимых покрытий. Предлагаемые построения очевидным обра-
зом переносятся и на случай, когда множества Pi имеют различные мощности. Ранее для
решения рассматриваемой задачи использовался подход, в основном разрабатываемый за
рубежом и представляющий интерес исключительно для теории. Этот подход имеет целью
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Таблица 2 Результаты работы алгоритма на «вытянутых» по вертикали матрицах (k = 3)

Размер матрицы LR Размер матрицы L∗

R
Время работы

алгоритма RUNC-M+, с

Среднее
значение

|P̃ (L∗

R)|

31× 20 31× 60 0,61 93 750
32× 20 32× 60 0,68 108 840
33× 20 33× 60 0,144 11 160
34× 20 34× 60 0,033 2 800
35× 20 35× 60 0,015 1 120

64× 25 64× 75 26,189 2 937 850
65× 25 65× 75 2,5 239 950
66× 25 66× 75 0,922 94 090
67× 25 67× 75 0,122 12 530
68× 25 68× 75 0,085 8 730

98× 40 98× 120 35,013 6 181 120
99× 40 99× 120 4,626 754 050
100× 40 100× 120 1,198 190 560
101× 40 101× 120 0,612 99 240
102× 40 102× 120 0,019 3 100

построение инкрементальных алгоритмов с квазиполиномиальными временны́ми оценка-
ми «в худшем случае».
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