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БАЙЕСОВСКАЯ ДИСТИЛЛЯЦИЯ МОДЕЛЕЙ
ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ1

Исследуется проблема понижения сложности аппроксимирующих моде-
лей. Рассматриваются методы, основанные на дистилляции моделей глу-
бокого обучения. Вводятся понятия учителя и ученика. Предполагается,
что модель ученика имеет меньшее число параметров, чем модель учите-
ля. Предлагается байесовский подход к выбору модели ученика. Предло-
жен метод назначения априорного распределения параметров ученика на
основе апостериорного распределения параметров модели учителя. Так
как пространства параметров учителя и ученика не совпадают, предла-
гается механизм приведения пространства параметров модели учителя
к пространству параметров модели ученика путем изменения структуры
модели учителя. Проводится теоретический анализ предложенного меха-
низма приведения. Вычислительный эксперимент проводился на синте-
тических и реальных данных. В качестве реальных данных рассматрива-
ется выборка FashionMNIST.

Ключевые слова: выбор модели; байесовский вывод; дистилляция
модели; локальные преобразования; преобразования вероятностных
пространств.

1. Введение

Исследуется проблема снижения числа обучаемых параметров моделей машин-
ного обучения. Примерами моделей с избыточным числом параметров являются
AlexNet [1], VGGNet [2], ResNet [3], BERT [4, 5], mT5 [6], GPT3 [7] и др. В табл. 1
приводится число параметров моделей глубокого обучения, которое с годами растет.
Это влечет снижение интерпретируемости моделей. Данная проблема рассматрива-
ется в специальном классе задач по состязательным атакам (adversarial attack) [8].
Большое число параметров требует значительных вычислительных ресурсов. Из-за
этого данные модели не могут быть использованы в мобильных устройствах. Для

1Настоящая статья содержит результаты проекта Математические методы интеллектуального
анализа больших данных, выполняемого в рамках реализации Программы Центра компетенций
Национальной технологической инициативы “Центр хранения и анализа больших данных”, под-
держиваемого Министерством науки и высшего образования Российской Федерации по Договору
МГУ им.М.В. Ломоносова с Фондом поддержки проектов Национальной технологической инициа-
тивы от 11.12.2018 №13/1251/2018. Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проекты №19-07-01155, №19-07-00875).
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Таблица 1: Число параметров в моделях машинного обучения

Название AlexNet VGGNet ResNet BERT mT5 GPT3
Год 2012 2014 2015 2018 2020 2020
Тип данных изображение изображение изображение текст текст текст
Число параметров, млрд 0,06 0,13 0,06 0,34 13 175

снижения числа параметров предложен метод дистилляции модели [9, 10, 11]. Ди-
стиллируемая модель с большим числом параметров называется учителем, а модель,
получаемая путем дистилляции, называется учеником. При оптимизации параметров
модели ученика используется модель учителя с фиксированными параметрами.

Опр е д е л е н и е 1. Дистилляция модели — снижение сложности модели пу-
тем выбора модели в множестве более простых моделей на основе параметров и
ответов более сложной фиксированной модели.

Идея дистилляции предложена Дж.Е. Хинтоном и В.Н. Вапником [9, 10, 11]. В
их публикациях предлагалось использовать ответы учителя в качестве целевой пе-
ременной для обучения модели ученика. Поставлен ряд экспериментов, в которых
проводилась дистилляция моделей для задачи классификации машинного обучения.
Базовый эксперимент на выборке MNIST [12] показал результативную дистилляцию
избыточно сложной нейросетевой модели в нейросетевую модель меньшей сложно-
сти. Проводился эксперимент по дистилляции ансамбля моделей в одну модель для
решения задачи распознания речи. В [9] проведен эксперимент по обучению эксперт-
ных моделей на основе одной модели с большим числом параметров при помощи
предложенного метода дистилляции на ответах учителя.

В [13] предложен метод передачи селективности нейронов (neuron selectivity
transfer), основанный на минимизации специальной функции потерь. Метод осно-
ван на вычислении функции максимального среднего отклонения (maximum mean
discrepancy) между выходами всех слоев модели учителя и ученика. Вычислитель-
ный эксперимент показал эффективность данного метода для задачи классификации
изображений на примере выборок CIFAR [14] и ImageNet [15].

В данной статье предлагаются методы, основанные на байесовском выводе. В ка-
честве априорного распределения параметров модели ученика предлагается исполь-
зовать апостериорное распределение параметров модели учителя. Решается задача
приведения пространства параметров модели учителя к пространству параметров
модели ученика. Авторы предлагают подход, основанный на последовательном при-
ведении пространства параметров модели учителя.

Опр е д е л е н и е 2. Структура модели — множество структурных парамет-
ров модели, которые задают вид суперпозиции.

Опр е д е л е н и е 3. Приведение параметрических моделей — изменение струк-
туры модели (одной или нескольких моделей), в результате которого векторы па-
раметров различных моделей лежат в одном пространстве.

В результате приведения параметры модели учителя и модели ученика лежат
в одном пространстве. Как следствие, в качестве априорного распределения пара-
метров модели ученика выбирается апостериорное распределение параметров моде-
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ли учителя. В данной статье в качестве параметрических моделей рассматривается
полносвязная нейронная сеть. В качестве структурных параметров модели выбраны
число слоев, а также размер каждого скрытого слоя.

В рамках предложенного метода приведения параметрических моделей не огово-
рен выбор порядка на множестве параметров модели учителя. Для этого предлагает-
ся упорядочивать параметры модели учителя на основе их значимости [16]. Первый
нейрон является наиболее значимым, а последний — нейрон наименее значимым.
Порядок задается на основе отношения плотности распределения упорядочиваемого
параметра к плотности распределения параметра в нуле [17] или на основе метода
Белсли [18]. В рамках данной статьи порядок на параметрах задается случайный
образом.

В рамках вычислительного эксперимента проводится теоретический анализ.
Предложенный метод дистилляции анализируется на примере синтетической выбор-
ки, а также на реальной выборке FashionMnist [19].

2. Постановка задачи дистилляции

Задана выборка

D = {(x𝑖, 𝑦𝑖)}𝑚𝑖=1 , x𝑖 ∈ R𝑛, 𝑦𝑖 ∈ Y,(1)

где x𝑖, 𝑦𝑖 — признаковое описание и целевая переменная 𝑖-го объекта, число объектов
в обучающей выборке обозначается 𝑚. Матрица признаковых описаний обозначает-
ся X =

[︀
xT
1 , . . . ,x

T
𝑚

]︀T, а вектор целевых переменных обозначается y = [𝑦1, . . . , 𝑦𝑚].
Размер признакового описания объектов обозначается 𝑛. Множество Y = {1, . . . , 𝐾}
для задачи классификации, где 𝐾 число классов, множество Y = R для задачи ре-
грессии.

Задана модель учителя в виде суперпозиций линейных и нелинейных преобразо-
ваний:

𝑓
(︀
x
)︀

= 𝜎 ∘U𝑇𝜎 ∘U𝑇−1 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1x,

где 𝑇 — число слоев модели учителя, 𝜎 — функция активации, а U𝑡 обозначает
матрицу линейного преобразования. Матрицы U соединяются в вектор параметров u
модели учителя 𝑓 :

u = vec
(︀
U𝑇 ,U𝑇−1, . . . ,U1

)︀
,(2)

где vec — операция векторизации соединенных матриц. Каждая матрица U𝑡 имеет
размер 𝑛𝑡 × 𝑛𝑡−1, где 𝑛0 = 𝑛, а 𝑛𝑇 = 1 для задачи регрессии и 𝑛𝑇 = 𝐾 для задачи
классификации на 𝐾 классов. Число параметров 𝑁tr учителя 𝑓

𝑁tr =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑛𝑡𝑛𝑡−1.(3)

Для построения вектора параметров u задается полный порядок на элементах мат-
риц U𝑡. Для полносвязнной нейронной сети вводится естественный порядок, индуци-
рованный номером слоя 𝑡, номером нейрона и номером элемента вектора параметров
нейрона: выбирается матрица U𝑡, строка этой матрицы и элемент строки.
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Например, для модели учителя в задаче регрессии:

𝑓
(︀
x
)︀

= 𝜎 ∘U3𝜎 ∘U2𝜎 ∘U1x(4)

вектор параметров u принимает вид

u =
[︀
𝑢1,11 , . . . , 𝑢1,𝑛1 , . . . , 𝑢𝑛1,1

1 , . . . , 𝑢𝑛1,𝑛
1 , 𝑢1,12 , . . . , 𝑢1,𝑛1

2 , . . . , 𝑢𝑛2,1
2 , . . . , 𝑢𝑛2,𝑛1

2 , 𝑢1,13 , . . . , 𝑢1,𝑛2

3

]︀
.

Пусть для вектора параметров u учителя 𝑓 известно апостериорное распределение
параметров 𝑝

(︀
u|D

)︀
.

На основе выборки D и апостериорного распределения параметров учителя 𝑓
требуется выбрать модель ученика из параметрического семейства функций:

𝑔
(︀
x
)︀

= 𝜎 ∘W𝐿𝜎 ∘ . . . ∘W1x, W𝑙 ∈ R𝑛𝑙×𝑛𝑙−1 ,

где 𝐿 — число слоев модели ученика. Число параметров 𝑁st модели ученика 𝑔 вы-
числяется аналогично выражению (3). Вектор параметров модели ученика w стро-
ится аналогичным образом (2). Модель 𝑔 задается своим вектором параметров w.
Следовательно, задача выбора модели 𝑔 эквивалентна задаче оптимизации вектора
параметров w ∈ R𝑁st .

Параметры ŵ ∈ R𝑁st оптимизируются при помощи вариационного вывода на ос-
нове совместного правдоподобия модели и данных:

ℒ
(︀
D,A

)︀
= log 𝑝

(︀
D|A

)︀
= log

∫︁
w∈R𝑁st

𝑝
(︀
D|w

)︀
𝑝
(︀
w|A

)︀
𝑑w,(5)

где 𝑝
(︀
w|A

)︀
— априорное распределение вектора параметров модели ученика, A обо-

значает гиперпараметры априорного распределения. Взятие интеграла (5) является
вычислительно сложной задачей. В качестве приближенного решения использует-
ся вариационный подход [17, 18]. Для этого задается вариационное распределение
параметров модели ученика 𝑞

(︀
w|𝜇,Σ

)︀
, которое аппроксимирует неизвестное апосте-

риорное распределение 𝑝
(︀
w|D

)︀
𝑞
(︀
w|𝜇,Σ

)︀
≈ 𝑝

(︀
w|D

)︀
,

где оптимальные гиперпараметры распределения 𝜇̂ и Σ̂ требуется найти вместе с
оптимальными параметрами ŵ, решив оптимизационную задачу:

ŵ, 𝜇̂, Σ̂ = arg min
𝜇,Σ,w

DKL
(︀
𝑞
(︀
w|𝜇,Σ

)︀
||𝑝

(︀
w|A

)︀)︀
−

𝑚∑︁
𝑖=1

log 𝑝
(︀
𝑦𝑖|x𝑖,w

)︀
,(6)

где DKL обозначает расстояние Кульбака–Лейблера между вариационным распре-
делением 𝑞

(︀
w|𝜇,Σ

)︀
и априорным распределением 𝑝

(︀
w|A

)︀
. Второе слагаемое фор-

мулы (6) является логарифмом правдоподобия log 𝑝
(︀
𝑦𝑖|x𝑖,w

)︀
объекта (x𝑖, 𝑦𝑖) ∈ D

выборки (1). Выражение (6) не учитывает параметры учителя 𝑓 . Для использования
информации о распределении параметров учителя предлагается рассмотреть пара-
метры априорного распределения 𝑝

(︀
w|A

)︀
как функцию от апостериорного распре-

деления учителя 𝑝
(︀
u|D

)︀
.
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3. Построение априорного распределения ученика

Апостериорное распределение параметров модели учителя предполагается нор-
мальным:

𝑝
(︀
u|D

)︀
= 𝒩

(︀
m,Σ

)︀
,(7)

где m и Σ — гиперпараметры этого распределения. На основе гиперпараметров m
и Σ требуется задать параметры A априорного распределения 𝑝

(︀
w|A

)︀
. Когда струк-

тура моделей учителя и ученика задаются числом слоев и размером этих слоев, воз-
можны следующие варианты: 1) число слоев и размер каждого слоя совпадают; 2)
число слоев совпадает, а размеры слоев различаются; 3) не совпадает число слоев.

3.1. Учитель и ученик имеют одну структуру

Рассмотрим следующие условия:
1) число слоев модели ученика равняется числу слоев модели учителя 𝐿 = 𝑇 ;
2) размеры соответствующих слоев совпадают, другими словами, для всех 𝑡, 𝑙,

таких что 𝑡 = 𝑙, выполняется 𝑛𝑙 = 𝑛𝑡, где 𝑛𝑡 обозначает размер 𝑡-го слоя учителя, а
𝑛𝑙 — размер 𝑙-го слоя ученика.

В случае выполнения этих условий априорное распределение параметров моде-
ли ученика приравнивается к апостериорному распределению параметров учителя
𝑝
(︀
w|A

)︀
= 𝑝

(︀
u|D

)︀
.

3.2. Удаление нейрона в слое учителя

Приведем структуру модели учителя к структуре модели ученика согласно опре-
делению 3 при помощи последовательных преобразований вектора параметров u.
Рассмотрим преобразование

𝜑
(︀
𝑡,u

)︀
: R𝑁tr → R𝑁tr−2𝑛𝑡

вектора u, которое описывает удаление одного нейрона из 𝑡-го слоя учителя. Обо-
значим новый вектор параметров 𝜐 = 𝜑

(︀
𝑡,u

)︀
, а элементы вектора, которые были

удалены, — через 𝜐̄. Заметим, что векторы 𝜐 и 𝜐̄ являются случайными величина-
ми.

Те о р ем а 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) апостериорное распределение 𝑝

(︀
u|D

)︀
параметров модели учителя является

нормальным распределением (7);
2) число слоев модели учителя равняется числу слоев модели ученика 𝑇 = 𝐿;
3) размеры соответствующих слоев не совпадают, другими словами, для всех

𝑡, 𝑙, таких что 𝑡 = 𝑙, выполняется 𝑛𝑡 6 𝑛𝑙.

Тогда апостериорное распределение параметров модели учителя 𝑝
(︀
𝜐|D

)︀
также

является нормальным.
Док а з а т е л ь с т в о. Не уменьшая общности, пусть 𝜑

(︀
𝑡,u

)︀
удаляет 𝑗-й нейрон

в 𝑡-м слое, что является удалением 𝑗-й строки матрицы U𝑡. Заметим, что удаление
𝑗-й строки матрицы U𝑡 влечет удаление 𝑗-й компоненты вектора 𝑧𝑡+1, где

z𝑡 = 𝜎 ∘U𝑡−1𝜎 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1x.
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Удаление 𝑗-й компоненты вектора z𝑡+1 эквивалентно занулению 𝑗-го столбца мат-
рицы U𝑡+1. Заметим, что тогда предсказание модели не зависит от параметров 𝑗-й
строки матрицы U𝑡, а поэтому данными параметрами также можно пренебречь.

Найдем распределение вектора 𝜐. Для поиска распределения вектора парамет-
ров после зануления 𝑗-го столбца матрицы U𝑡+1 воспользуемся формулой условной
вероятности 𝑝

(︀
𝜈1|D,𝜈1 = 0

)︀
, а для удаления 𝑗-й строки матрицы U𝑡 воспользуемся

маргинализацией распределения 𝑝
(︀
𝜈1|D,𝜈1 = 0

)︀
. Обозначим зануляемые парамет-

ры модели через 𝜈1, а удаляемые параметры — через 𝜈2. Также обозначим все па-
раметры, которые не были занулены, через 𝜈1 = [𝜐T,𝜈T

2 ]. Итоговое распределение
параметров принимает вид:

𝑝
(︀
𝜐|D

)︀
=

∫︁
𝜈2

𝑝
(︀
𝜈1|D,𝜈1 = 0

)︀
𝑑𝜈2.

Из свойств нормального распределения следует, что распределение

𝑝
(︀
𝜈1|D,𝜈1 = 0

)︀
(8)

также является нормальным распределением с параметрами 𝜇,Ξ:

𝜇 = m𝜈1 + Σ𝜈1,𝜈1Σ
−1
𝜈1,𝜈1

(0−m𝜈1) ,

Ξ = Σ𝜈1,𝜈1 −Σ𝜈1,𝜈1Σ
−1
𝜈1,𝜈1

Σ𝜈1,𝜈1 ,

где введенные обозначения m𝜈1 ,m𝜈1 соответствуют подвектору вектора m, который
относится к параметрам 𝜈1 и 𝜈1 соответсвенно. Ковариационная матрица Σ𝜈1,𝜈1 обо-
значает подматрицу матрицы Σ, которая соответсвует ковариационной матрицей
между параметрами 𝜈1 и 𝜈1.

Распределение 𝑝
(︀
𝜐|D

)︀
найдем при помощи маргинализации распределения (8) по

параметрам 𝜈2. Используя свойства нормального распределения, получаем распре-
деление

𝑝
(︀
𝜐|D

)︀
= 𝒩

(︀
𝜇𝜐,Ξ𝜐,𝜐

)︀
,(9)

где 𝜇𝜐 обозначает подвектор вектора 𝜇, который относится к вектору параметров 𝜐,
а матрица Ξ𝜐,𝜐 является подматрицей матрицы Ξ, которая относится к вектору па-
раметров 𝜐.

Теорема 1 задает апостериорное распределение параметров (9) после зануления
нейронов в модели нейросети — учителя. Заметим, что аналогичным образом можно
удалить сразу подмножество нейронов в рамках одного слоя. В случае если число
нейронов отличается в нескольких слоях модели нейросети учителя, то выполняются
последовательно применения отображения 𝜑

(︀
𝑡,u

)︀
для каждого 𝑡-го слоя.

3.3. Удаление слоя учителя

Приведем структуру модели учителя к модели ученика согласно определению 3
при помощи последовательных преобразований вектора параметров u. Рассмотрим
преобразование

𝜓
(︀
𝑡,u

)︀
: R𝑁tr → R𝑁tr−𝑛𝑡𝑛𝑡−1

вектора u, которое описывает удаление одного 𝑡-го слоя. Обозначим новый вектор
параметров 𝜐 = 𝜓

(︀
𝑡,u

)︀
, а элементы вектора, которые были удалены, — через 𝜐̄.
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Те о р ем а 2. Пусть выполняются следующие условия:
1) апостериорное распределение параметров 𝑝

(︀
u|D

)︀
модели учителя является

нормальным распределением (7);
2) соответствующие размеры слоев совпадают, 𝑛𝑡 = 𝑛𝑡−1, т.е. матрица U𝑡 яв-

ляется квадратной;
3) функция активации удовлетворяет свойству идемпотентности 𝜎 ∘ 𝜎 = 𝜎.
Тогда апостериорное распределение также описывается нормальным распреде-

лением с плотностью распределения

𝑝
(︀
𝜐|D

)︀
= 𝒩

(︀
m𝜐 + Σ𝜐,𝜐̄Σ

−1
𝜐̄,𝜐̄ (i− 𝜐̄) ,Σ𝜐,𝜐 −Σ𝜐,𝜐̄Σ

−1
𝜐̄,𝜐̄Σ𝜐,𝜐̄

)︀
,(10)

где вектор i задается как

i = [1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛𝑡

, 0, 1, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛𝑡

, 0, 0, 1, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛𝑡

, 0, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑛𝑡

]T.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим структуру нейронной сети с 𝑇 слоями и 𝑇 + 1
слоем. Не уменьшая общности, для удаления рассматривается 𝑡-й слой, для которого
выполняются условия этой теоремы. Заметим, что если 𝑡-й слой нейронной сети с 𝑇+
1 слоем приравнять к единичной матрице, то он будет эквивалентным архитектуре
с 𝑇 слоями:

𝑓 = 𝜎 ∘U𝑇+1𝜎 ∘U𝑇 . . .𝜎 ∘U𝑡𝜎 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1 =

= 𝜎 ∘U𝑇+1𝜎 ∘U𝑇 . . .𝜎 ∘ I𝜎 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1 =

= 𝜎 ∘U𝑇+1𝜎 ∘U𝑇 . . .𝜎 ∘ 𝜎 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1 =

= 𝜎 ∘U𝑇+1𝜎 ∘U𝑇 . . .𝜎 ∘ . . .U2𝜎 ∘U1.

Получаем, что удаление 𝑡-го слоя нейросети эквивалентно приравниванию матрицы
параметров 𝑡-го слоя к единичной матрице. Распределение параметров после при-
равнивая к единичной матрице вычисляется при помощи условного распределения.
В силу общих свойств нормального распределения условное распределение также
является нормальным распределением с параметрами 𝜇,Ξ :

𝜇 = m𝜐 + Σ𝜐,𝜐̄Σ
−1
𝜐̄,𝜐̄ (i− 𝜐̄) ,

Ξ = Σ𝜐,𝜐 −Σ𝜐,𝜐̄Σ
−1
𝜐̄,𝜐̄Σ𝜐,𝜐̄

)︀
,

где вектор m𝜐 является подвектором вектора m соответсвующей параметрам 𝜐, а
матрица Σ𝜐,𝜐̄ является подматрицей ковариационной матрицы Σ, соответствующей
векторам параметров 𝜐 и 𝜐̄.

Теорема 2 задает апостериорное распределение (10) параметров после удаления
слоя нейросети. Полученное распределение 𝑝

(︀
𝜐|D

)︀
является оценкой апостериорного

распределения модели без одного слоя.

3.4. Выполнение последовательных преобразований

Преобразования 𝜑, 𝜓 приводят пространство параметров учителя 𝑓 к простран-
ству параметров ученика 𝑔. После приведения параметрических моделей получаем,
что параметры модели учителя и модели ученика принадлежат одному семейству 3.1.
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4. Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент анализириует предложенный метод дистилляции
на основе апостериорного распределения параметров модели учителя.

4.1. Синтетические данные

Проанализируем модель на синтетической выборке. Выборка построена следую-
щим образом:

w =
[︀
𝑤𝑗 : 𝑤𝑗 ∼ 𝒩

(︀
0, 1

)︀]︀
𝑛×1

, X =
[︀
𝑥𝑖𝑗 : 𝑥𝑖𝑗 ∼ 𝒩

(︀
0, 1

)︀]︀
𝑚×𝑛

,

y =
[︀
𝑦𝑖 : 𝑦𝑖 ∼ 𝒩

(︀
xT
𝑖 w, 𝛽

)︀]︀
𝑚×1

,

где 𝛽 = 0,1 — уровень шума в данных. В эксперименте число признаков 𝑛 = 10, для
обучения и тестирования было сгенерировано 𝑚train = 900 и 𝑚test = 124 объекта.

В качестве модели учителя рассматривалась модель — многослойный перцептрон
с двумя скрытыми слоями (4). Матрицы линейных преобразований имеют размер:

U1 ∈ R100×10, U2 ∈ R50×100, U3 ∈ R1×50.

В качестве функции активации была выбрана функция активации ReLu. Модель
учителя предварительно обучена на основе вариационного вывода (6), где в качестве
априорного распределения параметров выбрано стандартное нормальное распреде-
ление.

В качестве модели ученика были выбраны две конфигурации. Первая конфигу-
рация получается путем удаления нейронов в модели учителя:

𝑔
(︀
x
)︀

= 𝜎 ∘W3𝜎 ∘W2𝜎 ∘W1x,(11)

где 𝜎 является нелинейной функцией активации, а матрицы линейных преобразова-
ний имеют размер:

W1 ∈ R10×10, W2 ∈ R10×10, W3 ∈ R1×10.

В качестве функции активации была выбрана функция активации ReLu.
На рис. 1 сравниваются модели ученика со структурой (11). Представлено срав-

нение разных моделей: модель без дистилляции (график 1), где в качестве апри-
орного распределения выбирается стандартное нормальное распределение; модель с
частичной дистилляцией (график 2), где в качестве среднего значения параметров
выбираются параметры согласно (9), а ковариационная матрица была приравнена к
единичной матрице; модель с полной дистилляцией (график 3) согласно (9). Видно,
что модели ученика, где в качестве априорного распределения выбраны распределе-
ния, основанные на апостериорном распределении учителя имеют большее правдо-
подобие, чем модель, где в качестве априорного распределения выбрано стандартное
нормальное. Также заметим, что использование параметра среднего из апостериор-
ного распределения дает основной вклад при дистилляции, так как качество моделей
без дистилляции и с полной дистилляцией совпадает.

Вторая конфигурация получается путем удаления слоя модели учителя:

𝑔
(︀
x
)︀

= 𝜎 ∘W2𝜎 ∘W1x,(12)
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где 𝜎 является нелинейной функцией активации, а матрицы линейных преобразова-
ний имеют размер:

W1 ∈ R50×10, W2 ∈ R1×50.

В качестве функции активации была выбрана функция активации ReLu.
На рис. 2 сравниваются модели ученика со структурой (12). Аналогично рис. 1

на рис. 2 представлено сравнение модели без дистилляции (график 1), модели с ди-
стилляцией параметра среднего значение (график 2) и модели с полной дистилля-
цией (график 3). В рамках данного эксперимента по дистилляции модели учителя в
модель ученика с меньшим числом параметров получены результаты, которые под-
тверждают, что задание априорного распределения параметров ученика позволяет
улучшить число итераций при выборе оптимальных параметров модели ученика.

4.2. Выборка FashionMnist

В рамках данного эксперимента проводился анализ байесовского подхода к ди-
стилляции на реальных данных. В качестве реальных данных выбрана выборка
FashionMnist [19], которая является задачей классификации изображений на 10 клас-
сов.

В качестве модели учителя рассматривалась модель многослойный перцептрон с
двумя скрытыми слоями (4). Матрицы линейных преобразований имеют размер:

U1 ∈ R800×784, U2 ∈ R50×800, U3 ∈ R10×50.

В качестве функции активации была выбрана функция активации ReLu. Модель
учителя предварительно обучена на основе вариационного вывода (6), где в качестве
априорного распределения параметров выбрано стандартное нормальное распреде-
ление.

В качестве модели ученика были выбрана конфигурация с одним скрытым сло-
ем (12), где матрицы линейных преобразований имеют размер:

W1 ∈ R50×784, W2 ∈ R50×10.

В качестве функции активации была выбрана функция активации ReLu.
На рис. 3 сравниваются модели ученика с разными априорными распределени-

ями параметров. Аналогично синтетическому эксперименту модель, где в качестве
априорного распределения использовалось стандартное нормальное распределение,
сравнивалась с моделью, где параметры распределения определялись на основе фор-
мулы (10). Видно, что у моделей с заданием априорного распределения на основе
апостериорного распределения параметров учителя правдоподобие выборки выше,
чем у модели, где в качестве априорного распределения выбрано стандартное нор-
мальное распределение.

В табл. 2 представлен результат вычислительного эксперимента. Для численного
сравнения качества моделей выбрана разность площадей графика 𝑝

(︀
y|X,u

)︀
между

моделью без дистилляции и моделями с частичной дистилляцией и полной дистил-
ляцией соответственно:

𝑆 =
∑︁
𝑠

𝑝
(︀
y|X,u𝑠

s

)︀
− 𝑝

(︀
y|X,u𝑠

ds

)︀
,(13)
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Таблица 2: Сводная таблица результатов вычислительного эксперимента

учитель модель ученика
без дистилляции

модель ученика
с частичной

дистилляцией

модель ученика
с полной

дистилляцией
Эксперимент на синтетической выборке (удаление нейрона)

Структура [10, 100, 50, 1] [10, 10, 10, 1] [10, 10, 10, 1] [10, 10, 10, 1]
Число параметров 6050 210 210 210
Разность площадей 𝑆 - 0 16559 16864

Эксперимент на синтетической выборке (удаление слоя)
Структура [10, 100, 50, 1] [10, 50, 1] [10, 50, 1] [10, 50, 1]
Число параметров 6050 550 550 550
Разность площадей 𝑆 - 0 23310 25506

Эксперимент на выборке FashionMnist
Структура [784, 800, 50, 10] [784, 50, 10] [784, 50, 10] [784, 50, 10]
Число параметров 667700 39700 39700 39700
Разность площадей 𝑆 - 0 1165 1145

где u𝑠
s ,u

𝑠
ds обозначают параметры модели ученика и модели дистиллированного уче-

ника после 𝑠-й итерации оптимизационного процесса. Заметим, что площадь 𝑆 имеет
знак: чем большее положительное число, тем дистиллированная модель лучше, чем
модель, построенная без учителя. Если площадь 𝑆 принимает отрицательное значе-
ние, то, значит, модель без дистилляции является лучше, чем модель с дистилляци-
ей. В рамках вычислительного эксперимента видно, что площадь 𝑆 под графиками
принимает положительные значения, т.е. модели ученика полученные при помощи
дистилляции являются лучше чем модель ученика без дистилляции.

Код вычислительного эксперимента доступен по ссылке https://github.com/
andriygav/BayesianDistilation.

5. Заключение

В данной статье проанализирована байесовская дистиляция модели учителя в
модель ученика на основе вариационного вывода. В рамках данной статьи дистил-
ляция основывается на задании априорного распределения параметров модели уче-
ника. Априорное распределение параметров модели ученика задается на основе апо-
стериорного распределения параметров модели учителя. Механизм преобразования
структуры модели учителя в структуру модели ученика представлен в теореме 1 и
теореме 2.

Теорема 1 описывает механизм приведения пространства параметров модели учи-
теля к пространству параметров модели ученика в случае, если число слоев совпа-
дает, но размер слоев различается. Теорема 2 описывает механизм приведения про-
странства параметров модели учителя к пространству параметров модели ученика в
случае, если число слоев различается.

В вычислительном эксперименте сравнивается модель ученика, которая обучена
без использования распределения параметров учители и модель ученика, где в каче-
стве априорного распределения параметров выбрано апостериорное распределение

10



параметров модели учителя после приведения. В табл. 2 показано, что модели уче-
ника с заданием априорного распределения параметров на основе апостериорного
распределения параметров учителя сходятся быстрее, что подтверждается положи-
тельным значением метрики (13), которая введена для численного сравнения модели
без дистилляции с дистиллированной моделью.
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Рис. 1. Структура (11) модели ученика 𝑔. Слева: правдоподобие выборки в зависи-
мости от номера итерации при обучении. Справа: дивергенция Кульбака–Лейблера
между вариационным и априорным распределениями параметров модели.

Рис. 2. Структура (12) модели ученика 𝑔. Слева: правдоподобие выборки в
зависимости от номера итерации при обучении. Справа: дивергенция Кульбака–
Лейблера между вариационным и априорным распределениями параметров модели.

Рис. 3. Слева: правдоподобие выборки в зависимости от номера итерации при
обучении. Справа: дивергенция Кульбака–Лейблера между вариационным и
априорным распределениями параметров модели.
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