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В работе рассматриваются способы порождения моделей с помощью существенно нелинейных параметри-
ческих порождающих функций. Предложен алгоритм выбора модели оптимальной структуры, основанный
на последовательном порождении моделей максимального правдоподобия. Исследуется расстояние между
полученными моделями. Работа алгоритма выбора моделей проиллюстрирована задачей моделирования
давления в двигателе внутреннего сгорания.

Feature selection with multicollinearity control in regression analysis∗
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We investigate the regression model construction problem. Assume the given set of features to be inefficient to
construct the adequate model. We generate new features on the base of a given sample set. The number of the
features exceeds the number of the objects after the generation. The features require reduction of multicollinearity.
The new feature selection algorithm is developed. Coherent Bayesian Inference is used for feature selection: the
set of indices is necessary which corresponds the most evident model. Modelling of the pressure in diesel engine
is used as a practical example.

Рассматривается задача выбора признаков при
построении линейной регрессионной модели. Пред-
полагается, что исходных признаков недостаточ-
но для построения адекватной регрессионной мо-
дели. Предлагается породить новый набор призна-
ков, модифицируя исходные. Будем считать, что
для получения адекватной модели необходимо сде-
лать выбор из большого числа признаков.

В работе описан алгоритм отбора признаков,
который заключается в последовательном добавле-
нии и удалении признаков. При выборе признаков
используется принцип максимума правдоподобия:
отыскивается набор признаков, соответствующий
модели с максимальным значением правдоподобия
[1, 2]. Оцениваются параметры и правдоподобие са-
мых моделей. Шаги добавления и удаления про-
водятся таким образом, что с увеличением номера
шага правдоподобие моделей возрастает.

После добавления признаков возникает пробле-
ма мультиколлинеарности, когда имеются призна-
ки, сильно коррелирующие друг с другом. Суще-
ствуют следующие способы обнаружения мульти-
коллинеарности: проверка корреляции между при-
знаками [3], исследование факторов инфляции дис-
персии (VIF) [4], метод Белсли [5]. Описываемый
алгоритм удаляет признаки согласно методу Белс-
ли. Результатом работы алгоритма является наибо-
лее правдоподобная модель, включающая наименее
коррелирующие признаки.

Результаты работы предложенного алгоритма
сравниваются с результатами работы алгоритма
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LARS [6]. Сравнение проводится на задаче модели-
рования давления в камере двигателя внутреннего
сгорания.

Постановка задачи
Задана выборка D =

{
(xi, yi)

}
m
i=1 — множе-

ство m пар, xi = (xij)
n
j=1, xi ∈ Rn— вектор зна-

чений n признаков, и одной зависимой перемен-
ной yi ∈ R1. Индекс i элементов выборки и индекс j
признака далее будем рассматривать как элементы
множеств i ∈ I = {1, . . . ,m} и j ∈ J = {1, . . . , n}.

Задан класс регрессионных моделей F = {fs}—
параметрических функций, линейных относитель-
но параметров,

yi = fs(ws,x
i) =

∑

j∈Js

wjx
i
j , (1)

в которой s ∈ {1, . . . , 2n} является индексом моде-
ли, ws = (wj)j∈Js

— вектор параметров, заданный
индексом модели, Js ⊆ J — набор индексов призна-
ков. Введено ограничение на число элементов ли-
нейной комбинации (1). В множество F могут вхо-
дить только модели с числом признаков |Js| 6 R.

Принята следующая гипотеза порождения дан-
ных. Пусть случайная аддитивная переменная ν
регрессионной модели

y = f(w,x) + ν

имеет нормальное распределение N (0, σ2
ν).

Тогда, с учетом гомоскедастичности регресси-
онных остатков, распределение зависимой перемен-
ной имеет вид

p(y|x,w, σ2
ν , f) =

exp(− 1
σ2

ν
S(D|w, f))

(2πσ2
ν)

n
2

, (2)
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где S — сумма квадратов невязок yi− f(w,xi). Это
распределение задает указанный ниже критерий
качества модели.

Дополнительно задано разбиение выборки I =
= IT⊔IC на обучающую и контрольную. Для каж-
дого набора данных, рассматриваемого в вычис-
лительном эксперименте, наборы индексов IT, IC

определены до начала эксперимента. Алгоритм вы-
бора модели определяет метод оптимизации, до-
ставляющий оптимальное значение параметрам w
модели f на обучающей выборке {(xi, yi) : i ∈ IT}.
Принят критерий качества — сумма квадратов ре-
грессионных остатков на контрольной выборке

S =
∑

i∈IC

(
yi − f(w,xi)

)2
. (3)

Требуется найти такую модель fs ∈ F , которая
доставляет наименьшее значение функционалу ка-
чества (3). Такая модель будет называться моделью
оптимальной структуры.

Порождение признаков
Предлагается следующий способ формирования

выборки D.
Задано множество признаков Ξ = {ξu}Uu=1 и ко-

нечное множество функций G = {gv}Vv=1. Рассмот-
рим декартово произведение G× Ξ, элементу
(gv, ξ

u) которого поставлена в соответствие су-
перпозиция gv(ξ

u), однозначно определяемая ин-
дексами v, u. Обозначим ai = gv(ξ

u), где индекс
i = (v − 1)U + u.

Назначается базовая модель порождения при-
знаков. В качестве модели, описывающей отноше-
ние между зависимой переменной y и переменны-
ми ai, используется полином:

y = w0 +

UV∑

ι=1

wιaι +

UV∑

ι=1

UV∑

ζ=1

wιζaιaζ + . . .

· · ·+
UV∑

ι1=1

· · ·
UV∑

ιz=1

wι1...,ιzaι . . . aιz ,

где вектор коэффициентов

w = (w0, wι, wιζ , . . . , wι1...ιz )ι,ζ,...,ι1,...ιz=1,...,m.

Запишем вышеприведенный ряд в виде

y =
∑

j∈J
wjx

j .

Переменные {xj} поставлены в однозначное со-
ответствие мономам полинома.

Алгоритм максимизации
правдоподобия
В качестве исходного алгоритма, с которым бу-

дет производиться сравнение, был выбран алго-
ритм LARS, описанный в [6].

Рис. 1. Пример, иллюстрирующий последовательность
выбора признаков.

Для иллюстрации основного недостатка алго-
ритма LARS рассмотрим следующий пример 1.
Пусть матрица X состоит cтолбцов значений трех
признаков. Первый признак x3 сильно коррелирует
с вектором ответов y, который является линейной
комбинацией остальных двух признаков x1 и x2.
LARS на первом шаге выберет признак x3, так как
он сильнее коррелирует с вектором ответов и затем
присоединит остальные признаки. Для разрешения
этого недостатка предложен алгоритм, позволяю-
щий удалять мультиколинеарные признаки и до-
бавлять признаки, уменьшаюшие ошибку.

Используем два набора признаков: набор Z, ко-
торый содержит все признаки, и текущий набор A.
В начале работы алгоритма A = ∅. Рассмотрим
k-й шаг алгоритма.

1. Последовательно, из набора Z \ Ak в теку-
щий набор признаков Ak добавляются призна-
ки, наиболее коррелирующие с вектором регрес-
сионных остатков.

2. Выполняется прореживание модели: последова-
тельно удаляются те элементы линейной комби-
нации, заданной набором Ak, для которых кри-
терий мультиколлинеарности принимает макси-
мальное значение.

Добавление (удаление) признаков происходит
при возрастающем правдоподобии при недостаточ-
ном (избыточном) числе признаков в текущем на-
боре; когда в наборе окажется избыточное (недо-
статочное) число признаков, правдоподобие начнет
уменьшаться. Шаги добавления или удаления про-
должаются до тех пор, пока, число последователь-
ных шагов при уменьшающемся правдоподобии не
превзойдет заданное число K.

Сравнение моделей выполняется с помощью
связанного Байесовского вывода. Пусть многомер-
ная случайная величина — вектор параметров мо-
дели имеет нормальное распределение с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией α−2. То-
гда распределение вектора параметров модели

p(w|α, f) =
1

(2π/α)
n
2

exp
(
−α

2
wTw

)
. (4)

Пусть в (2) β = σ−2
ν . Тогда α и β — гиперпара-

метры модели.
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Правдоподобие p(D|f) модели f при фиксиро-
ванных гиперпараметрах:

p(D|f, α, β) =

∫
p(D|f,w, β, α)p(w|f, α)dw. (5)

Для каждой модели f , заданной множеством ин-
дексов признаков, вычисляются наиболее правдо-
подобные параметры и гиперпараметры модели.

Обозначим распределение моделей при фикси-
рованных данных p(fi|D) и рассмотрим числитель
формулы Байеса

p(fi|D) =
p(D|fi)p(fi)

p(D)
, (6)

в котором правдоподобие моделей p(D|fi) опреде-
ляется выражением (5). Будем считать априорную
вероятность равной для всех моделей, p(fi) = const.
Так как знаменатель выражения (6) не зависит от
выбора модели, то сравнение моделей происходит
через вычисление правдоподобия моделей.

Результатом работы алгоритма является мо-
дель удовлетворительной точности; мультикорре-
лирующие признаки исключены.

Критерий мультиколлинеарности

Предложенный алгоритм при исследовании
мультиколлинеарости использует метод Белсли.

Проводится сингулярное разложение [7] матри-
цы признаков X = UΛV T, где V = (vij) — ор-
тогональная матрица, столбцы которой являются
собственными числами матрицы ковариаций XTX.
Индекс обусловленности с номером i — отношение
максимального сингулярного числа к i-му сингу-
лярному числу ηi = λmax/λi.

Наличие больших индексов обусловленности ηj
означает что есть зависимость между признака-
ми. Рассматриваются собственные векторы матри-
цы ковариаций соответствующие большим индек-
сам обусловленности. Можно показать, что боль-
шие значения

(
v2
ij/η

2
j

)
соответствуют коррелирую-

щим признакам.

Расстояние между моделями

Для исследования сходимости введем расстоя-
ние между моделями. Модель представлена в виде
дерева: нелистовыми вершинами которого являют-
ся функции, листовые —признаки. Например, мо-
дель y = w1 expx1 cosx2 + w2 expx2 имеет следую-
щее дерево:

+

× exp

exp cos

76540123x1 76540123x2

76540123x2

wwooooooo
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Рис. 2. Зависимость максимального расстояния Мака-
рова Rij между моделями из множества 10 последова-
тельно порожденных моделей от номера итерации.
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Рис. 3. График значений правдоподобия в зависимо-
сти от номера итерации.

Пусть Hi(V,Z) — конечный, помеченный, связ-
ный, неориентированный граф без петель и
кратных ребер, имеющий множество вершин Vi,
|Vi| = pi > 0, и множество ребер Zi, |Zi| = qi > 0.

В [8] предложено использовать меру структур-
ного подобия графов, зависящую от числа вершин
или ребер их наибольшего общего подграфа,
и предложены некоторые меры. Наибольший
общий подграф графов Hi и Hj обозначим через
Hij(Vij , Zij), |Vi|=pi>0, |Zi|=qi>0, |Vj |=pj>0,
|Zj | = qj > 0, |Vij | = pij > 0, |Zij | = qij > 0.

Предложены следующие функция расстояния
(и показано, что они являются метриками):

rij = qi + qj − 2qij ;

Rij = rij/(qi + qj).

Вычислительный эксперимент
Работа алгоритма проиллюстрирована на при-

мере данных измерения давления в двигателе внут-
реннего сгорания. Выборка состоит из набора вре-
менных рядов — измерений давления в камере
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Таблица 1. Результаты работы алгоритмов выбора
признаков.

Алгоритм CV AIC lg κ k
LARS 0,011 −1346 7 49
Предл. 0,012 −1359 2 30

Рис. 4. Модель зависимости давления в камере двига-
теля внутреннего сгорания от угла поворота коленчато-
го вала и номера цикла. Точки соответствуют исходным
данным.

внутреннего сгорания дизельного двигателя. Каж-
дый временной ряд соответствует одному полному
циклу работы двигателя, который состоит из рабо-
чего и холостого тактов. Отчеты временного ряда
равномерны и соответствуют углу вращения колен-
чатого вала. Нулевому углу соответствует верхняя
мертвая точка вращения. Начало временного ряда
соответствует углу в −360 градусов, конец — углу
в +359,9 градусов. Всего один полный цикл насчи-
тывает 7200 отсчетов. Лабораторный эксперимент
включал измерения давления 122 полных циклов.

Регрессионная выборка
{
(ξi, yi)

}
m
i=1 =

{
(〈ni, δi〉, Pi)

}
m
i=1

состоит из значений признаков ni — номера измере-
ния и δi — угла вращения коленчатого вала. Каж-
дой паре значений ni и δi, i = 1, . . . ,m соответ-
ствует значение давления Pi в камере внутреннего
сгорания. Задано множество порождающих функ-
ций

G =
{

1/x,
√

(|x|), exp
(
− (x−mi)

2

2s2i

)
, sin(cix)

}
.

Регрессионная выборка была случайным обра-
зом разбита на контрольную и обучающую, равные
по мощности. Вычислялось значение оценки сколь-
зящего контроля CV для фиксированных 10 разби-
ений выборки, значение информационного крите-
рия Акаике AIC = m ln(S/m) + 2k, десятичный ло-
гарифм числа обусловленности κ матрицы значе-
ний отобранных признаков и сложность модели k.

Результаты экспериментов показаны в таблице 1.
На рис. 2 и рис. 3 показаны соответственно график
зависимости расстояния Макарова Rij между мо-
делями и график зависимости правдоподобия от
номера итерации. На рис. 4 показана одна из по-
лученных моделей.

Выводы
Для выбора наилучшей модели из индуктивно

заданного множества использован двухуровневый
Байесовский вывод. Предлагаемый алгоритм на-
ходит оптимальное решение в случае, показанном
на рис. 1.

Предлагаемый алгоритм включает процедуру
анализа мультиколлинеарности и позволяет полу-
чать хорошо обусловленные наборы порожденных
признаков. Сравнение с LARS показало, что про-
верка мультиколлинеарности позволяет существен-
но уменьшить сложность получаемых моделей при
незначительном ухудшении качества.

В результате работы алгоритма получена мо-
дель с удовлетворительной погрешностью аппрок-
симации, а матрица выбранных признаков имеет
небольшую обусловленность, поэтому полученное
решение устойчиво.
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