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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðè âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Ïðèíÿòà ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ Ëàïëàñà: ëîãàðèôì ôóíêöèè îøèáêè ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïðèñóòñòâèÿ â âûáîðêå øóìîâûõ è êîð-

ðåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ, òàê êàê ïðè èõ íàëè÷èè ìàòðèöà êîâàðèàöèé ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëè ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ïðîèçâîäÿùèé îòáîð èíôîðìàòèâ-

íûõ ïðèçíàêîâ. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ

íà âðåìåííîì ðÿäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàéåñîâñêèé âûâîä, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, ãèïåðïàðàìåòðû

ìîäåëè, îòáîð ïðèçíàêîâ, ðåãðåññèÿ.

1 Ââåäåíèå
×àñòî ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðè-

çíàêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì â âûáîðêå áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ìóëüòèêîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ èëè ñ âûñîêîé çàøóìë¼ííîñòüþ âûáîðêè. Â ðàáîòå
âûäâèíóòà ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [1,2]. Íåîáõîäèìî îöåíèòü êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé
è óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì äàííûõ è ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïîçâîëèò
ïðîèçâåñòè îòáîð øóìîâûõ è êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ.

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ îòáîðà ïðèçíàêîâ èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ. Íà÷èíàÿ ñ 1960ã., àêòèâíî
ðàçâèâàëèñü øàãîâûå ìåòîäû (Stepwise Regression) [3]. Ãëàâíàÿ èäåÿ ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò
â îòáîðå ïðèçíàêîâ, âíîñÿùèõ íàèáîëüøèé âêëàä â çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Ââîäèòñÿ êðèòå-
ðèé, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî àëãîðèòì äîáàâëÿåò èëè óäàëÿåò ïðèçíàêè. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå
ïîëó÷èëè ÷àñòíûå ñëó÷àè øàãîâîé ðåãðåññèè � àëãîðèòìû LARS(Least Angle Regression) [4]
è LASSO(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) [5]. Àëãîðèòì LARS çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè ïðèçíàêîâ. Íà êàæäîì øàãå âåñà ïðèçíàêîâ ìåíÿþòñÿ
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òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîñòàâèòü íàèáîëüøóþ êîððåëÿöèþ âîññòàíîâëåííîãî âåêòîðà çàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ ñ âåêòîðîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷å-
ñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ è èçáåæàòü ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîé îöåíêè âåñîâ. Ìåòîä LASSO
ââîäèò îãðàíè÷åíèÿ íà íîðìó âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ
â íîëü íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè. Ìåòîä ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè ìî-
äåëè è ïîçâîëÿåò îòáèðàòü ïðèçíàêè, îêàçûâàþùèå íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà âåêòîð îòâåòîâ.

Îäíîé èç ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ çàäà÷è îòáîðà ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ìóëüòèêîëëèíå-
àðíîñòü. Ïåðâûå øàãè ïî ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû áûëè ñäåëàíû À.È. Òèõîíîâûì â 1963ã.,
êîòîðûé ââåë ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè � äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà çàäà÷ó [6]. Â ðàáî-
òå [7] ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè è îïèñàí îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷. Òàê êàê ðàáîòû
À.È. Òèõîíîâà áûëè îïóáëèêîâàíû íà çàïàäå òîëüêî ëèøü â 1977ã., â 1970ã. A. E. Hoerl
è R. W. Kennard ïðåäëîæèëè ìåòîä ãðåáíåâîé ðåãðåññèè [8]. Â ìèíèìèçèðóåìóþ ôóíê-
öèþ ââîäèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ÷òî ïîâûøàëî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ [9], îäíàêî
íå ïîçâîëÿëî ïðîèçâîäèòü îòáîð ïðèçíàêîâ. Ïîçäíåå ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ìåòîäû, èñïîëüçó-
þùèå êà÷åñòâåííî èíîé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè. Íàïðèìåð,
Belsley ïðåäëîæèë ìåòîä äëÿ óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ [10], èñïîëüçóþùèé ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-
íèå ìàòðèöû ïëàíà. Àëãîðèòì íàõîäèò êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü çàâèñèìîñòè
ïðèçíàêîâ äðóã îò äðóãà. Ïîçäíåå ïîÿâèëñÿ ìåòîä ôàêòîðà èíôëÿöèè äèñïåðñèè (Variance
In�ation Factor) [11], îöåíèâàþùèé óâåëè÷åíèå äèñïåðñèè çàäàííîãî êîýôôèöèåíòà ðåãðåñ-
ñèè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé êîððåëÿöèè äàííûõ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿ
âûïîëíèòü àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ. Âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíî-
ãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îöåíèâàåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ. Ïðè
îöåíêå èñïîëüçóåòñÿ ñâÿçíûé áàéåñîâñêèé âûâîä [12,13].

Îñíîâûâàÿñü íà ãèïîòåçå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [1], îöåíèâà-
åòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ [2, 14]. Íà å¼ ãëàâíîé äèàãîíàëè
ñòîÿò äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñòåïåíü çíà÷èìîñòè äàííîãî
êîíêðåòíîãî ïàðàìåòðà â ìîäåëè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ê îòáîðó ïðèçíàêîâ íå âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòè ðàçáèåíèÿ âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Äëÿ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà [15]. Ëîãàðèôì ôóíêöèè îøèáêè ïðèáëèæàåò-
ñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Äàíà ðåãðåññèîííàÿ âûáîðêà: D = {xi, yi}mi=1 = (X,y), ãäå xi ∈ Rn, i = 1, . . . ,m � âåêòîðû

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à yi ∈ R, i = 1, . . . ,m � çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè

y = f(w, X), (1)

ãäå f(w, X) � íåêîòîðàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà y èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

y ∼ N (f , σ2Im),

ãäå f � âåêòîð-ôóíêöèÿ, σ2 � äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè m.

Òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ f(w, X) ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f̂(X,w) èç çàäàííî-
ãî êëàññà F (ëèíåéíûå ôóíêöèè), ïðè÷åì |F| êîíå÷íî. Îòîáðàæåíèå f : Rm ×Wn → Rm
áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþ. Çäåñü Rm � ïðîñòðàíñòâî äàííûõ, à Wn ⊆ Rn � ïðîñòðàíñòâî ïà-
ðàìåòðîâ. Â çàäà÷å ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(w, X) ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å îòáîðà ïðèçíàêîâ. Â äàííîì ñëó÷àå ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå ñî-
îòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó èíäåêñîâ àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ A ⊆ J = {1, 2, ..., n}. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè âûáîðå ìîäåëè òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A∗, êîòîðîå áû äîñòàâëÿëî
ìèíèìóì ôóíêöèè:

A∗ = arg min
A⊆J

S(fA|w∗, D),
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ãäå S(f |w, D) �ôóíêöèÿ îøèáêè, fA � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ òîëü-
êî íà ìíîæåñòâå àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ, çàäàííîì èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà A. Ïðè ýòîì ïàðà-
ìåòðû w∗ ìîäåëè äîëæíû äîñòàâëÿòü ìèíèìóì ôóíêöèè:

w∗ = arg min
w∈W

S(w|fA, D).

3 Âèä ôóíêöèè îøèáêè
Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî âåêòîð çàâèñèìîé ïåðåìåííîé � ìíîãîìåðíàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, çàïèøåì êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè îøèá-
êè S(w) äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïóñòü ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îáîçíà-
÷èì β−1 = σ2. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

p(y) = (2πβ−1)−
m
2 exp

(
−1

2
(y − f)TβI(y − f)

)
. (2)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ, êîòîðàÿ èìååò âèä

p(y|X,w, β, f) def
= p(D|w, β, f) =

exp(−βED)

ZD(β)
. (3)

Çäåñü ED � ôóíêöèÿ îøèáêè. Èç âûðàæåíèé (2) è (3), îïðåäåëèì å¼ êàê:

ED =
1

2
(y − f)T (y − f).

Êîýôôèöèåíò ZD íîðìèðóåò ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàâåí

ZD(β) = (2πβ−1)
m
2 . (4)

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (1). Ñëåâà ñòîèò ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y, èìåþùàÿ
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ÌàòðèöàX íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî w ∈Wn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì. Ïàðàìåòðàìè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå w0 è ìàòðèöà
êîâàðèàöèé A−1:

p(w|A, f) =
exp(−Ew)

Zw(A)
. (5)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ-øòðàô çà áîëüøîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äëÿ ïðèíÿòîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ êàê Ew =
1

2
(w − w0)TA(w − w0). Íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà Zw â ýòîì ñëó÷àå

ðàâíà:
Zw(A) = (2π)

n
2 |A−1| 12 . (6)

Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äëÿ çàäàííûõ A è β èìååò âèä:

p(w|D,A, β, f) =
p(D|w, β, f)p(w|A, f)

p(D|A, β, f)
, (7)

p(D|w, β, f)p(w|A, f)
p(D|A, β, f)

=
exp(−βED) exp(−Ew)

ZD(β)Zw(A)
=

exp
(
−(βED + Ew)

)
ZD(β)Zw(A)

. (8)

Â âûðàæåíèè (7) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

p(w|D,A, β, f) � àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ;

p(D|w, β, f) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ;

p(w|A, f) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ;
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p(D|A, β, f) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè.

Çàïèñûâàÿ ôóíêöèþ îøèáêè êàê

S = Ew + βED =
1

2
(w −w0)TA(w −w0) +

1

2
(y − f)TβI(y − f), (9)

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ:

p(w|D,A, β, f) =
exp
(
−S(w)

)
ZS(A, β)

,

ãäå ZS = ZS(A, β) � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò. Îöåíêà íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà
ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà.

4 Àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà
Àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò îöåíèòü íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò äëÿ íåíîðìè-

ðîâàííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü çàäàíî íåíîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå p∗(w). Òðå-
áóåòñÿ íàéòè íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó:

Z =

∫
p∗(w)dw,

ïðè êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå p(w) = Z−1p∗(w). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p∗(w) èìååò ìàêñèìóì
â òî÷êå w0, òî åñòü

dp(w)

dw

∣∣∣∣
w=w0

= 0.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì è ðàçëîæèì p∗(w) ïî Òåéëîðó â îêðåñòíîñòè w0:

ln p∗(w) = ln p∗(w0) + 0− 1

2
(w −w0)TA(w −w0) + . . . , (10)

ãäå ìàòðèöà Ãåññå A = [αij ] îïðåäåëåíà êàê:

αij = −∂ ln p∗(w)

∂wi∂wj

∣∣∣∣
w=w0

,

òî åñòü A = −∇∇ ln p∗(w)|w=w0
, ãäå ∇ � ãðàäèåíò ôóíêöèè.

Îòáðàñûâàÿ âñå ÷ëåíû âûøå êâàäðàòè÷íîãî â ðàçëîæåíèè è áåðÿ ýêñïîíåíòó îáåèõ ÷àñòåé
âûðàæåíèÿ (10), ïîëó÷èì:

p∗(w) ≈ p∗(w0) exp

(
−1

2
(w −w0)TA(w −w0)

)
.

Òîãäà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p̂(w), ïðèáëèæàþùåå íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå p(w)
èìååò âèä

p̂(w) = N (w0, A
−1) =

1

(2π)
n
2 |A−1| 12

exp

(
−1

2
(w −w0)TA(w −w0)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà èìååò âèä

Z = p∗(w0)
(2π)

n
2

|A| 12
. (11)

5 Îöåíêà êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö
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Àíàëèçèðóÿ ôóíêöèþ îøèáêè S(w), ïîñòðîèì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûÿâëÿòü øóìî-
âûå è êîððåëèðóþùèå ïðèçíàêè.

Ïóñòü íàì èçâåñòåí ëîêàëüíûé ìèíèìóì S(w), è îí íàõîäèòñÿ â òî÷êå w0. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöó Ãåññå ôóíêöèè îøèáîê H = −∇∇S(w)|w=w0

, ãäå ∇ � ãðàäèåíò ôóíêöèè. Ïðè
ïîÿâëåíèè â âûáîðêå øóìîâûõ èëè êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ, ïðîèñõîäèò ðåçêîå âîçðàñòà-
íèå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû H. Íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè
ìàòðèöû Ãåññå è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâåñòè îòáîð
àêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ A è ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðÿä Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ëîãàðèôìà ÷èñëèòåëÿ (7):

−S(w) ≈ −S(w0)− 1

2
∆wTH∆w, (12)

ãäå ∆w = w−w0. Â âûðàæåíèè (12) íåò ñëàãàåìîãî ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî òî÷êà w0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè S(w). Ñëåäîâàòåëüíî:

∂S(w)

∂w

∣∣∣∣
w=w0

= 0.

Ïðèìåíÿÿ ýêñïîíåíòó ê îáåèì ÷àñòÿì âûðàæåíèÿ (12) ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå ïðèáëèæåíèå:

exp
(
−S(w)

)
≈ exp

(
−S(w0)

)
exp

(
−1

2
∆wTH∆w

)
. (13)

Ïðè ïîëó÷åííîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå (13) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(w|D,A, β) ≈
exp
(
−S(w0)

)
exp

(
− 1

2∆wTH∆w
)

ZS(A, β)
, (14)

ãäå ZS(A, β) âûñòóïàåò â ðîëè íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Îöåíêà äëÿ êîýôôèöèåíòà ZS ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà
(ïîÿñíåíèÿ ñì. â ãëàâå 4):

ZS =
exp
(
−S(w0)

)
(2π)

n
2

|H| 12
. (15)

Ïîäñòàâèâ (15) â (14), ïîëó÷èì îöåíêó ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè, íà îñíîâàíèè êîòîðîé áóäåì
ïðîèçâîäèòü îòáîð îïòèìàëüíûõ ãèïåðïàðàìåòðîâ ìîäåëè

p(w|D,A, β) =
|H| 12 exp

(
− 1

2∆wTH∆w
)

(2π)
n
2

. (16)

Âûðàæåíèå (14) îïðåäåëÿåò âûáîð íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíîé ìîäåëè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãèïåð-
ïàðàìåòðîâ âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ p(D|A, β) îòíîñèòåëüíî A
è β. Çàïèøåì p(D|A, β) â ñëåäóþùåì âèäå:

p(D|A, β) =

∫
p(D|w, A, β)p(w|A)dw. (17)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5) è (3) ïåðåïèøåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ â âèäå:

p(D|A, β) =
1

Zw(A)

1

ZD(β)

∫
exp
(
−S(w)

)
dw. (18)

Èç ñîîáðàæåíèé íîðìèðîâêè èíòåãðàë âûðàæåíèÿ (7) ðàâåí åäèíèöå, òî åñòü:∫
p(w|D,β)dw =

∫
exp
(
−S(w)

)
ZS(A, β)

dw = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (18) â òî÷íîñòè ðàâåí ZS . Ïîýòîìó:

p(D|A, β) =
1

Zw(A)

1

ZD(β)
exp
(
−S(w0)

)
(2π)

n
2 |H|− 1

2 . (19)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå Zw èç (6) è ZD èç (4) â (19), ïîëó÷èì:

p(D|A, β) = (2π)−
n
2 |A−1|− 1

2 (2π)−
m
2 (β−1)

m
2 exp

(
−S(w0)

)
(2π)

n
2 |H|− 1

2 . (20)

Ïîëó÷èì îöåíêó ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

ln p(D|A, β, f) = −1

2
ln |A−1| − m

2
ln 2π +

m

2
lnβ−1 − S(w0)− 1

2
ln |H|. (21)

Ïîî÷åð¼äíî ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî A è β âûðàæåíèÿ (21) ê íóëþ, íàéä¼ì
ìàêñèìóì (21) ïî ãèïåðïàðàìåòðàì.

Ïóñòü ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå α = [α1, ..., αn]T äëÿ âåêòîðà, ñîñòî-
ÿùåãî èç ýëåìåíòîâ äèàãîíàëè ìàòðèöû A. Ïðåäñòàâèì ãåññèàí â âèäå:

H = −∇∇S(w) = −∇∇(βED + Ew) = −β∇∇ED −∇∇Ew = HD +Hw,

ãäå HD çàâèñèò îò β, à Hw çàâèñèò îò A. Òàê êàê ∇∇Ewi = ∂2

∂wi

(
1
2αi(wi − w0i)

2
)

= αi, òî
÷àñòü ãåññèàíà Hw äèàãîíàëüíà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïóùåíèÿõ HD òàêæå áóäåò
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) åñëè âñå ïðèçíàêè íåçàâèñèìû, òî ìàòðèöà HD áóäåò äèàãîíàëüíîé, òàê êàê íåäèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ãåññå îòðàæàþò ñòåïåíü çàâèñèìîñòè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí;

2) ïðè íàëè÷èè â âûáîðêå øóìîâûõ èëè êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ
âîçðàñòàíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (äèñïåðñèé ïðèçíàêîâ), â ñðàâíåíèè ñ
êîòîðûìè íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì,
÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöó HD ìîæíî ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíîé (íà äèàãîíàëè ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà).

Òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâèì HD â ñëåäóþùåì âèäå: HD = diag(h1, ..., hn). Äëÿ âûÿâëå-
íèÿ ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè è ãèïåðïàðàìåòðàìè ìîäåëè ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (21).
Âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
âûðàæåíèÿ (21) ïî αi:

1

αi
− (wi − w0)2 − 1

βhi + αi
= 0. (22)

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ. Îäíàêî îäèí èç íèõ íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê A−1 �
äèàãîíàëüíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ) ìàòðèöà, ñëåäîâàòåëüíî ïî êðè-
òåðèþ Ñèëüâåñòðà (cèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ãëàâíûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû) íå èìååò îòðèöàòåëüíûõ
êîìïîíåíò:

αi =
1

2
λi(

√
1 +

4

(wi − w0)2λi
− 1), (23)

ãäå λi = βhi.
Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî β âûðàæåíèÿ (21), íàéä¼ì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå β:

m

2β
− ED −

1

2β
γ = 0,

ãäå

γ =

W∑
j=1

λj
λj + αj

.
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Òàêèì îáðàçîì

β =
m− γ
2ED

. (24)

Âûðàæåíèÿ (23) è (24) íå ïîçâîëÿþò ÿâíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ α è β. Ïîýòîìó èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ îðãàíèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåì w (ìèíèìèçèðóÿ
ôóíêöèþ îøèáêè èç âûðàæåíèÿ (9)), äàëåå, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå, íàõîäèì
âåêòîð ãèïåðïàðàìåòðîâ α, çàòåì çíà÷åíèå ãèïåðïàðàìåòðà β. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî
ñõîäèìîñòè êàê ïàðàìåòðîâ, òàê è ãèïåðïàðàìåòðîâ, òî åñòü äî ñõîäèìîñòè ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ìîäåëè p(D|A, β,w).

Ïðè ïîÿâëåíèè øóìîâûõ èëè êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ ïðîèñõîäèò âîçðàñòàíèå äèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ (áîëüøîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè ñâèäåòåëüñòâóåò î íåèíôîðìàòèâíîñòè ïðè-
çíàêà). Â ñëåäñòâèå ýòîãî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî ìîæíî
ñ÷èòàòü ìàòðèöó HD äèàãîíàëüíîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèíóäèòåëüíî çàíèæàòü âîçðàñòà-
þùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, òåì ñàìûì ïðîèçâîäÿ îòñåèâàíèå øóìîâûõ è êîððåëèðóþùèõ
ïðèçíàêîâ.

6 Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Âõîä: âåêòîð çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, ìîäåëü mdl(w, X)
w0 = 0;
w = 0;
A = diag(n, 1);
β = 1;
äëÿ k = 2, . . . ,MaxIterations
âû÷èñëèòü A, β,w :
w = FindParameters(S(w), A, β,w,w0,y);
äëÿ j = 2, . . . ,MaxIterations
äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè A è β ïðè äàííîì âåêòîðå w:
H = CalcHessian(S(w), A, β,w,w0,y);

åñëè
max(H)
min(H) > 106 òî

idx = �nd(max(H)); {èíäåêñ ñòðîêè/còîëáöà (äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò) ñ max ýëåìåí-
òîì}
çàíóëèòü ñòðîêó è ñòîëáåö Ãåññèàíà, ñîäåðæàùèå ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò;

âûõîä;
λ = β ∗ diag(H);

A = 1
2λ(
√

1 + 4
(w−w0)2λ

− 1);

åñëè idx 6= 0 òî
çàíóëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A (íåîáõîäèìî äëÿ ñõî-
äèìîñòè ãèïåðïàðàìåòðà α);

âûõîä;
γ =

∑ λj

λj+αj
;

f = mdl(w, X);
ED = 1

2 (y − f)T (y − f);

β = (m−γ)
2ED

;

åñëè
∑

(αk − αk−1)2 < Convergency and (βk − βk−1)2 < Convergency; òî
çàêîí÷èòü âûïîëíåíèå öèêëà íà òåêóùåé èòåðàöèè;

âûõîä;
åñëè j = MaxIterations òî
âûâåñòè ñîîáùåíèå î âåëè÷èíå îøèáêè è çàêîí÷èòü âûïîëíåíèå ïðîãðàììû;

âûõîä;
åñëè

∑
(wk − wk−1)2 < Convergency òî

çàêîí÷èòü âûïîëíåíèå ïðîãðàììû;
êîíåö
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ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ FindParameters(S(w), A, β,w,w0,y)
ïîêà íå íàéäåí ìèíèìóì ôóíêöèè S(w) ïî w
f = mdl(w, X);
S(w) = 1

2 (w −w0)TA(w −w0) + 1
2 (y − f)TβI(y − f);

âûõîä;
âåðíóòü w;

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ CalcHessian(S(w), A, β,w,w0,y)
h = 10−6; {øàã ðàçíîñòíîé ñõåìû}
äëÿ i = 1, ..., l
äëÿ j = 1, ..., l
ïîñ÷èòàòü ýëåìåíò ìàòðèöû Ãåññå:
ei = 0; {âåêòîð ïðèðàùåíèÿ}
ei(i) = 1;
ej = 0;
ej(j) = 1;

H(i, j) =
S(w+(ei+ej)h)−S(w+eih)−S(w+ejh)+S(w)

h2 ;
âûõîä;

âûõîä;
âåðíóòü H;

7 Àëãîðèòìû îòáîðà ïðèçíàêîâ
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îñîáåííîñòè îïèñàííîãî â ðàáîòå àëãîðèòìà, ïðèâåäåì ïðè-

ìåðû ðàíåå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè, ïðèâîäÿùèõ ê ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ è îòáîðó ïðèçíàêîâ â çàäà÷å ëèíåéíîé ðåãðåññèè [5, 8].

7.1 Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ
Çàïèøåì ôóíêöèþ îøèáêè äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè âèäà (1):

Q(w) = ||Xw − y||2.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà:

∂Q

∂w
= 2XT (Xw − y) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî XTXw = XTy. Åñëè ìàòðèöà XTX íåâûðîæäåíà, òî ðåøåíèåì ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð:

w∗ = (XTX)−1XTy.

Åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà XTX èìååò íåïîëíûé ðàíã, òî å¼ îáðàùåíèå íåâîçìîæ-
íî. Òàêæå âûäåëÿþò ñëó÷àé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè: ìàòðèöà XTX èìååò ïîëíûé ðàíã, íî
áëèçêà ê íåêîòîðîé ìàòðèöå íåïîëíîãî ðàíãà. Â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçáðîñ êîýô-
ôèöèåíòîâ w∗, ïîÿâëÿþòñÿ áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòû. Ðåøåíèå ñòà-
íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì (íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ ìàòðèöû X âåäóò ê áîëüøèì èçìåíåíèÿì âå-
ëè÷èíû w∗).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ê ôóíêöèîíàëó Q äîáàâëÿþò ðåãóëÿðèçà-
òîð, øòðàôóþùèé áîëüøèå çíà÷åíèÿ íîðìû âåêòîðà w: Qτ = ||Xw−y||2 +τ ||w||2. Ðåøåíèåì
ïîëó÷åííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåêòîð:

w∗ = (XTX + τIm)−1XTy.

Óâåëè÷åíèå τ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ íîðìû âåêòîðà w, îäíàêî ïðè ýòîì íè îäèí èç ïà-
ðàìåòðîâ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òî åñòü ïîâûøàÿ óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè, ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ
íå ïðîèçâîäèò îòáîð ïðèçíàêîâ.
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7.2 Ëàññî Òèáøèðàíè
Â äàííîì ìåòîäå âìåñòî äîáàâëåíèÿ øòðàôíîãî ñëàãàåìîãî ê ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà ââî-

äèòñÿ îãðàíè÷åíèå-íåðàâåíñòâî, çàïðåùàþùåå áîëüøèå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ: 

Q(w) = ||Xw − y||2 → min
w∈W

,

W∑
j=1

|wj | < θ.

×åì ìåíüøå çíà÷åíèå θ, òåì áîëüøå êîýôôèöèåíòîâ wj îáíóëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì ïðîèñ-
õîäèò èñêëþ÷åíèå j-ãî ïðèçíàêà. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà, ïðåä-
ñòàâëåííîãî â ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçäåëåíèè âûáîðêè íà äâå ÷àñòè: äëÿ îáó-
÷åíèÿ è êîíòðîëÿ.

Òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà êîíñòàíòû
ðåãóëÿðèçàöèè. Äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþò ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü, ÷òî çíà÷èòåëü-
íî ïîâûøàåò òðóäî¼ìêîñòü âñåé çàäà÷è â öåëîì.

8 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
Ðåçóëüòàòîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îòáîð øóìîâûõ è êîððåëèðóþùèõ

ïðèçíàêîâ. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ íà âðåìåííîì ðÿäå ïðîäàæ íàðåçíîãî õëå-
áà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ðÿä ñîäåðæèò 195 çàïèñåé. Ìîäåëü, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ðÿä:
y = 0.2256 + 0.1996ξ + 0.0496 sin(10ξ), ãäå ξ ∈ Rn � ðåãðåññèîííàÿ âûáîðêà. Ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ: ξ0, ξ1 � çíà÷åíèå êàæäîãî ýëåìåíòà âûáîðêè â íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíè
ñîîòâåòñòâåííî, sin(10ξ) � ïîýëåìåíòíîå ïðèìåíåíèå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè ê âåêòîðó ξ.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà âûáîðêà è àïïðîêñèìèðóþùàÿ å¼ ìîäåëü.

Ðèñ. 1: Äàííûå è àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìîäåëü

Ïóñòü ìàòðèöà ïëàíà X ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå X = [χ1, ...,χn], ãäå χ ∈ Rm.
Â äàííîì ñëó÷àå îíà ñîñòîèò èç òð¼õ ñòîëáöîâ: ξ0, ξ1, sin(10ξ).

8.1 Îòáîð øóìîâûõ ïðèçíàêîâ
Øóìîâàÿ âûáîðêà ñôîðìèðîâàíà ïðè ïîìîùè äîáàâëåíèÿ ñòîëáöà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ íîð-

ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ìîäåëü, àïïðîêñèìèðóþùàÿ äàííûå â ýêñïåðèìåíòå: y = w1χ1 +
w2χ2+w3χ3+w4χ4, ãäå χ1 = ξ0, χ2 ∼ N (0, 2), χ3 = ξ1, χ4 = sin(10ξ). Ïðè íàëè÷èè â âûáîðêå
øóìîâîãî ýëåìåíòà ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ çà âîñåìü èòåðàöèé. Íèæå íà ðèñ. 2 ïðîèëëþñòðèðî-
âàíû èçìåíåíèÿ ìàòðèöû Ãåññå H íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóðû.
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Ðèñ. 2: Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ìàòðèöû Ãåññå (ñëó÷àé øóìîâîãî ïàðàìåòðà)

Íà 2-îé èòåðàöèè íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå îòëè÷èå äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà (2, 2). Â òå÷å-
íèå èòåðàöèé 2 è 3 îí ïðîäîëæàåò âîçðàñòàòü, ïîêà íå äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîé îòíîñèòåëü-
íîé âåëè÷èíû (ïðèíÿòà ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
ê ìèíèìàëüíîìó 106). Äàëåå íà 4-îé èòåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ åãî çàíóëåíèå. Òàêèì îáðàçîì
ïðîèñõîäèò âûÿâëåíèå øóìîâîãî ïðèçíàêà.

Íà ðèñ. 3 è 4 ïðåäñòàâëåíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Ïåðâûé ãðàôèê èëëþ-
ñòðèðóåò èçìåíåíèÿ âòîðîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà α2, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò øóìîâîìó
ïàðàìåòðó ìîäåëè. Ðåçêèé ñêà÷îê îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà äàííîé èòåðàöèè àëãîðèòì íàõî-
äèòñÿ âáëèçè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà w0, è, íåñìîòðÿ íà âîçðàñòàíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû H, çíàìåíàòåëü ôîðìóëû (23) ìàë. Äàëåå ïðîèñõîäèò çàíóëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöå
Ãåññå, è ñîîòâåòñòâóþùèé ãèïåðïàðàìåòð α ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Ðèñ. 3: Ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé øóìîâîìó ïàðàìåòðó ìîäåëè
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Ðèñ. 4: Ýëåìåíòû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå íåøóìîâûì ïàðàìåòðàì ìîäåëè

Íà ãðàôèêàõ 5 è 6 ïðåäñòàâëåí ñêàëÿðíûé ãèïåðïàðàìåòð β è ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè wi ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 5: Ñêàëÿðíûé ãèïåðïàðàìåòð β (ñëó÷àé øóìîâîãî ïàðàìåòðà)
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Ðèñ. 6: Ïàðàìåòðû ìîäåëè w (ñëó÷àé øóìîâîãî ïàðàìåòðà)

8.2 Îòáîð êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ
Âûáîðêà ñ êîððåëèðóþùèìè ïðèçíàêàìè ñôîðìèðîâàíà ïðè ïîìîùè äîáàâëåíèÿ â ìàòðè-

öó ïëàíà ñòîëáöà 1.3χ2. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü, àïïðîêñèìèðóþùàÿ äàííûå â ýêñïåðèìåíòå:
y = w1χ1+w2χ2+w3χ3+w4χ4, ãäå χ1 = ξ0, χ2 = ξ1, χ3 = 1.3ξ1, χ4 = sin(10ξ). Íèæå íà ðèñ. 7
ïîýëåìåíòíî ïðîèëëþñòðèðîâàíà ìàòðèöà Ãåññå H.

Ðèñ. 7: Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ìàòðèöû Ãåññå (ñëó÷àé êîððåëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ ìî-
äåëè)

Ïðè íàëè÷èè êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ òàêæå íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàíèå äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî àëãîðèòì âûáèðàåò áëèæàéøèé âåêòîð χ ê âåê-
òîðó y (â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ìàòðèöû X), à êîððåëèðóþùèé ñ íèì ñ÷èòàåò øóìîâûì.

Íà ãðàôèêàõ 8 è 9 ïðåäñòàâëåíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A.
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Ðèñ. 8: Ýëåìåíòû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðàì ìîäåëè

Ðèñ. 9: Ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé êîððåëèðóþùåìó ïàðàìåòðó ìîäåëè

Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ãèïåðïàðàìåòðû β.

Ðèñ. 10: Ñêàëÿðíûé ãèïåðïàðàìåòð β (ñëó÷àé çàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ)
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Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè wi â òå÷åíèè èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà. Êîððåëèðóþùèé ïàðàìåòð w2 ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à çàòåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî
ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìíîãîýêñòðåìàëüíî.

Ðèñ. 11: Âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w (ñëó÷àé çàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ)

9 Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïîñîá îòñåèâàíèÿ øóìîâûõ è êîððåëèðóþùèõ ïðèçíàêîâ, à òàêæå

àëãîðèòì îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðåèìóùåñòâàìè äàííîãî
àëãîðèòìà ïåðåä ìåòîäàìè, îïèñàííûìè âî ââåäåíèè, ÿâëÿþòñÿ: 1) íåò íåîáõîäèìîñòè ðàç-
äåëåíèÿ äàííûõ íà îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó; 2) àëãîðèòì íå ñîäåðæèò íèêàêèõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî îöåíèâàòü èëè çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíî (êàê, íàïðèìåð,
â ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè); 3) äîáèâàÿñü ñõîäèìîñòè êàê ïàðàìåòðîâ, òàê è ãèïåðïàðàìåòðîâ,
ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü âûáðàííîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
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Àííîòàöèÿ

This paper deals with the problem of feature selection in linear regression models. To select

features authors estimate the covariance matrix of the model parameters. Dependent variable

and model parameters are assumed to be normally distributed vectors. Laplace approximation

is used for estimation of the covariance matrix: logarithm of the error function is approximated

by the normal distribution function. The problem of noise or correlated features is also

examined, since in this case the model parameters covariance matrix becomes singular. An

algorithm for feature selection is proposed. The results of the study for a time series are given

in the computational experiment.
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